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Yorrede  zur  ersten  Auflage. 


Das  vorliegende  Werk  enthält  im  Wesentlichen  das  Material  der 
Vorträge  des  Verfassers  ttber  Theorie  und  Anwendung  der  elliptischen 
Functionen.  Dasselbe  schliesst  eine  Ausführung  des  theoretischen  Teiles 
ein,  mit  besonderer  Rücksicht  auf  den  Entwickelungsgang  des  behan- 
delten Gegenstandes. 

Die  hervorragende  Bedeutung  der  Lehre  von  den  elliptischen 
Functionen  darf  wohl  zur  Rechtfertigung  einer  Darstellung  dienen, 
welche  namentlich  der  historischen  Entfaltung  eine  besondere  Aufmerk- 
samkeit zugewandt  hat.  Der  ungemeine  Reichtum  analytischer  Ent- 
wickelnngen,  verbunden  mit  den  verschiedensten  Anwendungen  auf  fast 
alle  Zweige  der  Mathematik,  scheineh  eine  möglichst  einfache  Begrün- 
dung der  Lehre  von  den  elliptischen  Functionen  zu  fordern.  Von  diesen 
Gesichtspuncten  ist  der  Verfasser  ausgegangen  mit  dem  Bestreben, 
die  Teile  der  Theorie,  welche  namentlich  bei  akademischen  Vorträgen 
zur  Sprache  kommen,  eingehend  zu  behandeln. 

Die  Arbeiten  von  Legendre,  Abel  und  Jacobi,  welche  das  Funda- 
ment aller  späteren  Untersuchungen  bilden,  haben  bei  Abfassung  dieser 
Blätter  eine  besondere  Beachtung  gefunden.  Fast  jedes  Theorem,  jede 
Formel  in  der  Theorie  der  elliptischen  Integrale  und  elliptischen  Func- 
tionen ist  innig  mit  den  Namen  der  bemerkten  drei  grossen  Mathe- 
matiker verbunden.  Sowohl  aus  historischem  Interesse,  als  der  Ver- 
gleichang  ein  leichtes  Hülfsmittel  zu  bieten,  ist  bei  allen  wesentlichen 
Resultaten  der  Name  des  ersten  Darstellers  in  Verbindung  mit  mög- 
lichst genauen  litterarischen  Hinweisungen  angemerkt  worden.  Dass 
wo  möglich  jede  wesentliche  Formel  die  Legitimation  ihres  Ursprungs 
bei  sich  fUhrt,  darf  wohl  auf  Billigung  rechnen,  im  Hinblick  einer 
wenig  erfreulichen  Vernachlässigung  der  Litteratur  in  vielen  mathema- 
tischep  Schriften.  Es  lässt  sich  eine  solche  Vernachlässigung  um  so 
weniger  entschuldigen,  als  Mathematiker  wie  Lagrange,  Gauss  und 
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Jacobi  in  ihren  Schriften  durch  kurze  historische  Einleitungen  darauf 
hingewiesen  haben,  wie  nützlich  ihnen  eine  Erwähnung  der  einschlägi- 
gen Arbeiten  erschien.  Die  bekannte  Thatsache,  dass  jedes  Zurück- 
greifen auf  originale  Arbeiten  für  die  weitere  Förderung  einer  Wissen- 
schaft ungemein  anregend  wirkt,  hat  den  Verfasser  bestimmt,  keine 
Mühe  zu  scheuen,  die  litterarischen  Nachweise  mit  grosser  Sorgfalt  zu 
behandeln.  Mit  einer  geringftigigen  Ausnahme  (p.  547)  hat  der  Ver- 
fasser alle  angeführten  Abhandlungen  und  Werke  selbst  eingesehen; 
nur  der  grosse  Reichtum  der  hiesigen  Bibliothek  konnte  es  ermöglichen, 
das  erforderliche  Material  für  Geschichte  und  Litteratur  zu  vereinigen. 

In  Verbindung  mit  den  zahlreichen  gedruckten  Abhandlungen  sind 
hier  noch  Aufzeichnungen  eines  Vortrags  zu  erwähnen,  welcher  auf 
directe  Vorträge  von  Jacobi  basirt  war.  Es  ist  bekannt,  dass  der 
grosse  Mathematiker,  wie  kaum  einer  vor  ihm,  es  verstanden  hat,  eine 
Reihe  von  Gelehrten  aus  seinen  Schülern  zu  bilden ,  von  denen  eine 
bemerkenswerte  Zahl  zu  den  hervorragendsten  Vertretern  mathemati- 
scher Wissenschaften  gehört.  Der  Verfasser  hatte  das  Glück,  in  die 
Theorie  der  elliptischen  Functionen  von  einem  dieser  hervorragenden 
Schüler  Jacobi's  —  Herrn  C.  W.  Borchardt  —  eingeführt  zu  werden; 
leider  hinderte  eine  längere  Krankheit,  den  ausgezeichneten  Vorträgen 
bis  zu  Ende  folgen  zu  können.  Es  scheint  nur  selbstverständlich  hier 
anzugeben,  was  —  abgesehen  von  allen  litterarischen  Bemerkungen  — 
das  vorliegende  Werk  jenen  Voi^rägen  verdankt.  Es  sind  ^e  auf 
p.  122 — 129  und  p.  142—154  mitgeteilten  Untersuchungen  über  Theta^ 
Functionen,  femer  die  Anwendungen  dieser  Functionen  auf  Integrale 
auf  p.  224,  p.  262  und  p.  265 ;  hierzu  kommen  noch  die  auf  p.  300 
und  p.  319—321  befolgten  Methoden  zur  Betrachtung  einiger  unend- 
lichen Producte  und  schliesslich  der  Inhalt  der  [früheren]  Note  IV.  Wenn 
auch  die  Anzahl  der  angeführten  Seiten  eine  geringe  ist,  so  lässt  sich 
nicht  verkennen,  dass  gerade  der  Inhalt  derselben  einen  schönen  Beleg 
für  das  wunderbare  Genie  Jacobfs  abgiebt.  In  gleichem  Maasse  wie  die 
Veröffentlichung  der  Vorlesungen  Jacobi's  über  elliptische  Functionen 
dem  Andenken  des  grossen  Mathematikers  geboten  erscheint,  macht 
sich  ebenfalls  das  Fehlen  einer  Darstellung  desselben  Gegenstandes 
von  einem  berühmten  Mathematiker  geltend,  welcher  1853  die  Wissen- 
schaft durch  eine  Theorie  der  AbeVschen  Functionen  bereichert  hat 
(Journ,  für  Mathematik,  Band  4^). 

Bei  einer  Theorie,  wie  die  der  elliptischen  Functionen,  deren  Aus- 
bildung noch  lange  ein  Feld  mathematischer  Thätigkeit  bleiben  wird, 
kann  eine  Begegnung  von  Darstellung  ein  und  desselben  Gegenstandes 
leicht  stattfinden.    Die  ganze  Anlage  des  Werkes,  und  namentlich  die 


Ausarbeitang  des  X.  bis  XIII.  Abschnitts,  haben  die  eigenen  Unter- 
snchnngen  des  Verfassers  besonders  in  Anspruch  genommen.  Um  allen 
Bernfangen  mit  Rücksicht  auf  Resultate  vorzubeugen,  enthalten  in  Ab- 
handlungen, welche  dem  Verfasser  unbekannt  geblieben,  ist  derselbe 
gerne  bereit,  allem  bestrittenen  Eigentumsrecht  zu  entsagen. 

Was  die  angewandten  Bezeichnungen  betrifft,  so  sind  die  von 
Legendre  und  Jacobi  gebrauchten  Bezeichnungen  massgebend  ge- 
wesen. Die  Arbeiten  von  vorzüglichen  Mathematikern  zeigen  in  Hin- 
sicht auf  die  Bezeichnungen  einen  Mangel  an  Uebereinstimmung,  wel- 
cher, wenn  auch  zu  bedauern,  doch  za  entschuldigen  ist.  Die  Theorie, 
wie  sie  Jacobi  hinterlassen,  kann  nicht  als  abgeschlossen  angesehen 
werden,  so  dass  wohl  einer  späteren  Zeit  eine  einheitliche  Bezeichnung 
vorbehalten  bleibt 

Durch  Aneinanderreihen  des  Inhalts  mehrerer  Vorträge  war  eine 
Einteilung  des  Buches  in  Abschnitte  geboten.  Es  muss  hier  hervor- 
gehoben werden,  dass  diese  Einteilung  nur  der  besseren  Uebersicht 
halber  angewandt  ist  und  nicht  den  eigentlichen  Character  des  Werkes 
verhüllen  soll,  eine  einfache  und  doch  in  den  Elementen  vollständige 
Einleitung  in  das  reiche  Gebiet  der  elliptischen  Functionen  zu  bilden. 

Göttingen,  Ende  October,  1875. 

Alfred  Enneper. 


Yorrede  zur  zweiten  Auflage. 


JJas  Eigenartige  des  Enneper'schen  Werkes  liegt,  wie  schon 
aus  dem  Titel  hervorgeht,  darin,  dass  die  geschichtliche  Ent- 
wickeln ng  für  die  Darstellung  der  Theorie  der  elliptiachen  Functionen 
maassgebend  gewesen  ist  Will  man  den  Studirenden  in  die  verschie- 
denen Methoden  der  Entdecker  einftlhren,  so  ist  es  unvermeidlich,  dass 
man  dasselbe  Problem  wiederholt  berührt,  dass  man  auf  dieselben  Re- 
sultate wiederholt  zurückkommt.  Hiermit  ist  aber  ein  einheitlicher, 
streng  methodischer  Aufbau  der  Theorie  nicht  wohl  verträglich,  und 
das  Buch  gewinnt  dadurch  mehr  den  Charakter  eines  Gompendiums 
als  den  eines  Lehrbuches.  Soll  nun  trotzdem  dasselbe  auch  zur  Ein- 
führung in  die  Theorie  der  elliptischen  Functionen  dienen,  so  müssen 
die  einzelnen  Schritte,  die  der  Studirende  an  der  Hand  des  Vortragen- 
den zu  machen  hat,  bestimmt  und  klar  markirt  werden.    In  dieser 
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rein  didaktischen  Hinsieht  hat  die  Darstellung  bei  der  Neabearbeitang 
an  sehr  vielen  Stellen  eine  Aenderang  erfahren  müssen.  Es  sind  beim 
Beginn  der  einzelnen  Abschnitte  die  Fragen,  welche  behandelt  werden 
sollen,  deutlich  angegeben,  und  am  Schlüsse  die  gewonnenen  Resultate 
klar  präcisirt  worden.  Dadurch  ist  auch  Derjenige,  dem  es  nur  darauf 
ankommt,  möglichst  schnell  die  Hauptsätze  der  Theorie  sich  anzueignen, 
in  den  Stand  gesetzt,  das  für  ihn  zunächst  Wichtige  ohne  Mühe  heraus- 
zufinden. 

Im  Uebrigen  sind  bei  der  Wiedergabe  des  bisherigen  Textes  die 
ziemlich  zahlreichen  Fehler  und  Uncorrectheiten  der  ersten  Auflage 
( —  das  Druckfehlerverzeichnis  enthielt  nur  einen  verschwindend  kleinen 
Teil  derselben  — )  verbessert  worden. 

Wer  da  weiss,  wie  viele  fleissige  Bearbeiter  die  Theorie  der  el- 
liptischen Functionen  seit  dem  Erscheinen  der  ersten  Auflage  neu  ge- 
wonnen hat,  der  wird  es  begreiflich  finden,  dass  der  Stoff  des  Buches 
in  der  vorliegenden  Auflage  beträchtliche  Ergänzungen  erfahren  musste. 
Die  Einfügung  derselben  in  den  bisherigen  Inhalt  war  oft  nicht  leicht, 
da  die  ursprüngliche  Anlage  des  Werkes  im  Grossen  und  Ganzen  bei- 
beibehalten werden  sollte. 

Zunächst  hat  das  Buch  eine  wesentliche  Erweiterung  erhalten 
durch  eine  Einführung  in  die  Weierstrass'sche  Theorie  der  ellipti- 
schen Functionen.  Diese  neuere  Theorie  darf  in  einem  Werke,  welches 
die  elliptischen  Functionen  auf  historischer  Grundlage  behandelt,  nicht 
fehlen.  Da  es  in  Deutschland  an  einer  zusammenhängenden  Darstellung 
der  Methoden  des  Herrn  Weierstrass  fehlte,  und  nur  von  Zeit  zu 
Zeit  einzelne  Abschnitte  aus  den  Vorlesungen  dieses  Meisters  von  seinen 
Schülern  veröffentlicht  worden  waren,  so  hat  sieh  Herr  H.  A.  Schwarz 
den  Dank  aller  Mathematiker  in  hohem  Grade  erworben  durch  die 
Herausgabe  der  „Formeln  und  Lehrsätze  zum  Gebrauche  der  ellipti- 
schen Functionen",  die  nach  Vorlesungen  und  Aufzeichnungen  des 
Herrn  Prof.  Weierstrass  bearbeitet  sind.  Erst  dadurch  wurden  die 
von  dem  grössten  deutschen  Mathematiker  gewonnenen  Resultate  Ge- 
meingut aller.  Unter  Benutzung  dieser  Zusammenstellung  veröffent- 
lichte vor  drei  Jahren  der  französische  Mathematiker  G.  H.  H  a  1  p  h  e  n  die 
erste  systematische  Darstellung  der  Weierstrass'sehen  Methoden  und 
Resultate  in  dem  Werke:  „Theorie  des /onctiotis  elliptiques  et  de  leurs 
applicatiofis"  I,  Paris,  Gauthier- Villars  1886.  Ausser  den  „Formeln 
und  Lehrsätzen**  des  Hen*n  Schwarz  habe  ich  bei  den  Ergänzungen 
des  Enneper'schen  Werkes  durch  eine  Einführung  in  die  Weierstrass'- 
schen  Methoden  die  Ausarbeitungen  der  Vorlesungen  meines  hochver- 
ehrten Lehrers  benutzt,  die  ich  im  Winter-Semester  1864/65,  im  Sommer- 
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Semester  1865  und  im  Winter-Semester  1866/67  an  der  Berliner  Uni- 
versität zu  hören  das  Glück  hatte.  Es  sind  hauptsächlich  die  §§  5,  6, 
10,  15,  19,  23,  24,  25,  28,  29,  34,  35,  55  und  56,  in  welche  die  Ele- 
mente der  Weierstrass'schen  Theorie  aufgenommen  sind;  von  den 
angeführten  §§  enthalten  die  §§  10,  15,  23,  55  und  56  ausschliesslich 
diese  Theorie.  Den  gewonnenen  Formeln  und  sonstigen  Resultaten 
habe  ich  jedesmal  den  betreffenden  Artikel  der  „Formeln  tmd  Lehr- 
sätze!" des  Herrn  Schwarz  hinzugefügt. 

Von  sonstigen  grösseren  Ergänzungen  und  Aenderungen  des  Inhaltes 
habe  ich  folgende  anzuführen.  Die  Methoden,  welche  auf  der  allge- 
meinen Theorie  der  Functionen  eines  complexen  Argumentes  basiren, 
waren  in  der  ersten  Auflage  gar  nicht  erwähnt  worden.  Um  diese 
Lttcke  wenigstens  teilweise  auszufüllen,  habe  ich,  ausser  einem  litterari- 
schen Hinweise  auf  diese  Methoden,  in  §  9  die  Untersuchung  des  el- 
liptischen Integrals  zwischen  complexen  Grenzen  nach  der  Darstellung 
des  Herrn  Schlömilch  (Compendium  der  Höheren  Analysis,  II, 
3J4  sq.)  aufgenommen.  In  §  14  ist  die  vorhergehende  Entwickelung 
der  elliptischen  Functionen  in  unendliche  Producte  und  Reihen  durch 
die  einfache  Schlömilch'sche  Methode  (L  c.  II,  40g  sq,)  ergänzt  wor- 
den, der  eine  Skizzirung  des  Grenzverfahrens  von  Biehler  folgt.  Der 
Inhalt  der  bisherigen  Noten  EI,  IV,  IX— XII  ist  an  geeigneter  Stelle 
dem  Texte  eingeigt  worden.  Dabei  hat  namentlich  §  47,  die  Ent- 
wickelung der  elliptischen  Functionen  in  Reihen,  die  nach  Potenzen 
des  Arguments  fortschreiten,  beträchtliche  Zusätze  erfahren.  Die  bis- 
herige Note  II:  ,  Die  Reihen  von  Lagrange  und  Fourier"  habeich 
gestrichen,  da  die  Methoden  der  Herleitung  der  Fourier'schen  Reihe, 
um  streng  zu  sein,  umfangreicher  Ergänzungen  bedurft  hätten  und  für 
den  vorliegenden  Zweck  unwesentlich  sind.  Die  Note  I  ist  durch  die 
neueren  Untersuchungen  über  die  Reduction  der  hyperelliptischen  Inte- 
grale erweitert  worden,  und  den  bisherigen  Noten  VI  bis  VIII  (in  vor- 
liegender Auflage  n  bis  IV),  welche  geometrische  Probleme  behandeln, 
sind  zwei  neue  Noten  hinzugefügt.  Die  eine  (V)  giebt  litterarische 
Notizen  über  neuere  geometrische  Anwendungen  der  elliptischen  Func- 
tionen, und  die  andere  (VI)  enthält  Historisch-Litterarisches  über  die 
Beziehungen  der  Theorie  der  elliptischen  Functionen  zur  Höheren  Arith- 
metik und  Algebra. 

Schliesslich  hat  die  Neubearbeitung  des  Enneper'schen  Werkes 
den  Fortschritten,  welche  die  Theorie  der  elliptischen  Functionen  in 
den  letzten  vierzehn  Jahren  gemacht  hat,  dadurch  Rechnung  tragen 
müssen,  dass  die  litterarisch -historischen  Nachweise  überall  bis  auf 
die  neueste  Zeit  fortgesetzt  wurden.    Wesentliche  Dienste  leistete  mir 
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hierbei  unser  , Jahrbuch  für  die  Fortschritte  der  Mathematik*,  Ein 
Blick  anf  das  dem  Bnche  angefügte  Namen-Register  wird  den  Leser 
von  der  FttUe  des  litterariscben  Materials,  das  hier  hat  erwähnt  wer- 
den müssen,  überzeugen. 

Wenn  trotz  dieser  beträchtlichen  Ergänzungen  der  seitherige  Um- 
fang des  Buches  nur  um  ein  weniges  überschritten  worden  ist,  so  wurde 
dies  hauptsächlich  durch  die  Wahl  kleinerer  Typen  für  die  Formeln 
und  die  blossen  Litteraturangaben  sowie  durch  geeignete  Abkürzungen 
der  Quellenangaben  erreicht  Wesentlich  kürzer  wurden  die  Formeln 
durch  Einführung  der  Gudermann'schen  Bezeichnungen  sn,  cn,  dn,  tn, 
die  ja  jetzt  fast  ausschliesslich  für  die  Jacob  Tschen  sin  am ,  cos  am, 
Jam,  tangam  angewandt  werden,  (gewannen  die  Formeln  schon  hier- 
durch bedeutend  an  Uebersichtlichkeit,  so  liess  sich  dieselbe  verschiedent- 
lich noch  erhöhen  durch  eine  vereinfachte  Darstellung  der  Producte 
und  Summen.  Man  vergleiche  z.  B.  die  Formeln  15)  bis  17)  in  §  45 
mit  den  entsprechenden  auf  S.  325  und  326  der  ersten  Auflage.  Die 
bei  den  Quellenangaben  gebrauchten  Abkürzungen  sind  am  Schlüsse 
des  Buches  erklärt. 

Was  die  typographische  Ausstattung  des  Werkes  anbetrifft,  für  die 
ich  dem  Herrn  Verleger  besonderen  Dank  schuldig  bin,  so  wurden  die 
Hauptsätze  und  Resultate,  die  Eigennamen  und  die  Quellen  durch  be- 
sonderen Druck  kenntlich  gemacht,  was  die  Brauchbarkeit  des  Werkes 
wesentlich  erhöhen  wird. 

Bei  der  Correctur,  auf  welche  diesmal  besondere  Sorgfalt  verwandt 
worden  ist,  und  zum  teil  auch  bei  der  Revision  der  Formeln  und  al- 
gebraischen Rechnungen  habe  ich  mich  der  Unterstützung  einiger  jüngerer 
Gollegen,  der  Herren  J.  Gutsch,  A.  Seiffert,  H.  Koch  und  M.  Nath 
zu  erfreuen  gehabt  Es  bleibt  mir  nur  noch  übrig,  diesen  Herren  meinen 
herzlichen  Dank  ftlr  ihre  Hülfe  auszusprechen. 

Berlin,  Anfang  November  1889. 

Felix  HfiUer. 
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Erster  Abschnitt. 


§  1.    EiBleitende  historisehe  BetrachtuBgren. 

Bald  nach  Erfindung  der  Infinitesimal -Rechnung  beschäftigte  roan 
sieh  mit  den  Integralen,  in  denen  Quadratwurzeln  aus  Polynomen 
3.  und  4.  Grades  auftreten ;  doch  waren  es  hauptsächlich  geometrische 
Beziehungen  zwischen  den  Bogen  der  Ellipse,  der  Hyperbel  und  an- 
derer algebraischer  Curven,  auf  welche  die  Ziele  der  Arbeiten  von 
Fagnano,  Maclaurin,  d'Alembert,  Landen  u.  A.  gerichtet  waren. 
Ihre  Resultate  standen  vereinzelt  und  ohne  Zusammenhang.  Erst  Euler 
entdeckte  das  gemeinsame  Band  in  einem  rein  analytischen  Theorem 
und  brachte  die  elliptischen  Integi*ale  zu  einer  gleichen  Bedeutung  in 
der  höheren  Analysis,  wie  die  cy ciometrischen  Functionen  und  die 
Logarithmen  sie  seit  langer  Zeit  hatten;  letztere  erschienen  von  nun 
an  als  specielle  Fälle  jener  Transcendenten. 

Die  N(yvi  Commcntarü  Acad,  sc.  Petrop.  X,  (pro  anno  1764, 
PetropoU  iy66)  enthalten  die  bertthmte  Abhandlung  Euler's:  „De  Re- 
ductione  Formularum  intcgraltum  ad  recttficationem  ellipsis  ac  hyber- 
bolae.*'  Diese  Arbeit  ist  sowohl  wegen  ihres  Inhalts,  als  besonders 
deswegen  äusserst  bemerkenswert,  weil  sie  den  Anstoss  zu  den  Unter- 
suchungen von  Legendre  gegeben  zu  haben  seheint.  Euler  fasst 
die  Resultate  von  Maclaurin  und  d'Alembert  über  die  Rectification 
der  Ellipse  und  Hyperbel  zu  einer  allgemeinen  Untersuchung  zusammen, 
welche  die  Bogen  von  Ellipsen  und  Hyperbeln,  deren  Diflferenz  sich 
auf  geometrische  Weise  angeben  lässt,  behandelt  Auf  pag.  4  bemerkt 
Euler:  .Imprimis  autem  hie  idoueus  signandi  modus  desiderari  videtur, 
cujus  ope  arcus  elliptici  aeque  commode  in  calculo  exprimi  queant,  ac 
jam  logarithmi  et  arcus  circulares  ad  insigne  Analyseos  per  idonea 
Signa  in  caleulum  sint  introducti.  Talia  signa  novam  quandam  calcnli 
speciem  suppeditabunt,  ci^us  hie  quasi  prima  elementa  exponere  con- 
stitui.'^     Diese  Bemerkung  Euler's  findet  sich  reproduziert  auf  pag.  VII 

Enneper,  eUipt.  Fanctionen.    2.  Aafl.  ] 
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des  Avertissements  im  ersten  Bande  des  grossen  Werkes  von  Legendre: 
„Traitö  des  fondians  clUptiqucs  et  des  integrales  eul(fn'ennes*\  Parts 
182^ — 28.  2   VoL  und  j  Supplemente, 

Legendre  bemerkt  zu  den  Worten  Euler's  Folgendes:  «Enler 
avait  pr^Yu  qu'^  l'aide  d'une  notation  eonvenable,  le  calenl  des  arcs 
d'ellipse  et  d'autres  transeendantes  analognes,  ponrrait  devenir  d'nn 
usage  presqne  anssi  g6n6ral  que  celni  des  ares  de  cercles  et  des  loga- 
rithmes,  mais  si  on  excepte  Landen,  qoi,  par  la  d^couverte  de  son 
tb^oröme,  aurait  pu  s'ouvrir  des  routes  nouvelles,  personne  ne  s'est  mis 
en  devoir  de  röaliser  la  prödietion  d'Euler,  et  on  peut  dire  que  TAuteur 
de  ee  Trait6  est  restö  seul  ä  s'en  oceuper,  depuis  Fannie  1786  oü  il 
a  fait  paraitre  ses  premiöres  recherches  sur  les  arcs  d'ellipse,  jusqu'ii 
r^poque  aetuelle''. 

In  dem  hier  genannten  Jahre  vollendete  Legendre  seine  erste 
grössere  Abhandlung  ttber  die  elliptischen  Integrale:  \,,Me^noire  sur 
les  intdgrations  par  d*arcs  d*ellipse**,  M^m,  de  l'Ac.  d.  Sc,  de  Parts 
1786,  I,  II,  worin  u.  a.  die  Rectification  der  Ellipse  auf  die  zweier 
anderen  Ellipsen,  die  aus  einer  unendlichen  Schaar  willkürlich  aus- 
gewählt sind,  zurückgeführt  wird.  Ein  zweites  „Memoire  si4r  les  Tran- 
seendantes elliptiques" ,  Paris  lygj  enthält  bereits  die  Einteilung  der 
elliptischen  Integrale  in  verschiedene  Gattungen  und  eine  näherungs- 
weise Berechnung  derselben.  Alle  diese  Untersuchungen  werden  dann 
von  Legendre  zusammengefasst  in  dem  Werke:  „Exercices  de  calcul 
integral  sur  divers  ordrcs  de  Transeendantes  et  sur  les  Qtiadratiires'' , 
Paris  18 II — /p,  und  in  dem  oben  angeführten  „Trait(f  des  fonctiofis 
elliptiques". 

Die  Untersuchungen  über  die  Bogen  von  Ellipse  und  Hyperbel 
haben  Legendre  darauf  geführt,  nicht  nur  die  entsprechenden  Integrale, 
sondern  alle  Integrale  irrationaler  algebraischer  Functionen,  welche 
unter  der  Quadratwurzel  ein  Polynom  dritten  oder  vierten  Grades  der 
Variabein  enthalten,  mit  dem  Namen  „elliptische  Functionen" 
zu  belegen.  Diese  Bezeichnung  hat  später  darin  eine  Aenderung  er- 
litten, als  das  Wort  Function  durch  Integral  ersetzt  ist,  so  dass  die 
Arbeiten  Legendre's  sich  auf  elliptische  Integrale  beziehen.  Die 
Bezeichnung  , elliptische  Functionen"  ist  nach  Analogie  der  Kreis- 
functionen  auf  eine  Gattung  von  Functionen  übertragen  worden,  welche 
mit  den  elliptischen  Integralen  in  enger  Verbindung  stehen,  wobei  die 
Terminologie  hinsichtlich  des  Wortes  , elliptisch*  leider  an  jener  Un- 
vollkomraenheit  leidet,  die  ihren  Ursprung  in  der  scheinbaren  Verall- 
gemeinerung eines  isolierten  Problems  hat.  Für  die  auftretenden  Inte- 
grale und  Functionen  ist  das  Epitheton  .elliptisch*  weder  geometrisch 


§1]  3 

noch  analytisch  irgendwie  characteristißch,  sondern  rein  conventionel- 
1er  Natur. 

Unter  den  Functionen  einer  Variahein  haben  die  trigonometrischen 
Functionen  die  Eigentümlichkeit,  dass  der  Wert  einer  solchen 
Function  ungeändert  bleibt,  wenn  das  Argument  um  ein  Multiplum 
einer  gewissen  reellen  Quantität  {jc  oder  2  jt)  zunimmt.  Diese  Quanti- 
Ült  heisst  nach  Gauss  der  Modul,  nach  Jacob!  der  Index  der 
Periodicität,  oder  auch  wohl  einfach  die  Periode.  Beschränkt  man 
sich  nicht  allein  auf  reelle  Perioden,  so  führen  die  Exponential- 
functionen  auf  imaginäre  Perioden.  Diese  verschiedenen  Functionen, 
welche  durch  Combinationen  zu  allgemeineren  Betrachtungen  über  die 
Periodicität  Veranlassung  geben,  sind  specielle  Fälle  einer  allgemeineren 
Gattung  von  Functionen,  welche  elliptische  Functionen  heissen. 
Die  elliptischen  Functionen  bilden  die  einfachsten  der  doppeltperiodi- 
schen Functionen,  d.  h.  solcher  Functionen,  deren  Wert  ungeändert 
bleibt,  wenn  Multipla  zweier  bestimmter  Quantitäten  (einer  reellen  und 
einer  imaginären)  zum  Argument  hinzugefügt  werden. 

Legendre's  „Traü^  des  fondions  elUpttques"  ist  ein  Sammel- 
werk für  alle  seine  Entdeckungen  in  der  Theorie  der  elliptischen  Inte- 
grale. In  der  Gedächtnisrede  auf  Jacobi  (BerL  Abh,  i8$2,  Grelle 
f,LII,igj — 2iy,facobi'sGes,  Werke  I,  i — 28)  characterisirt  Lejeune- 
Dirichlet  Legendre's  Werk  mit  folgenden  Worten:  ,Es  ist  Le- 
gendre's unvergänglicher  Ruhm,  in  den  eben  ei'wähnten  Entdeckungen 
[von  Fagnano,  Euler,  Landen,  Lagrange]  die  Keime  eines  wich- 
tigen Zweiges  der  Analysis  erkannt  und  durch  die  Arbeit  eines  halben 
Lebens  auf  diesen  Grundlagen  eine  selbständige  Theorie  errichtet  zu 
haben,  welche  alle  Intregale  umfasst,  in  denen  keine  andere  Irratio- 
nalität enthalten  ist  als  eine  Quadratwurzel,  unter  welcher  die  Ver- 
änderliche den  vierten  Grad  nicht  übersteigt.  Schon  Euler  hatte  be- 
merkt, mit  welchen  Modificationen  sein  Satz  [dass  zwei  Integrale  mit 
beliebigen  Grenzen  in  ein  drittes  vereinigt  werden  können,  dessen 
Grenze  sich  durch  die  Grenzen  jener  algebraisch  ausdrücken  lässt]  auf 
solche  Integrale  ausgedehnt  werden  kann;  Legendre,  indem  er  von 
dem  glücklichen  Gedanken  ausging,  alle  diese  Integrale  auf  feste 
canonische  Formen  zurückzuführen,  gelangte  zu  der  für  die  Ausbildung 
der  Theorie  so  wichtig  gewordenen  Erkenntnis,  dass  sie  in  drei  wesent- 
lich verschiedene  Gattungen  zerfallen.  Indem  er  dann  jede  Gattung 
einer  sorgfältigen  Untersuchung  unterwarf,  entdeckte  er  viele  ihrer 
wichtigsten  Eigenschaften,  von  welchen  namentlich  die,  welche  der 
dritten  Gattung  zukommen,  sehr  verborgen  und  ungemein  schwer  zu- 
gän^ich  waren.    Nur  durch  die  andauerndste  Beharrlichkeit,  die  den 
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grossen  Mathematiker  immer  von  Neuem  auf  den  Gegenstand  zurück- 
kommen Hess,  gelang  es  ihm  hier,  Schwierigkeiten  zu  besiegen,  welche 
mit  den  Httlfsmitteln ,  die  ihm  zu  Gebote  standen,  kaum  überwindlich 
scheinen  mussten**  (Jacobi's  Gcs,   Werke,  I,  ^J. 

Königsberger  giebt  in  seinem  Buche:  „Zur  Geschichte  der  Theorie 
der  elliptischen  Trafiscendenten  in  den  Jahren  1826 — 2g**,  Leipzig 
/<?7p,  auf  Seite  4 — 13  eine  Analyse  des  Legendr  ersehen  Werkes  und 
schliesst  dieselbe  mit  den  Worten:  „Das  grosse  Werk  Legend re's 
besitzt  nicht  blos  dadurch  seinen  Wert  und  seine  bleibende  Bedeutung, 
dass  es  der  Theorie  der  elliptischen  Integrale  eine  selbständige  Stellung 
in  der  Analysis  geschaffen  und  die  Veranlassung  zur  Gründung  der 
Lehre  von  den  Transcendenten  und  der  allgemeinen  Functionentheorie 
geworden,  sondern  dass  in  demselben  auch  eine  grosse  Reihe  von  Ge- 
sichtspunkten gegeben,  Resultate  hergeleitet  und  Methoden  entwickelt 
sind,  die  ein  bleibender  Besitz  der  Analysis  geworden  und  genau  in 
der  von  Legendre  gegebenen  Form  die  Ausgangspunkte  für  die 
späteren  Arbeiten  AbeFs  und  Jacobi's  gebildet  haben''. 

Im  hohen  Alter  von  76  Jahren  hatte  Legendre  die  Freude,  einen 
sehr  verspäteten,  aber  auch  sehr  glänzenden  Erfolg  seiner  Arbeiten  zu 
erleben.  In  der  Vorrede  zum  ersten  Supplement,  datirt  Paris,  d.  12.  Au- 
gust 1828,  sagt  der  Verfasser;  „Apr^s  m'etre  occupö  pendant  un  grand 
nombre  d'annäes  de  la  thäorie  des  fonctions  elliptiques,  dont  Fimmortel 
Euler  avait  posä  les  fondemens,  j'ai  cru  devoir  rassembler  les  r^sultats 
de  ce  long  travail  dans  un  TraitS  qui  a  ätä  rendu  public  au  mois  de 
janvier  1827.  Jusque  \k  les  g6om6tres  n*avaient  pris  presque  aucune 
part  k  ce  genre  de  recherches,  mais  k  peine  mon  ouvrage  avait -il  vu 
le  jour,  k  peine  son  titre  pouvait  -  il  etre  connu  des  savans  ^trangers, 
que  j'appris  avec  autant  d'etonnement  que  de  satisfaction,  que  deux 
jeunes  g^om^tres,  MM.  Jacobi  (C-G-J)  de  Koenigsberg  et  Abel  de 
Christiania,  avaient  räussi,  par  leurs  travaux  particuliers,  a  perfectionncr 
consid^rablement  la  throne  des  fonctions  elliptiques  dans  ses  points  les 
plus  61ev6s.** 

Die  Eigenschaft  der  doppelten  Periodicität  der  elliptischen  Func- 
tionen bildet  die  Basis  der  Untersuchungen,  durch  welche  im  zweiten 
Viertel  unseres  Jahrhunderts  die  beiden  grossen  Vertreter  ihrer  Wissen- 
schaft, N.  H.  Abel  aus  Christiania  und  C.  G.  J.  Jacobi  aus  Königs- 
berg, die  mathematischen  Wissenschaften  in  ungeahnter  Weise  erweiterten. 

Abel  hat  seine  genialen  Untersuchungen  in  den  fünf  ersten  Bän- 
den des  1826  von  Grelle  begründeten  „Jottrnal für  die  reine  und 
angnva7idtc  Äfatheviatit*  niedergelegt.  Ausserdem  enthalten  die 
Astron.    Nachr.     VI,    36^ — 388,     Vll,  33 — 44,  einige  Mitteilungen 
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von  Abel  ttber  eine  Entdeckung,  betreflfend  die  allgemeine  Theorie 
der  elliptischen  Functionen,  von  welcher  Jacobi  an  Legend  re  schreibt : 
,Elle  est  an-dessus  de  mes  ^loges  comme  eile  est  an-dessus  des  mes 
propres  travaux."  (Ann,  de  /'Ä:.  Norm.  VI,  r^o,  Annöe  i86g,) 
Es  finden  sich  dort  auf  p.  127 — 175  elf  Briefe  von  Jacobi  an  Le- 
ge ndre  aus  dem  Zeitraum  von  1827—1832  mitgeteilt.  Der  Heraus- 
geber dieser  flir  die  Geschichte  der  elliptischen  Functionen  merk- 
würdigen Briefe,  Bertrand,  bemerkt  in  der  Einleitung  zu  der  obigen 
Aeusserung  des  damals  noch  nicht  ganz  dreiundzwanzigjährigen  Jacobi: 
„Jacobi  seul  avait  le  droit  de  prononcer  un  tel  jugement,  dont  la 
s^v^rit^,  sous  toute  autre  plnme  que  la  sienne,  irait  jusqu'ä  Tinjustice.' 

Die  Arbeiten  von  Abel,  welche  in  Crelle's  Journal  enthalten 
sind,  vermehrt  um  Aufsätze  aus  seinem  Nachlass.  finden  sich  zusammen- 
gestellt in  dem  Werke:  „Ocicvres  coniplttcs  de  N,  H,  Abel  Rödtgdes 
par  HolmboC*.  Chrtstiania  iSj^,  „Ncncv.  dd.  ptibL  par  L,  Sybw  et 
S.  Ue*\  Leipzig,  Teubfier  i88i.  Nur  sehr  kurze  Zeit  war  es  Abel 
vergönnt  gewesen,  seine  grossen  und  mannigfachen  Entdeckungen  weiter 
zu  verfolgen;  kaum  27  Jahre  alt,  nicht  ganz  zwei  Jahre  nach  Ver- 
öffentlichung seiner  ersten  Arbeiten  über  die  elliptischen  Functionen 
setzte  der  Tod  ein  frühes  Ziel  der  glänzenden  Laufbahn  dieses  tief- 
sinnigen und  umfassenden  Geistes.  (S.  Dirichlct,  Gedächhiisrede, 
Grelle  J.  LH,  20 j).  Gleichzeitig  mit  Abel  veröffentlichte  Jacobi 
seine  ersten  Entdeckungen  in  Grelle  J,  und  den  Asirofi.  Nachr,  VI, 
33 — 3^*  '33 — '4^'  Kurze  Zeit  nach  diesen  Pnblicationen  liess  Jacobi 
sein  berühmtes  Werk  erscheinen :  „Ftcndumenta  Nova  Theortae  Func- 
ttanum  Elltplüarnm  Atutore  C  G,J,Jacobt"  Regio monti  182^,  (C.  G, 
J.  Jaeobi's  Ges,   Werke,  Berlin  \88i,  I,  49 — 2j^J. 

Dieses  Werk,  welches  seinen  Verfasser,  der  damals  noch  nicht 
ganz  25  Jahre  alt  war,  mitten  unter  die  hervorragendsten  Geometer 
seiner  Zeit  stellte,  enthält  in  sehr  gedrängter  Kürze  einen  grossen 
Teil  der  wesentlichsten  Resultate  aus  der  Theorie  der  elliptischen 
Functionen.  Die  grosse  Bedeutung,  welche  dem  Werke  Jacobi's, 
kurz  nach  seiner  Publication,  von  den  Zeitgenossen  beigelegt  wurde, 
geht  aus  dem  Berichte  über  dasselbe  von  Poisson  an  die  Pariser 
Academie  hervor.  Dieser  Bericht  unter  dem  Titel :  „Rapport  sur  Voiivrage 
dr  M  Jacobi  intituU  Fujidamenta  etc.**  findet  sich  auf  p.  73 — 117  im 
t  X  der  „M^m.  de  VAc.  d.  Sc.  et  de  VInst.  de  France:*  Jacobi 
hat  später  in  Grell  e's  Journal  weitere  Untersuchungen  in  einer  Reihe 
von  Aufsätzen  niedergelegt,  welche  bestimmt  waren,  einen  zweiten  Teil 
der  „Fundamenta"  zu  bilden.  Das  weitere  Vordringen  fllhrte  indessen 
Jacobi  zu  einem  genaueren  Studium  seiner  Theta-Functionen,  welche 
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als  die  Elemente  der  elliptischen  Functionen  angesehen  werden  können. 
Jacobi  hat  eine  neue  Begründung  der  Theorie  der  elliptischen  Func- 
tionen, basirt  auf  die  Theta-Funetionen,  nur  in  academischen  Vorträgen 
der  Nachwelt  hinterlassen,  eine  Hinterlassenschaft,  welcher  sich  aus- 
gezeichnete Schüler  mit  Liebe  und  Talent  angenommen  haben  und 
deren  Arbeiten  für  die  weitere  Ausbildung  der  elliptischen  Functionen 
von  wesentlicher  Bedeutung  sind,  lieber  die  Leistungen  Jacobfs 
mögen  folgende  Worte  aus  der  Gedächtnisrede  von  Lejeune-Dirichlet 
Platz  finden,  welche  in  ausgezeichneter  Weise  den  ausserordentlichen 
Geist  von  Jacobi  characterisiren :  „Jacobi's  wissenschaftliche  Lauf- 
bahn umfasst  gerade  ein  Vierteljahrhundert,  also  einen  weit  kürzeren 
Zeitraum  als  die  der  meisten  früheren  Mathematiker  ersten  Ranges, 
und  kaum  die  Hälfte  der  Zeit,  über  welche  sich  E  u  1  e  r's  Wirksamkeit 
erstreckt  hat,  mit  dem  er,  wie  durch  Vielseitigkeit  und  Fruchtbarkeit, 
so  auch  darin  die  grösste  Aehnlichkeit  hat,  dass  ihm  alle  Hülfsmittel 
der  Wissenschaft  immer  gegenwärtig  waren  und  jeden  Augenblick  zu 
Gebote  standen."  (Jacobi* s  Ges.   Werke  I,  2y,) 

Zur  Zeit  als  Abel  und  Jacobi  ihre  überraschenden  Entdeckungen 
der  mathematischen  Welt  mitteilten,  befand  sich  Gauss  schon  im  Be- 
sitz einer  ziemlichen  Anzahl  von  Theoremen,  welche  sich  auf  elliptische 
Functionen  beziehen.  Eine  kurze  Andeutung,  welche  die  „Dtsqutsi- 
ttones  Arühnieticae"  (Gatiss*  Werke,  /,  413)  enthalten,  dass  nämlich 
das  Princip  der  Kreisteilung  sich  mit  gleichem  Erfolge  auch  auf  andere 
transcendente  Functionen,  z.  B.  auf  die  Teilung  der  Lemniskate  an- 
wenden lasse,  Hess  vermuten,  dass  Gauss  schon  gegen  Ende  des 
vorigen  Jahrhunderts  sich  mit  Untersuchungen  beschäftigt  hatte,  welche 
ihn  zu  identischen  Resultaten  mit  denen  von  Abel  und  Jacobi  geführt 
hatten.  Di richlet  betont  in  seiner  Gedächtnisrede  auf  Jacobi  aus- 
drücklich, dass  die  obige  Bemerkung  mit  Sicherheit  darauf  schliessen 
lasse,  „dass  Gauss,  seiner  Zeit  weit  vorauseilend,  schon  zu  Anfang 
des  Jahrhunderts  das  Princip  der  doppelten  Periodicität  erkannt  hatte." 
Diese  Behauptung  hat  durch  Herausgabe  des  Nachlasses  von  Gauss 
ihre  volle  Bestätigung  gefunden  (Gatcss  Werke  III,  2jj  u,  /,),  Am 
23.  Mai  1828  schreibt  Gauss  an  Schumacher  über  eine  Arbeit  von 
Abel:  „  ...  die,  Ihnen  gesagt,  mir  von  meinen  eigenen  Untersuchungen 
wol  ein  Drittel  weggenommen  hat,  und  mit  diesen  zum  Teil  selbst  bis 
auf  die  gewählten  bezeichnenden  Buchstaben  übereinstimmt.' 

Man  findet  weitere  historische,  sehr  interessante  Notizen  über  die 
erste  Entdeckung  der  elliptischen  Functionen  durch  Gauss  im  HI.  Bande 
seiner  „  Werke"  auf  p,  4^1 — 4^6,  L.  Königsberger  sagt  am  Schlüsse 
seiner  oben  genannten  historischen  Skizze:  „Ueberblicken  wir  die  Ge- 
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samtheit  der  durch  die  Veröffentliehang  des  Gaass'sehen  Nachlasses 
uns  zugänglich  gewordenen  Untersuchungen  dieses  unvergleichlich 
grossen  Mathematikers,  so  werden  wir  nicht  zu  weit  gehen,  wenn  wir 
behaupten,  dass  ein  grosser  Teil  der  von  Abel  und  Jacobi  der 
mathematischen  Wissenschaft;  zugeftihrten  Resultate  und  Methoden  in 
der  Theorie  der  elliptischen  Transcendenten  wenigstens  in  den  Grund- 
zügen von  Gauss  fast  30  Jahre  früher  aufgefunden  worden,  und  dass 
von  grossen  und  umfassenden  Gebieten  in  dieser  Theorie  eigentlich 
nur  die  algebraischen  Untersuchungen  Jacobi's  aus  der  Theorie  der 
elliptischen  Functionen  sowie  dessen  Entdeckungen,  die  Einführung  der 
^-Functionen  in  die  Theorie  der  Integrale  zweiter  und  dritter  Gattung 
betreffend  und  die  Arbeiten  Abel's  über  das  nach  ihm  benannte 
Theorem  und  die  Theorie  der  allgemeinen  Transformation  und  Re- 
duction  der  Integrale  algebraischer  Differentiale  hiervon  ausgenommen 
werden  können".  Selbstverständlich  thut  dieses  Zugeständnis  der 
Priorität  dem  Ruhme  Jacobfs  und  Abel's  keinen  Abbruch.  Immer- 
hin bleibt  es  bedauernswert,  dass  einer  der  grössten  Mathematiker 
aller  Zeiten  seine  wunderbaren  Entdeckungen  den  Zeitgenossen  nicht 
mitgeteilt  und  dadurch  zur  Mitarbeit  aufgefordert  hat. 

Ausser  in  dem  oben  genannten  Buche  von  L.  Könige  berger  findet 
man  eine  Uebersicht  über  die  historische  Entwickelung  der  elliptischen 
und  Abel'schen  Functionen  in  F.  Casorati,  „Tcorica  dclle  funzi(yni 
dt  varmbili  complcssc'*,  VoL  I.  Pavia  i868.  Eine  sehr  wertvolle  Quelle 
für  die  Geschichte  der  elliptischen  Functionen  ist  der  von  C.  W.  Bor- 
ch  a  r  d  t  veröffentlichte  Briefwechsel  zwischen  Legendre  und  Jacobi: 
„Corrcspondancc  niathömatiqttc  cntrc  Lcgcndrc  et  Jacobi**,  Grelle  /, 
LXXX,  20 ß — ^7p,  eine  Ergänzung  der  oben  erwähnten  von  Bertrand 
herausgegebenen  Briefe  Jacobi's. 

S  2.    Bemerkongren  über  einige  einfache  Inte^ale  irrationaler  algrebraischer 

Fanctionen. 

Wir  wollen  zunächst  an  einem  einfacheren  Integral  eine  Vorstellung 
von  derjenigen  Methode  geben,  die  später  bei  der  Untersuchung  des 
elliptischen  Integrals,  welches  als  eine  Erweiterung  dieses  einfachen 
angesehen  werden  kann,  angewendet  wird.  Wir  betrachten  das  Integral : 

dy  1     /*  dy 


/ 


l/±  ay-^  +2hy  +  cy        l/«;/  |  /^  ^^  ^2  hy  +"^' 

Setzt  man  zur  Vereinfachung  bi  =  af?,  Ci  =  ac^  so  kommt  die  Be- 
stimmung des  rechts  stehenden  Integrals  auf  die  Betrachtung  des 
Integrals 
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A 


\/±yt^2by+c 

hinans.  Die  Fanction  nnter  dem  Integralzeichen  lässt  sieh  darch  Ein- 
führung einer  nenen  Integrationsvariabein  so  transformiren,  dass  unter 
dem  Wurzelzeichen  keine  Constante  ausser  1  enthalten  ist  Es  ist 
nämlich  fttr 

y^h  =  x\/c—bi,    c—b^>0: 

/dy  P    dx  . 

^y^m+c  =/  i/TfT^  =  ^^^  (-+1/1+-^); 

y+h   =   X\/W—C,  b^—OQ', 

/^  ._  Jy       ,=    r.l^.  =  ilog  (x+/^-ll); 

y—h  =  x^b^+c,  b^+c>0: 

/*  dy  C    dx 

\/-y'+2by+c      J   \/i—x'^ 
Das  letzte  der  vorstehenden  Integrale  hat  ein  besonderes  Interesse, 
da  dasselbe  zur  Betrachtung  einer  Function  Veranlassung  giebt,  mit 
deren  Hülfe  sicli  die  beiden  vorhergehenden  Integrale  in  gleicher  Weise 
leicht  behandeln  lassen.    Man  setze: 


1) 
oder: 


/^    dx 


2)  -.™.  —  du, 

\/l—x^ 

mit  der  Bestimmung,  dass  x  und  u  gleichzeitig  verschwinden.  Die 
Gleichung  1)  giebt  dann  zu  einer  doppelten  Betrachtung  Veranlassung. 
Nimmt  man  einmal  .r  als  gegeben  an,  so  ist  u  eine  bestimmte  Func- 
tion von  X,  Wird  der  Einfachheit  halber  a-^l  genommen,  so  lässt 
sich  in  der  Gleichung  1)  die  Function  unter  dem  Integralzeichen  nach 
Potenzen  von  x'^  entwickeln,  und  man  erhält  dann  durch  Integration: 

3)  u=x+--+-^—~-^^~^^j+... 

Durch  diese  Gleichung  ist  u  als  Function  von  x  durch  eine  unendliche 
Reihe  bestimmt,  welche  Reihe  in  der  Lehre  der  einfachen  Functionen 
bekanntlich  durch  arc  sin  x  bezeichnet  wird. 

Andererseits  kann  man  aber  auch  in  der  Gleichung  1)  u  als  ge- 
geben annehmen,  so  dass  x  Function  von  u  ist,  d.  h.  der  Wert  des 
Integrals  ist  gegeben,  man  soll  die  obere  Grenze  finden,  welche  dem 
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gegebenen    Integralwerte   entspricht.     Die    trigonometrisclie    Function 
sinu  ist  also  die  Umkehrung  der  cyclometrisehen  Function 


arc  sm 


/dx 


Das  Problem  lässt  sich  auch  als  Umkehrung  der  auf  der  rechten  Seite 
der  Gleichung  3)  stehenden  unendlichen  Reihe  auffassen,  welche  De- 
finition aber  die  Schwierigkeit  darbietet,  dass  die  Gleichung  3),  als 
algebraische  Gleichung  von  unendlich  hohem  Grade  angesehen,  keine 
endliche  Anzahl  von  Wurzeln  hat  Wie  die  verschiedenen  Wurzeln 
zusammenhängen,  ist  a  priori  nicht  ersichtlich;  auch  gestattet  diese 
Methode  nicht,  x  einen  beliebigen  reellen  Wert  beizulegen. 

Statt  der  Gleichung  3)  nehme  man  die  Differentialgleichung  2)  und 
bestimme  x  dadurch,  dass  x  mit  u  gleichzeitig  verschwindet.  Setzt 
man  o;  =  g)  (w),  so  ist  zufolge  der  Definition  g)(0)  =  0.  Für  z  =  — l  folgt: 

also  — X  =  if>{ — w)  d.  i.  —  g)  (u)  =  g)  ( — w).    Die  Gleichung  2)  giebt: 

du        " 
oder:  _^ 

4)  g)'(u)  =  l/i— g)^'^- 

Hieraus  folgt  unmittelbar  durch  Differentiation: 

O)    (W)  = /r_    -T::-^-— 

d.  i.  nach  4): 

5)  9>"(w)  =  — 9)(w). 

Ans  den  Gleichungen  4)  und  5)  erhält  man  leicht: 

^(2»)(w)  =  (-l)«g)(u), 

g)(2H-i)(u)  =  (_i)«|/i_^2(j^)  =  (^  \Yip\uy 

Die  Gleichungen  6)  ftthren  unmittelbar  auf  das  Fundamentalgesetz, 
nämlich  das  Additionstheorem  fttr  die  Function  q)(u).  Nach  der 
Taylo raschen  Reihe  ist: 


6) 


i;2 


und  diese  Reihe  hat  im  vorliegenden  Falle  eine  unbeschränkte  Gültig- 
keit   Wegen  der  Gleichungen  6)  nimmt  diese  Gleichung  die  Form  an : 

7)  ^(m + 1')  =  9^(w)  \\  +  9>Xw)  r, 

wo  V  und  \\  Functionen  von  v  sind,  welche  sich  leicht  auf  folgende 
Weise  bestimmen  lassen.  Die  Gleichung  7)  differentiire  man  nach  ^ 
dann  folgt: 
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8)  .  (piu  f  V)  =  (p\u)  I  \—g:{u)r. 

In  den  üleiehungen  7)  und  8)  nehme  man  tt  ==  0.  Da  nach  4)  fp'(O)  =  1 
ist,  80  folgt: 

(p(v)  =  l\        q>\v)  «  J\. 
Die  Gleichung  7)  geht  hierdurch  über  in: 

9)  tpiu +v)  =  q{u)(pxv) + (p\u)(p{v)  =  <^('0/i— 9'w + 9^aoi/r— 9> w. 

Es  besteht  also  zwischen  den  zu  den  drei  Werten   des  Argumentes 
M,  i\  u-\-v  gehörenden  Functionswerten  yOO,   gr(t;),  q^{u+v)  eine  al- 
gebraische Gleichung;  in  diesem  Falle  sagt  man,  die  Function  be- 
sitzt ein  algebraisches  Additionstheorem. 
Ebenso  folgt  ans  Gleichung  8): 

10)  (p\u+v)  =  (p\u)(p'{v)—(p(u)<p{v)  =  \/i--(f/Kti)\/l—^K^-(jp{n)q>{v). 
Aus  dem  Additionstheorem  ergiebt  sich  nun  die  Periodicität  un- 
serer Function.    Setzt  man: 

0 

80  ist  1  =»  9>(2^)  und  0  =  g>Xijr),  wo  x  eine  bestimmte  numerische 
Constante  ist,  welche  bekanntlich  das  Verhältnis  vom  Umfang  zum 
Diameter  eines  Kreises  ausdrückt  Die  Gleichungen  9)  und  10)  geben 
u  =  s.T  gesetzt: 

1 1)  (fC^^+v)  =  y- (eO,    ipXv+  U)  =  —giv). 

Durch  diese  Gleichungen  lassen  sich  die  Functionen  g>  nnd  q'  mit 
Argumenten,  welche  die  positive  oder  negative  Grösse  ix  tibersteigen,  auf 
Functionen  reduciren,  deren  Ai^ument  innerhalb  dieser  Grenzen  bleiben. 
Man  kann  in  den  Gleichungen  11)  also  v  l)eliebig  reell  annehmen. 
Setzt  man  v  =  tX+Uy  so  folgt: 

if(x+u)  =  9;'(5jr+fO  =  — gp(w),  g>'(x  +  u)  =  — qH.t+u)  =  — gp'(«X 
also  allgemein,  wenn  m  eine  ganze  positive  Zahl  bedeutet: 
q(u+mx)  «  (— ir9<«),    q'iu+m.^)  =  (—l)'*q\H). 
Diese  Gleichongen  zeigen,  dass  die  Functionen  fp{u)  ond  gr''(u), 
abgesehen  vom  Zeichen,  dieselben  Werte  annehmen,  wenn  das  Argu- 
ment um  ein  Moltiplum  der  Constanten: 


/ 


zunimmt.  Die  beiden  Functionen  sind  also  periodische  Functionen. 
Eine  weitere  Ausdehnung  dieser  Betrachtungen  über  die  Function 
q\u\  wenn  u  nicht  mehr  reell  ist,  soll  hier  nicht  ausgeführt  werden. 
Die  Betrachtung  der  Function  tpiu)  in  diesem  §  ist  eine  etwas 
weitere  Attst\ihning  einer  kurzen  Andeutung  von  Eisenstein,  ent- 
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halten  in  dessen  Abhandlung:  „Neider  Beweis  der  Addttionsformeln" 
Grelle  J.  XXX,  211,  oder  auch  „Mathe ^nalisehe  Ab7iandlungen*' , 
Berlin  1847,  A  '55-  Untersuchungen  ähnlicher  Art  findet  man  schon 
in  der  Sectio  II,  Cap.  V  des  ersten  Bandes  der  „Inslitutiofies  calculi 
integraUs*'  von  Euler  (Petropoli  1824,  /.  364),  zu  welchen  Dnröge 
einige  vereinfachende  Bemerkungen  hinzugefügt  hat  (Scklömileh 
Z.  III,  241), 

Die  vorstehende  Skizze  soll  nur  eine  Idee  geben  von  dem  Wege, 
welchen  man  bei  Untersuchungen  von  Integralen  anwenden  kann,  die, 
sieh  fast  von  selbst  darbietend,  als  Erweiterungen  der  Integrale 
angesehen  werden  köonen,  von  denen  zu  Anfang  dieses  §  die  Bede  war. 

Ebenso  wie  die  Function  arcsino:  können  nun  alle  cyclometri- 
sehen  Functionen  und  die  Logarithmen  als  algebraische  Integrale 
dargestellt  und  diese  Integrale  als  Functionen  ihrer  oberen  Grenze  be- 
trachtet werden;  sieht  man  umgekehrt  diese  obere  Grenze  als  Func- 
tion des  Integrals  an,  so  erhält  man  die  entsprechenden  trigonometri- 
schen Functionen  und  die  Exponentialfunctionen.  Diese  haben  nun 
vor  ihren  Umkehrungen  wesentliche  Vorzüge,  u.  a.  die  oben  fUr  q>{u) 
gezeigten:  dass  sie  ein  algebraisches  Additionstheorem  besitzen,  dass 
sie  periodische  Functionen  sind,  und  dass  ihre  Ableitungen  wieder 
Functionen  derselben  Art  sind. 

In  der  bedeutenden  Abhandlung:  „De /unetionibus  dtuirum  varia- 
bUium  quadruplieiter  periodicis,  quibtcs  theoria  tra^iscendentium 
Abehafiarum  innitituf"  (Grelle,  J,  XIII,  55 — ';8)  hat  Jacobi  den 
für  die  Theorie  der  Functionen  wichtigen  Satz  bewiesen,  dass  eine 
periodische  Function  einer  Variabein  nicht  mehr  als  zwei  Perioden 
haben  kann,  und  dass,  allgemein  gesprochen,  diese  Perioden  complexe 
Grössen  sind,  welche  sich  nur  auf  eine  reelle  und  eine  imaginäre 
Quantität  reduciren  können,  aber  niemals  auf  zwei  Quantitäten  dersel- 
ben Art,  also  zwei  reelle  oder  zwei  imaginäre  Quantitäten.  Indem  die 
elliptischen  Functionen  die  einfachsten  doppeltperiodischen 
Functionen  einer  Variabein  sind,  nehmen  dieselben  unter  den  Functionen 
einer  Variabein  eine  besondere  Stellung  ein,  welche,  in  Verbindung 
mit  den  mannigfachsten  Anwendungen  auf  die  verschiedensten  Teile 
der  Mathematik,  zu  einem  besonderen  Studium  dieser  Functionen  auf- 
fordert 

Von  Lehrbüchern,  welche  die  Theorie  der  elliptischen  Functionen 
behandeln,  nennen  wir  folgende:  P.  V.  Verhulst  „TraiU öUmentaire 
des  fonctions  eUiptiques*'.    Bruxelles  1841, 

M.  Briot  et  M.  Bouquet  „Theorie  des  foncticnis  doublement 
periodiques  et,  en  particulier,  des  fo7ictiatis  elliptiques*\  Paris  18 ^g. 
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Neu  bearbeitet  unter  dem  Titel:  „Tßidorie  des  fonctions  elliptiques" . 
Deuxiemc  Edition.  Paris  iSj^, 

0.  J.  Broeb.  „Traüd  ^Idmeniairc  des /onctiopis  clliptiqucs**.  Chrt- 
stianta  i86j, 

H.  Duröge.  „Theorie  der  elliptiscficn  Funetiofien'\  Leipzig  \86i. 
4,  Aufl,  1888. 

K.  H.  Schellbach.  „Die  Lehre  von  den  elliptischen  Integralen 
und  den  Theta-Functionen** ,   Berlin  1864, 

L.  Königsberger.  „Vorlestmgen  über  die  Theorie  der  ellipti- 
schen Functionen  nebst  einer  Einleitung  in  die  allgcfneine  Functionen- 
lehre*'.  2  Teile,  Leipzig  1874, 

A.  Cayley.  „An  elementary  treatise  on  elliptic /unctions",  Cam- 
bridge i8y6, 

H.  Laurent  „Th^rie  6Umentaire  des  fonctio^is  elliptiques*\ 
Nouv,  Ann,  (2)  XVI— XVIII,  i8yy — i8y^;  und  Paris,  Gauthier- 
Villars  1880, 

J.  Thomae.  „Abriss  einer  Theorie  der  complexen  Functionen  und 
der  Thetafunctionen  einer  Veränderlichen'*,  Halle  18 jo;  2,  Aufl,  187J, 

K.  Bobek.  „Einleitung  in  die  Theorie  der  elliptischen  Func- 
tionen", Leipzig  1884, 

6.  H.  Ualphen.  „Traitö  des  fo7ictions  elliptiques  et  de  Icurs 
applications*' ,  I,  „  Theorie  des  fonctions  elliptiques  et  de  leurs  d&veloppe- 
nients  en  söries**,  Paris  1886, 

K.  Weierstrass.  „Formeln  und  Lehrsätze  zum  Gebrauche  der 
elliptischen  Functionen*',  Nach  Vorlesungen  und  Au/zeichnunge7i 
des  Herrn  Professor  K,  Weierstrasss  bearbeitet  und  herausgegeben 
von  H,  A.  Schwarz.  Göttingen  1881— i88ß. 

J.  Bertrand.  „Traitö  de  calcul  difförentiel  et  de  calcul  integral 
IL  Calcul  intögral*',  Paris  i8yo.  Livre  troisieme :  „Thöorie  des fonctiofis 
elliptiques'*, 

J.  Hoüel.  „ Thdorie  ölömentaire  des  quantitds  complexes",  III.  Part.  : 
„Theorie  des  fonctiofis  elliptiques*'.  Mdm.  de  Bordeaux  VIII,  und 
Paris,  Gauthier- Villars  i8yi. 

J.  Uottel.  „Cours  de  calcul  inflnitdsipnal**,  T  IV.  Paris  188 r. 
Chap.  4, 

J.  M.  C.  Duhamel.  „£ldments  de  calctd infinitesimal'* .  j.  ed. par 
M,  f,  Bertrand.  Paris  18J4 — 18^^.  Darin  eine  Einleitung  in  die 
Theorie  der  elliptischen  Functionen. 

0.  S  c  h  1  ö  m  i  1  c  h.  „  Compendium  der  höheren  A nalysis."  II.  2.  A ufl. 
„Vorlesungen  über  einzelne  Theile  der  höheren  Analysis".  Brauen— 
schweig  18^4,  S,  28 j — 470. 
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Äasserdem  in  Zeitschriften: 

E.  6.  Björling.  „Les  premüres  notions  de  la  th^orie  des  fonc- 
tiofis  clUpttques".     Grunert  Arch.  XLVIII,  121 — ij<?.  1868, 

L.  W.  Meeeh.  „Shori  method  0/  elliptic  fundüms",  Analyst  IV, 
12g — 1^6,  161 — i68.  i8yy  ;   V,  9 — /6.  18'; 8, 

J.  Liouville.  „Lef07is  siir  les  /onctio7is  dmiblement  p^rtodtques 
/altes  en  1847''.    Publikes  par  C.  W.  Borehardt     Grelle  J,  LXXX, 

^77 — 3'^'  1880. 

A.  L.  Daniels.  „Note  on  Weterstrass*  metJwds  in  the  theory 
0/  eUipttc  /u7icttons*\  Sylvester  Am.  J.  VI,  lyy — 182.  188 j  ;  Second 
note  ib.  2^j — 26g.  1884 ;  third  note  ib.   VIL  82 — pp.  1884. 

Eine  Darstellnng  einer  Einführung  in  die  Theorie  der  elliptischen 
Functionen,  die  an  mathematischer  Strenge  nichts  zu  wünschen  übrig 
lässt,  enthält  die  Arbeit  von  G.  Mittag-Leffler:  „En  metod  att 
kamma  i  analytisk  besittning  af  de  elliptiska  functionerna** ,  Hebing- 
fors  i8y6.  Es  werden  darin  die  Abel'sche  Methode,  die  ältere  und 
die  neuere  Weierstrass'sche  Methode  verglichen  und  die  erstere 
durch  einen  strengen  Uebergang  von  den  Multiplicationsformeln  zu  den 
unendlichen  Doppelreihen  und  Doppelprodncten  ergänzt. 

dy 
§  8.    Ueber  die  Reduction  des  elliptischen  Differentials  -7-^  auf  die 

Normalform   ,.  /  .      -  nach  Legendre. 

Als  nächste  Frage  bietet  sich  die  Reduction  eines  Integrals 

äy 


!• 


ß 


oder: 

dy 


A 


worin  der  Radikand  eine  Function  3.  oder  4.  Grades  der  Variabein 
enthält,  auf  seine  einfachste  Form  dar  und  dann  der  Versuch  einer 
Umkehrung,  indem  die  obere  Grenze  der  einfachsten  Form  als  Function 
des  Integrals  angesehen  wird.  Diese  Anschauungsweise  hat  in  der 
That  den  Anstoss  zu  den  elliptischen  Functionen  gegeben.  Es 
wird  sich  ergeben,  dass  die  beiden  obigen  Integrale  auf  dieselbe  ein- 
fachste Form,  welche  die  Normalform  heisst,  reductibel  sind,  gleich- 
viel, ob  das  Polynom  unter  dem  Wurzelzeichen  vom  dritten  oder  vierten 
Grade  ist 
Die  Form 
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fdy 

1)  J  i7i' 

worin  R  ein  Polynom  4.  Grades  von  y  bedeutet,  ist,  wie  wir  später 
(§  25)  sehen  werden,  die  einfachste,  auf  welche  sich  ein  elliptisches 
Integral  zurlickflihren  lässt  Da  vorläufige  nur  einige  Transformationen 
des  unter  obigem  Integral  enthaltenen  Differentials  in  Betracht  kom- 
men, so  soll  statt  des  Integrals  einfach  das  Differential: 

äy 

genommen  werden  und  ein  solches  Differential  ein  elliptisches  Di f f e - 
rential  heissen.  Durch  ungemein  einfache  Betrachtungen  gelangte  Le- 
gendre  dazu,  den  Ausdnick  2)  auf  die  Form: 

1  rfy 

ZU  reduciren,  wo  M  eine  Constante  und  0  <  Ar  <  1  ist  Nachdem 
dieses  wichtige  Resultat  gefunden,  gelang  es  Legendre,  das  allge- 
meine elliptische  Integral  auf  seine  einfachsten  Formen  zu  reduciren 
und  so  eine  Vergleichung  zwischen  verschiedenen  derartigen  Integralen 
zu  ermöglichen. 

Wir  wollen  im  Folgenden  zunächst  diejenige  Reductions-Methode 
skizziren,  welche  Legendre  in  seinem  Tratte  d,  foncL  eil  I, p.  6 — // 
befolgt,  und  welche  Minding  in  seiner  „Samvibmg  von  Integral- 
tafeln*', Berlin  t84g,  p.  172  im  Auszuge  wiedergegeben  hat. 

Es  seien  6(4,  03,  64,  a^  und  Oq  reelle  Grössen,  a^  zugleich  positiv. 
In  dem  Ausdrucke  2)  ist  dann: 

Man  kann  sämtliche  Coefficienten  durch  a^  dividiren;  setzt  man  dann 
zur  Vereinfachung: 

3)  ±  y*+^y'+^y'+^'y+r;  =  J'. 

U4  CI4  C»4  («4 

so  wird  der  Ausdruck  2): 

wobei  es  wesentlich  nur  auf  die  Reduction  von: 

ankommt  Die  linke  Seite  von  3)  möge  für  die  Werte  a,  /?,  7,  d  von 
y  verschwinden,  so  dass: 

5)  y=  ±{y-a)(t/-ß)(y-r)(y-i). 

Sind  a,  ft  7,  ö  reell,  so  sei  «>j^>7>d;  die  Grössen  sind  den 
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Werten  nach  geordnet,  also  vom  Positiven  zum  Negativen  ab- 
nehmend.      Sind    zwei   Quantitäten    complex ,    so    sei    y  =  m  +  n/, 

ö'^m—niy  wo  /,  wie  immer  in  der  Folge,  gleich  [/ — 1  ist.  Sind  alle 
vier  Quantitäten  complex,  so  seien  a  und  ß,  ferner  y  und  ö  zu  einander 
eonjngiert  Zunächst  soll  nun  der  Radikand  so  transformirt  werden, 
dass  nur  gerade  Potenzen  darin  vorkommen.  Durch  eine  Substitution 
von  der  Form: 

erhält  man  aus  4)  und  5): 

wo: 

8)  Z=  [p-a+(q-a)z]  [p—ß+{q—ß)z\  [p—y +(q-.y)z\  [p^6+(q^S)z\, 
Man  kann  nun  p  und  q  in  6)  solche  reelle  Werte  beilegen,  dass 
der  Ausdruck  Z  nur  gerade  Potenzen  von  z  enthält.  In  der  Gleichung 
8)  hat  mau  nur  auf  der  rechten  Seite  je  zwei  Factoren  mit  einander 
zu  multiplicieren  und  die  Factoren  von  z  zu  annulliren.  Führt  man 
dieses  für  die  beiden  ersten  und  die  beiden  letzten  Factoren  aus,  so 
folgt  aus  8): 

9)  Z^[(p-^a)(p-ß)+{q^a){q-ß)z'^]  [{p—y)(p^d)+{(i-y){(i-S)z'^\. 
Zur  Bestimmung  von  p  und  q  dienen  die  Gleichungen: 

ip—d){q—ß)+{p—ß){q—a)  =  0, 

{p—r)  iq—^+{p—6)  iq—y) = o, 

oder: 

10)  pq+aß=^'^%+ß),    pq-i-yd  =  ^p{y+6). 

Diese  Gleichungen  geben: 

<  2     ~  a+ß—y—Ö'  ^^  ~         a-^ß-y-ö      ' 

und  hieraus: 


n)      («T- 


ia+ß—y~6)^ 

Unter  den  gemachten  Annahmen  ist  der  rechts  stehende  Ausdruck 
immer  positiv,  die  Gleichungen  11)  und  12)  ergeben  also  für  p  und  q 
reelle  Werte.  Sind  a,  ß,  7,  6  sämtlich  reell,  so  könnte  man  die  Fac- 
toren auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  8)  noch  auf  andere  Art  je 
zwei  zu  zwei  combiniren.  Man  findet  nur  noch  eine  Combination  der 
Art,  dass  die  rechte  Seite  der  Gleichung  12)  positiv  bleibt,  wenn  man 
nämlich  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  8)  den  ersten  mit  dem 
vierten  Factor,  femer  den  zweiten  hiit  dem  dritten  Factor  multiplicirt 
und  in   den  jedesmaligen  Producten  die  CoefBcienten  von  z  annullirt 
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Man  erhält  die  entsprechenden  Gleichungen  nnniittelbar  an»  11)  nnd 
12)  durch  Vertauschung  von  ß  mit  d,  nämlich: 


I 


q+p  aö — ßy 


13)  I        2  a+d-^ß-r 

I  h-p\^  («-'')  («-/)  (i*-^  (r-^ 

l  V  2     y  («+^—13-7)2 

Die  Gleichungen  11)  bis  13)  werden  ungültig  i>Xx  a+ß^=  y+6  oder 
a+d  =  ß+'/.  In  diesem  speciellen  Falle  genügt  es  aber,  wie  man 
sich  leicht  überzeugen  kann,  an  die  Stelle  der  Gleichung  6)  die  fol- 
gende Substitution: 

y  =  z+  -  2     =  ^  +  ~2—  oder  y  =  z+--  =  ^+  "g^ 

zu  setzen,  um  die  ungeraden  Potenzen  des  Radikanden  fortzuschaffen 
Der  obige  Ausdruck  für  Z  (9)  lässt  sich  schreiben: 

Die  Gleichungen  11)  nnd  12)  geben  nun,  wenn  q—p  positiv  ge- 
nommen wird: 

p—ap-ß  \_ ^a-YHa-d)+ \/$-f)$—S)  J  ' 

<l-7  izzi r  Via—^(ß^  +  l/("^=y)(ff-^  f 

p-r p-ö  '^     l \/(a—6)iß-6)-\/{a-r)  (ß-y)  J  ' 

{p-a)(p—ß)(p-r)(p-d)(a+ß-r-6y  = 

Die  letzte  Gleichung  lässt  sich  auch  schreiben: 

(;;—«)  (p—ß){p-Y)  {},-  <J)^ 

-(^P\-,y_M{  l/(a-7)(«-d) + |/Ö3-7)(ff-rf)  Y 
\   2  y  ^       ll/(«-öX^-rf)+l/(«-7)(^-r)J" 
Diese  Gleichungen  zeigen,  dass  die  Gleichung  7)  sich  immer  auf  fol- 
gende Form  bringen  lässt: 

14)  iy_  ^ <^l^ 

\/y     A''±(i±V^^*)(i±Ä2^^) 

wo  /;  g  und  h  wesentlich  reelle  Grössen  sind.    Nimmt  man  h~>  g  und 

setzt  hz  =  .r,  ferner  ^  =  c,  wo  also  c  ein  ])08itiver  echter  Brnch  ist,  so 

geht  die  Gleichung  14)  Über  in: 

dy  dx 


15) 


l/i'        /•Ä.l/±(l±a-2)(l±c%2)- 
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Je  nachdem  in  dem  Differential  rechts  die  oberen  oder  unteren 
Zeichen  mit  einander  combinirt  werden,  ergeben  sich  acht  verschiedene 
Fälle,  von  denen  einer  ausfällt,  wenn  der  Ausdruck  unter  dem  Wurzel- 
zeichen nicht  negativ  sein  soll.  Durch  Einführung  trigonometrischer 
Functionen  gelangt  man  schliesslich  zu  der  Gleichung: 

16)        %  =  ±1    ^      ^y    _. 

\/y         ^  l/l— ^»sinV 

wo  0  ^  Ar  ^  1  ist,  wie  sich  unmittelbar  aus  der  nachstehenden  kleinen 
Tabelle  ergiebt 

^  dx  dg> 


]/{!  +x^){l+ch:^       \/l—k^  sinV 


X  =:  tangg),  k^  =  1 — c\ 


— l/l-~/r« .  dq> 

=       /  =^1  X  = 


dX  «_l/l — M    do)  r^ 


C 


l/(^*— iXl+c^x^)       l/l— ^»sinV  ^^^9>  l+c» 

l/(l +a:»)(l— c«a:2)       j/i— ^^sin  ^ '  c  1+c^ 

^ ]/l—k'^dg>  1         ,  _    c« 


l/(l+a;«Xc^^— 1)       l/l— ^«sinV '  c.cosjp'  l+c« 

l/(l— x^Xl— c^ic^       l/l— ^2sinV 

Yii  ^  ^       — dy  =_JL_^=c 

l/(xi— iXc^^— 1)       l/l— Xr^sin^gf)     ^    .  csingp' 

Vm     s  =  -7===i  a:2  =  sin*g)+4co8*g),  k^=l—cK 

Die  Gleichungen  VI  und  VII  bilden  nur  einen  Fall,  in  der  Gleichung 

VI  ist  a:^l,  in  der  Gleichung  VII  dagegen  ist  oä—  Die  verschiedenen 

c 

Werte  von  x  in  I — Vm  sind  sämtlich  in  der  Form  enthalten: 

,      ^+igsinV 

"■  C+  Dain^g) ' 

wo  A^  Bj  C  und  D  reelle  Gonstanten  sind. 

Man  kann  in  der  Gleichung  Vin  noch  eine  andere  Substitution 

machen.    Setzt  man  nämlich: 

IX  x=   ^+^^^9>+(^-'^^9>)  l/g   ^  ic^  =  /l—l/cV 

(l+sin9))c+(l— sing))  l/c'  \l+l/c/  ' 

80  folgt:  _ 

X  _      <fa;  _  1  (l+t//r)^rfy 

l/(x^l)(l-c2a:2)  ^  2i/I_it2s^2^' 

Kaatptr,  tUlpt.  PnnotioiMfii.    2.  Aufl.  2 
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Da  nach  der  Gleichnng  6) 

_  P+9Z  =  ^^ 

1  +  Ä 

ist,  wo  h  eine  Constante  bedeutet,  so  folgt  nach  den  Gleichungen 
I — VII,  IX  und  X,  dass  zwischen  y  und  ^  der  Differentialgleichung  16) 
die  Relation  bestehen  kann: 

a+bt 

wo  /  eine  der  Functionen  sing),  eosg)  oder  tang^)  ist 

Der  Ausdruck  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichnng  16)  heisst  die 
Normal  form  des  elliptischen  Differentials.  Schon  die  Gleichungen 
Vin,  IX  und  X  zeigen,  dass  die  Quantitäten  }f  und  k  verschiedene 
Formen  haben  können,  also  variabel  sind,  nur  dass  k  ein  echter  Bruch 
ist,  was  den  wesentlichen  Charaeter  der  sogenannten  Normalform  aus- 
macht Enthält  der  Ausdruck  von  V  in  der  Gleichung  5)  nur  gerade 
Potenzen  von  y,  so  kann  man  unmittelbar  eine  der  Reductionen  an- 
wenden, welche  in  den  Gleichungen  I  bis  X  enthalten  sind.  Die  unmittel- 
bare Anwendung  wird  nur  dann  unzulässig,  wenn  die  Gleichung  i'  =  0 
fttr  y'  keine  reellen  Wurzeln  giebt.  Man  muss  in  diesem  Falle  wieder 
die  oben  gegebenen  Transformationen  des  Differentialansdrueks  vor- 
nehmen. Da  dieser  Fall  von  Interesse  ist,  so  soll  derselbe  kurz  an- 
geführt werden.    Es  sei: 

y  =  y^+2rV^os2#r+r^. 
Nimmt  man  dann: 

a  =»  — ri  e^y    j9  =  vi  r""",    7  =  vi  f**,     6  =  — w>"^, 
so  geben  die  Gleichungen  II):  p+q  =  0^  ;^  =  — v-,  also  q  =  v.  p  =  — r. 
Die  Gleichung  6)  giebt: 

y  _  5~I 

und: 

V  cos  wdy  dz 


[y*+ 2r*y-  cos  2ä* + v* 


^U+,,t)(i  +  'J^ 


l+siniv 
Setzt  man  weiter: 


z  -^xw c  =  x\/   ~  — .- 


— SlUiT 

l+simv 
90  folgt: 
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v,(l+Bmw)dy dx 

]/y^+2v^y^eoB2w+v^  ~  ]/(l+x^l+c^x^) ' 
welche  Gleichimg  auf  die  Fonnel  I  führt. 

I  4.    Dnrehrahranfir  einer  anderen  Methode  der  Rednetion  des  elliptisehen 

äy 

DÜTerentials  -7=-  anf  die  Normalform. 

\/r 

Neben  der  im  vorhergehenden  §  angewendeten  Rednctionsmethode 
bat  Legendre  noch  eine  zweite  Methode  zur  Rednction  des  elliptischen 
Differentials  anf  die  Normalform  angemerkt,  welche  auf  folgenden 
Principien  bernht    Es  sei: 

1)  r=  (a+2by+cy^)  (a'+2b'y+&y% 

Da  die  beiden  Factoren  rechts  dasselbe  Zeichen  haben  müssen, 
wenn  \/f  reell  sein  soll,  so  kann  man  setzen: 

2)  a*+2b'y+cY  =  {a+2by+cy^)z'^ 
oder: 

(c'—cz^)  y^+2{b'—bz^)  y+a'—az^  =  0. 
Diese  Gleichung  differentiirt  giebt: 

3)  [(c'— C2% + b'—bz^]dy  =  z{a + 2by + cy^)dz. 
Nach  1)  nnd  2)  ist  nun: 

y  =  (a+2by+cy^yz^ 
oder: 

\/y  =-(a+2by+cy'^)z. 
Aus  dieser  Gleichung  und  der  Gleichung  3)  folgt  unmittelbar: 

dy        dz 

Setzt  man  im  Nenner  rechts  für  y  seinen  Wert  in  Function  von 
z  ans  2),  so  folgt: 

dy  dz 

WO  * 

Z  =  (ft'— ftz2)«_(a'_az2)(c'— cz«). 
Da  Z  nur  gerade  Potenzen  von  z  enthält,  so  gestaltet  sich  der 
weitere  Verlauf  der  Rechnung  wie  im  vorhergehenden  §.  Legendre 
hat  von  dieser  Methode  keinen  Gebrauch  gemacht,  da  ihm  die  Rech- 
nungen zu  complieirt  erschienen.  Eine  weitere  Ansfllhrung  derselben 
soll  auch  hier  nicht  erfolgen,  nur  möge  die  Bemerkung  Platz  finden, 
dass  der  Wert  des  Bruches  k  genau  derselbe  ist,  wie  bei  den  Substi- 
tutionen in  §  3,  und  dass  die  von  Legendre  bemerkten  beiden  Sub- 
stitutionen zu  denselben  Resultaten  führen,  also  nicht  von  einander  so 
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wesentlich  yerschieden  sind,  wie  dieses  zuerst  den  Anschein  haben 
könnte.  Diese  kurze  Andeutung  möge  hier  genügen,  da  deren  genauere 
Deduction  zu  weit  ftthren  würde. 

Legendre  hat  sich  damit  begnügt,  die  Möglichkeit  der  Keduction 
eines  elliptischen  Differentials  auf  die  Normalform 

1  tfy 

dargethan  zu  haben.  Eine  genauere  Ausführung  der  vorkommenden 
Rechnungen  hat  zuerst  Richelot  in  dem  Aufsatze  gegeben:  „Ueber 
die  Substihitiofien  voti  der  ersteht  Ordnung  und  die  Umformung  der 
eUipiischefi  Integrale  in  die  Nornialform**  (CreüeJ.  XXXIV,  i — 2g). 
Es  sind  dabei  die  sämtlichen  Fälle  in  Betracht  gezogen,  dass  y  zwischen 
je  zwei  Wurzeln  der  Gleichung  l'  =  0  liegt,  wenn  diese  Wurzeln  reell 
sind.  Eine  derartige  Zusammenstellung  ist  um  so  nützlicher,  als  Re- 
ductionen  auf  die  Normalfomi  ungemein  häufig  vorkommen.  Bedient 
man  sich  der  in  §  3  bemerkten  Methode,  so  sind  die  Werte  von  k  und 
M  in  der  Normalform  ziemlieh  complicirt,  wenn  T  =  0  reelle  Wurzeln 
hat  Es  möge  deshalb  ein  anderes  Verfahren  eingeschlagen  werden, 
welches  zu  ziemlich  einfachen  Resultaten  führt  und  auf  ebenso  einfachen 
Rechnungen  beruht 

Liegt  y  zwischen  den  Grenzen  p  und  9,  so  dass  p~y=q^  so  kann 
man  setzen: 

4)  y  =  />cos*y+^sin2y. 

Dieser  Ausdruck  lässt  sieh  noch  etwas  verallgemeinem.  Seien  w 
und  qx  beliebige  reelle  Grössen,  welche  dasselbe  Zeichen  haben,  also 
j9t9i>0,  und  nimmt  man: 

sin^         9i  sin^ 
co8*y        /?i  cos' 9' 
so  geht  die  Gleichung  4)  über  in: 

p/^iCos^+g^iSinV 
PiCosV+ViSin^^ 

Nimmt  sf  die   Werte   von  0  bis  \%  an ,   so   nimmt  y  die   Werte 
zwischen  p  und  q  an. 
Es  sei  nun: 
6)  Y  =  ±{y-a)  (y-ß)  (y-7)  (y-d). 

Soll  y  immer  positiv,  also  ['y  reell  sein,  so  mnss  in  der  Gleichung 
6)  rechts  das  obere  Zeichen  genommen  werden,  wenn  y  innerhalb  der 
Grenzen  a  und  cc,  oder  7  und  ß,  oder  —  cc  und  6  liegt  Liegt  da- 
gegen y  zwischen  den  Grenzen  ß  und  a  oder  d  und  7,  so  muss  auf  der 
rechten  Seite  der  Gleichung  6)  das  untere  Zeichen  genommen  werden. 
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Sind  nan  p  nnd  q  zwei  Grenzwerte,  zwischen  denen  y  liegt,  nnd  setzt  man 
den  Wert  von  y  ans  5)  in  die  Gleichung  6),  so  nimmt  dieselbe  die 
Form  an: 

¥[pi  cos^^+^i  8in^)*  =  //8inVco8^(^8in29)+Äco8V)(ö'isiöV+ÄiCos29)), 
wo  //,  ^,  A,  ^1,  hx  Constanten  sind,  welche  p\  nnd  qx  nur  in  der  ersten 

Potenz  enthalten.    Man  kann  nun  immer  —  so  bestimmen,  dass  entweder 

P\ 

h  =  g  oder  h^  =  gx  wird,  nnd  zwar  ist  diejenige  Annahme  zn  machen, 
welche  in  dem  Factor  von  der  Form  r  sin^gf) + a-  cosV  die  Relation  s>r  giebt 
Mit  Rücksicht  auf  diese  Bemerkungen  ergeben  sich  ohne  Schwierig- 
keit die  folgenden  Resultate: 

Substitutionen.    Tabelle  I. 
V  vom  vierten  Grade  und  a,  jJ,  y,  6  reell. 

Den  absoluten  Werten  nach  ist  a>ß>y>6\  der  Winkel  q>  liegt 
zwischen  den  Grenzen  0  und  \x. 

^  l/(y-«)(y-/J)(y~r)(y-*)    i/(^=7Kj?-rf)i7i— ^^8in29)"       a-yß-ö 

a)  y  =  -^ — y,  /  Vrv  '  o — ^'  Grenzen  von  w:  a  und  oc  oder — oc  und  o, 
'  ^  (ß—ö4-^a — (f)8inV  ^ 

dy 2        d(p  a--ßy—d 

.     d(a— y)+a(y— rf)  sin^g)  j   j 

a)  y  = ^^.  .  ^  ^  .  ., — ^1      Grenzen  von  y :  d  und  y. 

b)  y  =     ir^X. —  P)       y      Grenzen  von  y :  ß  und  a. 

Substitutionen.    Tabelle  II. 
y  vom  dritten  Grade  und  a,  ft  y  reell. 

Die  entsprechenden  Formeln  ergeben  sich  sofort  aus  denen  in 
Tabelle  I,  wenn  man  d  «=  —  a  setzt,  durch  6  durchdividirt  und  dann 
c  unendlich  werden  lässt  Den  absoluten  Werten  nach  ist  a>ß>y^ 
der  Winkel  q>  liegt  zwischen  den  Grenzen  0  und  in. 

A)  ^y  ^  _2_         d^  ^2 « tll 

l/(y— a)(y— iJ)(y— y)      lAT-r  l/i— ^«8inV  «— / 


a)  y  «s  ^^ — ^^^1  Grenzen  von  y:  a  und  oc, 

b)  y  =  7+0? — y)8inV.    Grenzen  von  y:  y  und  ß. 
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B^ ''?'-__^^.  =  — ^ '^y  Ai_  «-<? 

1/— (y-a)(y— |J)(y— y)        l/ö^l/l— Aisin^y  a— 7 

a)  V  ^=»  ^^ — r-^— — •  Grenzen  von  y:  — oc  und  y. 

-^  ^  sin^gp  ^  ' 

b)  y  =  ^(«-y)-y(«-^.Biny  ^ 

Die  Relationen  zwischen  y  und  dem  Winkel  q>  in  den  beiden 
Yorhergehenden  Tabellen  lassen  beliebig  viele  Umgestaltungen  zu,  von 
denen  hier  nur  zwei  hervorgehoben  werden  sollen,  welche  bei  Behand- 
lung elliptischer  Integrale  von  historischem  Interesse  sind«    Es  sei  k* 

durch  die  Gleichung  k'^+k'^^^i,  oder  durch  k'  =  ^1—k^  bestimmt 
Führt  man  statt  q>  einen  Winkel  tp  mittelst  der  folgenden  Gleichung  ein : 

i\  fo««2-^        ^  l+siny? 

7)  tang^O)  =  Ti  z r — ? 

^  ^  ^        k'  1— sm  xp 

so  folgt: 

dq>  1  dy) 


8) 


l/l— A»8in»9)       1+** 


i/.-(S?y-.v 


Setzt  man  nach  Ausführung  der  Rechnungen  q>  statt  ^,  so  ergeben 
sich  die  von  R  i  c  h  e  1  o  t  aufgestellten  Gleichungen.    Nimmt  man  weiter : 

AN  •  2(l+^8iny 

9)  smtp  =  ^  ^    ,1 f 

(l+]/kr+(l—\/kyBm^X 
so  ist: 

10)  ^  -  2il+k^)dx^ 
l/l^^l^ysiB^tp        1/(1  +1/^0^1-/^0*  8in^ 

Die  Verbindung  der  Gleichungen  7) — 10)  giebt: 

(l+l/)P)2+2(H-X:08inx+(l— l/^^O^sin^x 


11)      (1+^0  sinV 


12) 


[l+l/Xr^+a-lAOflinx? 
(/g)  1  dx 


— » 


l/T-Ä^sinV       (l+l/^^     l/,_/l-|/>Fy  .  . 

Setzt  man  nach  Ausführung  der  Rechnungen  q>  statt  Xi  so  erhält 
man  die  von  Jacobi  „Fundamenta'*  §  8  u.  p,  Ges.  Werke  I,  66 — 68, 
aufgestellten  Gleichungen.  Auf  die  vorhergehenden  Relationen,  wenn 
auch  in  anderer  Form,  hat  schon  Richelot  (Grelle/.  XXXIV,  20  u. 
24)  aufmerksam  gemacht  Ein  Aufsatz  „De  transformaHone  expressionts 

dy  .    ,  •   J.J'  •  dx 

Informant  simpltctorem 


l/±(y— a)(y— «(y— r)(y-<J)  iVl/Cl-aj^Xl-Ar^a:^) 
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adhibüu  stibstüutwne  X  == —-r r:-—Tir-^'*   von  Luehterhandt,  worin 

umgekehrt  von  dem  einfacheren  Differential  für  x  ausgegangen  wird, 

findet  sich  in  CreUe  J.  XVII,  248—2^6, 

Zar  Vervollständigung  der  Reduction  eines  elliptischen  Differentials 

auf  die  Normalform  sollen  noch  kurz  nach  der  Methode  des  §  3   die 

Fälle  erwähnt  werden,  wenn  die  Quantitäten  a,  /9,  7,  dnicht  sämtlich 

reell  sind. 

Es  sei  7  =  w+w/,  8  =  m—yiL    Setzt  man  zur  Abkürzung: 
13)  {m—a)^+n^  =  a»,      (m—ßy+fi^  =  b^, 

80  geben  die  Gleichungen  11)  und  12)  von  §  3,  wenn  q—p  positiv 

genommen  wird: 

-^  ia+ß—2m)  =  aß—rn^—n\ 


also: 


^  {a+ß—2m)  =  ab, 


p{a+ß—2m)  =  aß^m^—n'^—ab, 
q(a+ß—2m)  =  aß—m'^—n^+ab. 
Mit  Kttcksicht  auf  die  Gleichungen  13)  findet  man  leicht: 

(p—a)(a+ß—2m)  =  —a(a+b\    (p-'ß)(a+ß—2m)  —  -6(a+fe), 
(q—a)(a+ß—2m)  =  —a{a-b\    {q—ß){a+ß—2m)  =  b{a-b\ 
^  1  \(p—»^y^+n^]  («+i3— 2m)2  =  2ab[ab—{m—a){m—ß)+n'^l 
[(^— m)2+w2](a+i3— 2m)2  =  2a^>[a*+(m— a)(/w— ft— n^]. 
Es  ist  femer: 

[ab  +  (m-^a)  (iw— ^)— w^]  (a+b)^+[ab—(m—a)  im—ß)+n^  (a—b)^  - 
.  2ab.{a+ß—2m)^ 

^^  [ah+{m—a)(m'-ß)—n^](a+b)'^  —  [ab--{m--a)(m--'ß)+nq{a—b)^  = 
2[n^+(m-'a)(m—ß)]{a+ß—2my  =  [ä^+b'^—(a—ß)^](a+ß—2m)\ 
Da: 

so  erhält  man  mittelst  der  Gleichungen  14): 

V  y— g  _  a   a+b+(a—b)z 

^  y—ß  ~  b  'a+ft— (a— *)z' 

Die  Gleichung  14)  des  §  3  nimmt  folgende  Form  an: 

dy_  _  2{a+ß—2m)dz 

wo: 
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Hat  Zi  das  positive  Zeichen,  so  ist  -3_t>^»  nian  kann  z  =  — ^^cos^) 

setzen;   hat  Zx  das  negative  Vorzeichen,  so  ist  z  >  — ^,  man  setze 

dann  z  =  — ^ .    Ftthrt  man  diese  Substitutionen  aus,  so  erhält 

a — b  eoBg> 

man  das  folgende  System  von  Gleichungen  mittelst  der  Gleichungen 

14)— 16). 

Substitutionen.    Tabelle  III. 

F  vom  vierten  Grade;  a  und  ß  reell,  /  und  6  imaginär. 
Dem  absoluten  Werte  nach  ist  a>ß.    Zur  Abkürzung  ist  gesetzt: 

Der  Winkel  g>  liegt  zwischen  den  Grenzen  0  und  jt. 

dy  1  d(p 


A) 


l/(y— a)(y— ft[(j/— 0«)*+«^]       l/aft  l/l— A^8in»y 


- — ä  =  r  -r-, '   Grenzen  von  y:  a  nnd  oc  oder  — oc  und  ß. 

y—ß       b    I+COS9)  * 

B)    -.=:  '^^  ^  ^^ 


\/(a—y)(y—ß)i(t/~m)^+»H       ]/ab  ]/l—k^m^ 

If        a^+b^-(a-ß)^] 

*  -2L^ 2^» J' 

— I  =s  _  _ E     Grenzen  von  y:  ß  und  a. 

y— i9        b   1— C0S9)  ^ 

Diese  Gleichungen  werden  ungültig,  wenn  a+ß  =  2m  ist     In 

diesem  Falle  setze  man  einfach 

a+ß 
y'-m  =  y 2^=^' 

alsdann  gelangt  man  unmittelbar  zur  Gleichung  14)  des  §  3. 

Substitutionen.    Tabelle  IV. 
y  vom  dritten  Grade;  a  reell,  y  und  6  imaginär. 

In  den  vorstehenden  Gleichungen  setze  man  ß  =  — c  und  lasse 
darauf  c  unbegrenzt  zunehmen.    Es  ist  dann : 


lim^ 


""  i/('+")"H-("r  -  •■ 


lim  a'+^M«— ft^  ^  Jim  m'^m(a+ß)+aß+n^  ^  m—a 
iab  ^  ab  a 
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Es  sei   zar  Abkürzung:   (m — ay+n-  —  a^,   der   Winkel   g>   liegt 
zwischen  den  Grenzen  0  und  jr. 

•    1 — cos®      ^  j 

y — a  =  a-— ^-    Grenzen  von  y:  a  und  rK, 

l+cosgp 

B)   _-  _jy — _^  =  J-  -,,^_.,.    )t2=iri_^'z:?l. 

l/(a— y)[(y— »>)^+n2]        l/ö  l/l— Ar^sinV  2L         «    J 

a — y  «=  a —•    Grenzen  von  y:  — nc  und  a. 

SubttHutionen.    Tabelle  V. 
y  vom  vierten  Grade;  a,  /J,  /,  6  alle  complex. 

Es  sei  a  =  m'+w'i,  ß  =  m' — n'i,  y  =  in+ni,   rf  =  m — ni;  und  zur 
Abkürzung  ftihre  man  folgende  Bezeichnungen  ein: 

17)  (m—my+(n+n')^  =  r\  (m—my+(H—n')^  =  5^, 
oder: 

18)  (w— mO^+n^+n'^  =  i(r^+s^),    Ann'  =  r^—s^ 
Die  Gleichungen  11)  und  12)  des  §  3  geben  dann: 

2p{m'—m)  =  m*^+n'^—m^—n^—rs, 

2q{m'—m)  =  m'^+n'^—m^—ti'^+rs 
und  man  findet  leicht: 

2(p — m)(m' — m)  =  (m' — w)*+w'^ — ^i* — r«» 
2(^ — iw)(m' — m)  =  (iw' — m)2-f-n'^^ — n^+rjr, 
2{p—m%m'—m)  =  —{m'-^^+n^^—ri^—rs, 
2{q—m%m*—m)  =  —{m'-^^+n'^—n^+rs, 

(p-m)^+n^  =  -rs^^.  (q-m)^+n^  =  rs  ^^, 

m — m  tn — m 

{p—m')^+n*^=—rs^^^^j  (q—my+n'^=  rs^^^i 

m — m  m — m 

rs+{m'—m)^Y—(n"^—ny'  =  (m'— m)«(r^-*)^ 
rj— (m'— m)2]«+(n'2_„2)2  =  (fn'—m)\r—s)^ 

r*+(OT'— m)2+n'2— n2  =  l[(r+5)2— 4n«], 
rj— (m'— m)i— «'«+n^  =  4[4n2— (r— «)«]. 
Führt  man  schliesslich  den  Winkel  q)  mittelst  der  folgenden  Gleichung  ein: 

[2 


z  =  taiigy.l/^»Mr-^)' 
1/  (r+«)i— 4n»' 
und  setzt  zor  Abkttrzting: 

1/  r<— («'—«)>— n'«  +  n»        K  4n»— (r— *)» 
SO  ist  für: 
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A) 


.       ,         .  tang^p — ^tang  CO 

tang(9K-cö)  =  --ri— — r^ — ' 

n  ovy-       /  i-|-tangg)  tangeo 

dy  2  dq> 


- = -{^3j = 


Man  konnte  auch  y — m  =  nta,ug{(p — co)  oder  y—m'  =  n'isLng{<^ — a>') 
substitniren  und  dann  den  Winkel  co  oder  co'  so  bestimmen,  dass  in 
der  transformirten  Form  der  Factor  von  sin  9)  cos  g)  verschwindet  Die 
in  den  Tabellen  III,  IV,  V  vorkommenden  Relationen  rühren  im  Wesent- 
lichen von  Riehelot  her. 

§  5.    Litterarische  Notizen  znr  Rcdnction.    Die  Weierstrass'sche  Normalform« 

Das  allgremeine  Theorem  von  Jaeobi. 

Die  in  den  §§  3  und  4  mitgeteilte  Methode  von  Legendre  hat 
zu  vielfachen  Arbeiten,  betreffend  die  Reduction  eines  elliptischen  Diffe- 
rentials auf  seine  Normalform,  Veranlassung  gegeben.  Die  Mehrzahl 
dieser  Arbeiten  kommt  schliesslich  auf  den  von  Legendre  ein- 
geschlagenen Weg  hinaus.  Die  beiden  vollständigsten  Arbeiten  dieser 
Art  rtthren  von  Richelot  und  Weierstrass  her.  Richelots  Ab- 
handlung ist  bereits  auf  Seite  20  erwähnt  worden.  Aus  Richelot's 
Nachlass  hat  Königsberger  (Repertorium  /,  192)  einen  Aufsatz: 
„Geovietrische  Interpretation  der  Transfor^natian  des  elliptischen 
Integrales  erster  Gattung  auf  die  Normalforvi*'  veröffentlicht,  worin 
ein  einfaches  Kriterium  gegeben  wird,  ob  /r^  ^  1  ist  Unter  dem  Titel : 
„Neue  Methode,  ein  elliptisches  Differential  auf  seine  canonische 
Form  zu  bringen"  hat  Schellbach  in  seinem  Werke  yyDie  Lehre 
von  den  elliptischen  Integralen  und  den  ThetorFuncturnen**  (Berlin 
1864)  das  sehr  elegante  Verfahren  von  Weierstrass  p.  258—275 
mitgeteilt  Eine  grössere  Abhandlnng  von  Plana  in  CreUef  XXXVI, 
1 — y4  behandelt  etwas  weitläufig  denselben  Gegenstand;  eine  ziemlich 
einfache  Darstellung  hat  Lobatto  in  CreUe  J.  X,  280 — 28y,  i8jj, 
gegeben.  Femer  vergleiche  man  über  diesen  Gegenstand  die  Abhand- 
lung „Nuove  Ricerche  relative  alla  sostituzione  lineare  per  la  riduzione 
delle  funzioni eüitiche  di prima  specie"  von  Tortolini  (Brioschi  Ann, 

J*  57—75>  ^^58). 

Es  wttrde  zu  weit  führen  hier  alle  Substitutionen  anführen  zu 
wollen,  welche  bei  der  Reduction  bemerkenswerter  elliptischer  Diffe- 
rentiale angewandt  worden  sind,  und  welche  von  den  oben  bemerkten 
Methoden  wesentlich  verschieden  sind.  Es  möge  hier  nur  noch  der 
berühmten  Abhandlung  von  Gauss  „Determinatio  attractionis  quam 
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in  punctum  quodvis  positiofiü  datae  cxercet  plancta  etc^  gedacht 
werden,  welche  in  den  Comment.  Soc.  Sc.  Gotttng.  IV,  22  iL  /.  (auch 
Gauss,  Werke  III,  331 — j^s)  enthalten  ißt  Gauss  wendet  zur  Re- 
duction  eines  elliptischen  Differentials  ein  Verfahren  an,  welches  auch 
für  andere  mathematische  Untersuchungen,  wie  die  Bestimmung  der 
Hauptachsen  einer  Fläche  zweiter  Ordnung  (Jacobi  in  Grelle  J.  II, 
227J,  sich  als  äusserst  nützlich  erwiesen  hat  In  etwas  anderer  Weise 
hat  Clause n  das  Problem  von  Gauss  behandelt  ^Cr<?/fe /.  VI,  2p oj. 
Weierstrass  giebt  in  seinen  Vorlesungen  über  elliptische  Func- 
tionen dem  elliptischen  Differential  die  Form 

worin  also  der  Radikand  nur  vom  dritten  Grade  ist,  und  wo  die 
Coef&cienten  ^2  ^^^  ^3  die  beiden  Invarianten  der  binären  biquadrati- 
schen Form 

sind,  also 

</3  =  AA'C+^BB'C'-'AB'i~AB*'^—C\ 

Allgemein  lässt  sich,  wie  Weierstrass  in  seinen  Vorlesungen  zeigt, 

dx 
wenn  acp  ^^^^  willkürliche  Constante  bezeichnet  in  —r=.-=z:  für  x  eine 

\/B{x) 

rationale  Function  s  von  o:,  x^,  \/R{x\  \/ R{x^)  setzen,  welche  in  Bezug 
auf  x  vom  zweiten  Grade  ist,  so  dass 

dx     ___    — ds 

wird,  und  die  Gonstanten  der  rationalen  Function  lassen  sich  so 
wählen,  dass  Bi(s)  nur  vom  dritten  Grade  wird. 

Die  Methode,  deren  sich  Weierstrass  bedient,  ist  folgende.    Da 

s  eine  rationale  Function  von  x  und  \/B(x)  sein  soll,  die  nur  vom  zwei- 
ten Grade  in  x  ist,  so  hat  sie  die  Form 

s  =  p(x)+qix)]/B(i), 
wo  p(x)  und  g(x)  Functionen  zweiten  Grades  sind.    Nun  ist 

[s—p(x)]^  =  q\x) .  Rix) 
und  dieser  quadratischen  Gleichung  ftir^  wollen  wir  jetzt  die  Form  geben: 

1)  L(x) .  s^+M{x) .  s+N(x)  =  0, 

wo  L(x)j  M{x)  und  N(x)  Functionen  zweiten  Grades  in  x  sind.  Ver- 
gleicht man  nun  die  Werte 

s  =  p{x)+q{x) . ]/R^)  =  -Ä j.__l_  \/WKx)-^U(x)N(x), 
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so  sieht  man,  dass,  da  R{x)  vom  vierten  Grade  ist,  sich  \/R(x)  und 

\/AP{x) — 4:L(x)N(x)  nur  um  eine  Constante  unterscheiden  können;  man 
hat  also 

2)  /^^P4Z(i)M^  =  c ,  \/R(x). 
Nach  Potenzen  von  x  geordnet  sei  die  Gleichung  1) 

3)  Li(s) .  x^+Miis) .  x+JVi(s)  =  0. 
Aus  dieser  folgt  auf  gleiche  Weise 

Durch  Differentiation  der  Gleichungen  1)  und  3)  erhält  man 

[2L(x) .  s+M(x)]ds+[2Li(s).x+Mi(s)]dx  =  0, 
oder  wenn  man  die  Werte 

2L(x) . s-^M(x)  =  c\/R(x),  2Li(s).x+My(s)  =  c'\/B^s) 
einsetzt  und  c'  =  c  nimmt, 

\/W) "  7w' 

Nun  gebe  man  den  Functionen  R(x\  L(x)  und  M(x)  folgende  Form : 
I  R(x)  =  Ax^+ABx^+6Cx'^+AB'x+A'  = 
\  rQ+ri(x—XQ)+r2(x—XQ)'^+r^(x—Xo)^+r^ix—Xo)\ 

woraus  folgt 

ro  —  Ä(^),  n  =  Ä'(a:o),  rj  =  \R'\x^l  r^  =  iÄ'"(^o),  r,  =  iVÄ^'^X^), 
femer 

L(x)  =  (x — Xfi)\  *(a;)  =  »io-fWi(x — XQ)+m2(x — Xq)\ 
Alsdann    muss    M^x) — c^R(x),   da  es   =  AN(x).{x — x^)^   ist,   durch 
(x — ^0:0)^  teilbar  sein.    Die  Bedingung,  dass  diejenigen  Glieder,  welche 
(x — x^y  nicht  enthalten,  fortfallen  müssen,  fUhrt  zu  der  Bestimmung 
der  beiden  Goefficienten 

Wo  =  — ^''0  =  — c^    »»1  =  if'u 
und  man  erhält  A(x)  durch  Division  mit  4(a; — ^0:0)^*    Setzt  man  nun 

L{x) ,  s-^+AKx) .  s+IV{x)=LXs) .  ix—XQ)^+3f(s) .  (x—Xo)+Nisl 
so  erhält  man  durch  Vergleichung  der  entsprechenden  Potenzen  von 
(x — Xfi)  die  Ausdrücke  fttr  Z'(^),  M^s)  und  N'(s)  als  Functionen  von 

^?  ^0»  ''05  '*!?  '"ij  ''sj  ^4i  'Wti-  Die  letzte  Constante  m-i  kann  noch  =  — Jrj 
gesetzt  werden,  da  der  Coefficient  von  s^  in  Ri(s)  willkürlich  ist,  also 
gleich  null  genommen  werden  kann.    Auf  diese  Weise  ergiebt  sich 

als  Function  dritten  Grades  von  s  in  der  Form: 

R^(s)  =  4,s^^—g^s—g^, 
wo 
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Da  diese  Constanten  Xq  nicht  enthalten,  so  kann  xq  hier  gleich  null 
gesetzt  werden,  wodurch  g^  und  g^  die  obigen  Functionen  der  Coeffi- 
eienten  A,  Bj  C,  B\  A  werden.    Femer  folgt  aas 

— M{X)  C       ,  /^i7~v 

,  _  \/R{xo)]/R(^+R(x^)+iR(x^) .  {x—Xo)+^R'Xxo).{x—Xo)^ 

2{x—Xo)^ 
oder  auch 

6)  s  =  (\/ß(^)+  \/^MY—U{x+Xo)^—B{x+Xo)+(\ 

\      2(x— a^o)      / 
oder  endlich 

7)  s  =  \/R(x)\/R(^)+Fix^o) 

wo 

8)  I\x^)  =  Jx^Xo^+2Bxxii{x+XQ)+C(x^+ixxo+Xo^)+2B\x+Xf;)+A\ 
Femer  ist 

und 

dx  — ds 


10) 


Diese  Resultate  wurden  zuerst  veröffentlicht  von  W.  Biermann: 
,yProblemata  quaedam  mechanüa /unch'onum  ellipticarum  ope  solutaJ' 
Diss.  Berlin  1864. 

Die  in  dem  Ausdmck  7)  für  s  auftretende  Function  F{x^^  hat 
folgende  Bedeutung.  Schreibt  man  die  binäre  biquadratische  Form 
A(x)  als  R{x^\  so  ist: 

F{x^,)  =  A  1^-^-^0:0^+2-  -.  _a:oyo+-g^yo^  j , 

worin  nach  der  Differentiation  y  =  ^q  =  1  zu  setzen  ist.  (Vgl.  F.  Klein: 
»tUeber  hyperelliptische  Sigma/uncUonen*',  Clebsch  Ann.  XXVII, 
4S4,  1886J. 

Aus  der  Gleichung 

L\s) .  {x—x^y^+MXs) .  (a:— a:o)+^'(^)  =  0 
erhält  man  nun  umgekehrt  x  als  Function  von  s\ 

2[^— i^Ä"(a-o)]^— i^Ä(^o) 
Für  a;«=a:o  wird  j  =  oc. 

Nimmt    man    fttr    die   willkürliche   Grösse  Xo   eine   Wurzel   der 
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Gleichung  IHx)  =  0,  so  vereinfachen  sich  die  obigen  Formeln  wesent- 
lich.   Es  wird  dann: 

12)  /  ~   "■'"il^AÄ'Xa^)]'  *-  4(^^)+  ^^  ^^^' 

Ebenfalls  sehr  einfach  werden  die  Transformationsformeln,  wenn 
man  die  willkürliche  Grösse  or^  =  oc  setzt    Es  ergiebt  sich  alsdann: 

fr.  =  \/A\/^-^^^g^+2Bs—BC+AB' 

2(B^—AC)—2As  ' 


13) 


j  s  —  i\/l\/R(x)+iAx^+Bx+iC, 


y4s^-g^s^g^  =  \/A^x^+^B\/Ax^+3C]/^+B'\/Ä^ 
Die  Bedeutung  der  Weierstrass'schen  Normalform,  auf  welche 
die  angegebenen  Formeln  fbhren,  wird  erst  im  Folgenden  erhellen. 
Wir  bemerken  nur  noch,  dass  ausser  der  Legen dre'schen  Normal- 
form unendlich  viele  ebenso  einfache  Normalformen  des  elliptischen 
Integrals  hergestellt  werden  können.  Vgl.  F.  Klein:  „Ueber  unend- 
lich viele  Normalformen  des  elliptischen  Integrals  erster  GcUtung", 
Clebsch  Ann.  XVII,  ijj — ij8,  j88o. 

Die  Gleichungen  9^—12)  von  §  4  enthalten  Relationen  zwischen 
verschiedenen  einfachen  Formen,  von  denen  jede  als  Normalform  ge- 
nommen werden  kann.  Die  genauere  Untersuchung  über  den  Zusam- 
menhang derartiger  Differentialformeln  ist  zuerst  von  Jacob i  in  un- 
gemein scharfsinniger  Weise  durchgefbhrt  und  bildet  die  Basis  seiner 
ersten  Begründung  der  Lehre  von  den  elliptischen  Functionen.  In 
§  4  der  Fundamenta  (Ges.  Werke  I,  p.  $g)  wird  der  Satz  citirt: 
,Jam  igitur  demonstratum  est,  formam: 

quicunque  sit  numerus  ;^,  ita  determinari  posse,  ut  prodeat: 
dg^ dx 

]/ Z+Wy+C^-{^~yH^^  ""  \/a+BX'^Cx^+Dx^+^ ' 
Quod  est  princ^)ium  in  theoria  transformationum  functionum  ellipticarum 
fundamentale.' 

Die  ebenso  wichtigen  wie  interessanten  Folgerungen,  welche  sich 
an  die  vorstehende  Differentialgleichung  knüpfen,  sollen  später  in  an- 
derer Weise  begründet  werden. 

Um  diese  einleitenden  Betrachtungen  nicht  zu  sehr  auszudehnen, 
sind  einige  bemerkenswerte  Fälle,  welche  auf  elliptische  Differentiale 
führen,  in  der  Note  I  zusammengestellt. 
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Zweiter  Abschnitt. 


§  6«    Das  elliptisch«  Integrnil  erster  <lattniigr.    EinfOhmngr  der  elliptischen 
Fanctionen.    Differentialgrleichnngreii    für  snu,  cnu,  dun.    Ueber^ngr  tob 

snu  in  piu 

Ist  r  ein  Polynom  vom  dritten  oder  vierten  Grade,  so  läset  sich 
nach  §§  3  und  4  -—  immer  auf  die  einfachere  Form : 

l/r 

1  dg> 


^  l/l-^8i"n29) 
ledndren,  wo  0<A'<1  ist    Man  bezeichne,  mit  Weglassang  der  Con- 
stanten M,  dieses  Differential  dnrch  du  nnd  setze  also: 

Verschwindet  u  mit  9),  so  folgt  durch  Integration: 

Das  links  stehende  Integral  nennt  Legendre  das  elliptische 
Integral  erster  Gattung  nnd  bezeichnet  dasselbe  als  Function 
von  tp  durch  h\q))  oder  auch  durch  l\ipjc\  so  dass  also: 


3)  A— ^_^=  =  F(ipjc)  =  hXtp). 


Die  Grösse  Ar,  welche  die  Function  F((p)  ausser  der  Variabein  9) 
noch  enthält,  wird  nicht  mit  angemerkt,  wenn  sie  im  Laufe  einer 
Rechnung  constant  bleibt  Die  obere  Grenze  q>  heisst  nach  Legendre 
(FoncL  elL  /,  14  u,  j8)  die  Amplitudo,  der  positive,  echte  Bruch  k 
der  Modul  des  Integrals.  Diese  beiden  Bezeichnungen  Amplitudo 
und  Modul  sind  durch  Jacobi  allgemein  geworden.  Sind  k  und  k* 
positive  echte  Brüche,  verbunden  durch  die  Gleichung: 

4)  ^2+)t'2=l, 

so  heisst  nach  dem  Vorgange  von  Legendre  und  Jacobi  k*  das 
Complement  des  Moduls,  oder  einfacher  der  Complementär- 
modal  (le  complement  du  module,  complementum  moduli).  Die  beiden 
Quantitäten  k  und  k'  bezeichnete  Legendre  durch  c  und  b. 


i 
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Es  wird  nicht  überflüssig  sein,  sich  eine  Vorstellung  Ton  der  Aen- 
demng  der  Function  F{(pji)  zu  machen,  wenn  die  Amplitude  9  alle 
Werte  von  0  bis  90<^  annimmt  und  der  Modul  k  von  0  bis  1  wächst 
Nach  einer  von  Legendre  berechneten  Tabelle  ergiebt  sich  Folgen- 
des: Wächst  k  von  0  bis  1,  und  ist 

(p  =  o^  so  bleibt  F{q))  ungeändert  =  0, 

q)  «s  100,  ,       ,      F{q))  auf  drei  Decimalstellen  ungeändert «« 0,176, 

90  —  20^  ,  wächst  F{q))  von  0,349  bis  0,356 


9  — 30«,  , 

« 

F((p)     ,     0,524     ,    0,550 

9>  — 40<»,  , 

« 

F(g>)     ,     0,698     ,    0,763 

9>  — 50»,  , 

« 

F(g>)     ,     0,873     ,    1,011 

?)  — 60«   , 

» 

F{ip)     .     1,047     „    1,317 

9  =  70»,  , 

9 

F(9>)     ,     1,222     ,    1,735 

95  —  80»,  , 

« 

F{q))     ,     1,396     ,    2,436 

9)  =  90»,  , 

ff 

F(ip)     ,     1,571     ,      oc. 

Setzt  man  in 

der  Gleichung  1)  sin  g)  =  x^  so  geht  dieselbe  über  in : 

dx 

5) 

sss     ^f/. 

1/(1— a;»)  (1— A»x») 

Der  Constanten 

t/o 

der  trigonometrischen  Functionen  (siehe  Seite  10)  entsprechen  bei  den 
nachfolgenden  Untersuchungen  zwei  Integrale,  welche  nach  Jaeobi 
auf  folgende  Art  bezeichnet  werden: 


6) 


n 

dg> 


/V        gg ^     /"^ di 


-Ä2/2) 


TT 

^9 


l/l— /r'^sinV       y      1/(1— ^2)(1— )t'2/2) 


Die  beiden  Integrale  IC  und  K'  nennt  Legendre  die  ganzen 
elliptischen  Integrale  erster  Gattung. 

Das  vollständige  elliptische  Integral  erster  Gattung  IC  lässt  sich, 
wie  schon  Euler  gezeigt  hat,  in  eine  Reihe  entwickeln,  die  nach  Po- 
tenzen von  k  fortschreitet.  Entwickelt  man  nämlich  (1 — Ar^sin^g))""* 
nach  dem  binomischen  Satze  und  integrirt  jedes  einzelne  Glied  dieser 
Reihe  mit  Hülfe  der  Formel: 


§  6]  33 


0 

SO  erhält  man: 


r 


2       ^x^2n      ^ 1.3.6...  (2w — 1)     jr 


81D*''"9> .  rfqp  = 


2.4.6...2n         2 


Eine  ftlr  grössere  Ar,  die  der  Einheit  nahe  kommen,  zweckmässigere 
Entwickelang  gab  Legend re  (M^m.  de  VAcad.  lySo,  6jo  und  TratU 
d. /cts.  elL  I,  öjiJ.  Sie  kann  nach  Schlömilch,  der  zuerst  einen 
strengen  Beweis  für  dieselbe  gegeben  hat  (Schlömilch  Z.  //,  ^g),  in 
folgender  Form  dargestellt  werden: 

WO  A'  =  l/i — lO'  und  die  a  durch  folgende  Formeln  gewonnen  werden : 

Um  hinsichtlich  der  Terminologie  keinem  Missverständnis  Raum 
zu  geben,  soll  ein  Integral  von  der  Form: 


/ 


fy ''' 


wo  P  eine  rationale,  gaoze  oder  gebrochene  Function  von  y  ist,  ein 
elliptisches  Integral  heissen.  Statt  des  Wortes  Integral  wendet  Legendre, 
und  manche  Schriftsteller  nach  ihm,  das  Wort  Function  an.  Die  Be- 
zeichnung elliptische  Function  ist  seit  Jacobi  und  Abel  auf 
eine  andere  Art  transeendeutcr  Functionen  übertragen  worden,  zu  deren 
Definition  ähnliche  Betrachtungen  dienen  können,  wie  die  des  §  2  fttr 
die  trigonometrischen  Functionen.  Die  elliptischen  Functionen  ent- 
stehen nämlich  durch  Umkehrung  des  elliptischen  Integrales. 

In  den  Gleichungen  1)  und  5)  sehe  man  q>  und  x  als  Functionen 
von  u  an,  welche  beide  dadurch  bestimmt  sind,  dass  (p  und  x  mit  u 
gleichzeitig  verschwinden.  Unter  dieser  Voraussetzung  nennt  Jacobi 
(Fund,  §  ij;  Ges.  Werke  /,  8i)  den  Winkel  tp  die  Amplitudo  von 
u  und  X  den  Sinns  Amplitudinis  von  u^  was  auf  folgende  Art  be- 
zeichnet wird: 

7)  ^  s»  amu,        o;  -"  sin  am  t/. 

Da  die  Differentialgleichungen  1)  und  5)  noch  den  Modul  k  enthalten, 
so  sind  q>  nnd  x  Functionen  zweier  Quantitäten  u  und  k.  Statt  der 
Gleich angen  7)  ist  also  genauer  zu  schreiben: 

8)  9  =  am  tt      (mod.  k\        x  =  sin  am  u      (mod.  A), 
oder: 

Enneper,  eUipt.  Fnnotloneu.    2.  Anfl.  3 
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9)  9)  =  am  (tt,  Ar),        x  ==  sin  am  (w,  Ar). 

Behält  der  Modal  k  im  Laufe  einer  Rechnung  denselben  Wert,  so 
sollen  einfach  die  Bezeichnungen  7)  statt  der  Bezeichnungen  8)  oder 
9)  genommen  werden. 

Es  soll  vorausgesetzt  werden,  dass  x^  definirt  durch  die  Differen- 
tialgleichung 5),  beliebige  reelle  Werte  annehmen  kann  und  nur  der 
Beschränkung  unterworfen  ist  gleichzeitig  mit  u  zu  verschwinden. 

Setzt  man  x  =  sin  am  w,  so  ist  l/l — x^  =  cos  am  u.  Zur  Verein- 
fachung hat  sich  Legendre  (Fo7ict  elL  I,  11)  der  abkürzenden  Be- 
zeichnung: 

bedient.  Diese  Bezeichnung  hat  auch  Jacobi  angenommen,  indem 
derselbe  q)  =  smu  setzt: 

10)  l/l — k^Bin^Bmu  =  zJamw. 

Nennt  man  u  das  Argument,  so  heisst  A" — u  nach  Jacobi  das  Comple- 
ment  des  Arguments,  die  Amplitudo  des  Gomplements  wird  nach  Ja- 
cobi durch  coam  bezeichnet,  so  dass: 

11)  am  ( A^— w)  =  coam  u. 

Diese  Bezeichnung  ist  indessen  von  untergeordneter  Bedeutung.  Ist 
nun  q)  durch  die  Differentialgleichung  1)  bestimmt,  so  nennt  Jacobi 
alle  trigonometrischen  Functionen  der  Variablen  g>  =>  amu  el- 
liptische Functionen.  Es  sind  also:  sinamti,  cos  amu  =  l/l — sin^amti, 
ebenso  tgamu,  cot  amu,  secamu,  cosecamu,  femer  sin  am  (K — u)  = 
sincoamu,  coscoamu,  tgcoamu,  etc.  elliptische  Functionen, 
und  dazu  die  durch  Gleichung  10)  deiinirte  Function  /iamu,  sowie 
/icoamu.  Fast  ausschliesslich  werden  im  Folgenden  die  drei  Functionen 
sin  amu,  cos  amu,  Jamu  betrachtet,  welche  das  System  der  einfachen 
elliptischen  Functionen  bilden. 

Bezeichnet  man  die  Integrationsvariable  in  der  Gleichung  2)  durch 
9)',  multiplicirt  auf  beiden  Seiten  mit  der  negativen  Einheit,  so  folgt: 


£ 


u. 


l/i— ^«sinV 

0 

oder  q>*  =  — p  gesetzt: 

^-^ ^_-=_w 

\/l—kHi^ip 

Diese  Gleichung  giebt  unmittelbar  — g)  =  am( — w);  da  nun  q>  =  am?/, 
so  folgt: 

12)  am  ( — u)  =  — am  u. 


/ 
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Ans  dem  Vorigen  erhält  man 

Bin  am  ( — u)  -«  — sin  am  u,  sin  am  0  =  0, 

cos  am  ( — u)  =  cos  am  w,  cos  am  0  =  1, 

z<am( — tt)  =  zlamM,  /iamO  =  1; 

femer  giebt  die  erste  der  Gleichungen  6) 

13)      -  =  amÄ^,  sin  am  A"»!,  cosamA'«»©,  ^SLmiC=^k'. 
Setact  man  in  der  Gleichung  1)  9P  =  amz/,  so  folgt  nach  10): 

14)  -^ —  =  l/l — A'^sin^amw  =  /jamt<. 

du         ^ 

Hit  Rücksicht  auf  diese  Gleichung,  oder  auch  durch  Substitution  von 

a:  =  sin  am  u  in  der  Gleichung  5),  findet  man  die  Gleichungen : 

(  dsinamu  . 

-«=  cos  am  uzl  am  K, 


15) 


du 
tfcosamti 

du 
dAdkOiu 


= — sin  am  u  zJam  w, 


=  — Ar*  sin  am  2^  cos  am  u. 
du 


Es  lässt  sich  nun  jede  der  Functionen  sin  am  t/,  cos  am  u,  /jamu 
darch  eine  Differentialgleichung  definiren.    Man  findet  z.  B. 

d^sinamu  .    .  r-  .  ,*    ^,o  •  o        t 

— —^  — |-8inamM[l+/:* — 2X:^sm^amtt]  =  0. 

Die  Gleichungen  15)  lassen  sich  noch  etwas  erweitem.  Sind  a,  6,  c 
Constanten,  x^  y,  z  elliptische  Functionen  von  u^  so  sind  die  Gleichungen 
15)  in  den  folgenden  enthalten: 

dx  dy       ,         dz 

-  =  ayz,^^  =  bxz,    ^--cxy. 

Eine  weitere  Ausführung  dieser  Gleichungen  bietet  keine  besonderen 
Schwierigkeiten  dar. 

Wir  benutzen  im  Folgenden  meist  statt  der  Bezeichnungen 
sin  am 2/,  cos  am  t^,  Asimu,  tangamt/,  sincoamt^, 
die   von  Gudermann   (Theorie  der  Modular-Functtofien  etc.,  Grelle 
J.  XVIII,  12)  eingeführten  Abkürzungen 

snzi,  cnt^  dni/,  tnu,  snci/, 
weil  sie  die  Uebersichtlichkeit  der  Formeln  wesentlich  erhöhen. 

Halphen  führt  in  seinem  „Traüö  des  fonctions  ellipttques  et  de 

leurs  applüattons'* ,  I,  Paris  1886,  die  elliptischen  Functionen  durch 

folgende   geometrische  Konstmktion  ein.    Man  nehme  innerhalb  eines 

Kreises    mit    dem  Radius  r  einen  Punkt  0  an,  der  die  Entfemung  6 

vom  Mittelpunkte  ^habe,  und  ziehe  den  Durchmesser  AqMOBq.  Auf  dem 

3* 
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Dnrehmesfler  trage  nuui  von  0  ans 
iuu!h    beiden   Seiten    eine   Strecke 


y 


Constante  ist  ab.  nnd  ebenso  anf 
allen  doreh  0  gezogenen  Sehnen 
Ai  Bx  etc.  von  Oans  nach  beiden  Seiten 
eine  Strecke 

Or,  =  OC-,  =  eiS^  ete. 

\A,B, 

also    proportional    der    reciproken 

Qaadntwoizel  ans  der  Lange  der  Sehne.    Alsdann  liegen  die  End- 

ponkte  €  der  abgetragenen  Strecken  auf  einer  convexen  geschlossenen 

Cnrve.    Bezeichnen  wir  den  Centriwinkel  A^  MAx  mit  2^.  so  wächst  der 

Cnnensector  C^OCi   mit  ^  Ton  Nnll  bis  +>:;  nnd  wenn  wir  die  in 

entgegengesetztem  Sinne  genommenen  Bogen  2<j  negativ  rechnen  nnd 

ebenso  die  Flache  des  zugehörigen  Sectors,  so  können  wir  sagen,  diese 

Fläche  nimmt  alle  Werte  von  — >:  bis  +  >:  an.    Umgekehrt  i*t  ancb 

7  eine  Function  der  Sectorflache;  wir  setzen 

areaCtOr, 

^ =  11,  a  =  amu. 

Die  Bedentang  der  Constanten  q  erhellt  wenn  wir  d  =  0  annehmen: 
alsdann  wird  die  Cnrve  der  C  ein  Kreis  mit  dem  Badios  q.  Im  All- 
gemeinen ist  die  Fläche  des  Sectors.  mithin  auch  der  Wert  von  q.  ab- 
hängig von  der  Excentricität  des  Punktes  0  von  Jf:  wir  setzen  diese 
Exeentricität  __ 

r+d 

nnd  nennen  sie  den  Modal  der  Function  <j.    Als  elliptische  Fanc- 

tionen  werden  nun  eingetlihrt 

sin^  =  snu,        cos^  =  enu 
nnd 

dnu  =  — — '  • 

r+d 

Dass  diese  dritte  Function  mit  snu  durch  die  obige  Gleichung  10) 
verbunden  ist  folgt  aus  dem  Dreieck  AiOM.    Es  ist  nämlich 

—         j^-'i — -  -  -  cos2y  =  l --.T,  sm^y. 


4rtJ 

also  wenn  wir  ftlr  sin<r  i^nu  und  fftr —  den  Wert  A-  setzen: 

dn-!A  =  1 — ^^n-tf. 
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Wird  der  Inhalt  der  von  der  ganzen  Cnrve  umschlossenen  Fläche 
gleich  21^.  Q^  gesetzt,  so  ist 

am2Ä^=jr,    smK=- 

(6L  13).    Bezeichnet  man  den  Winkel  AqOAi  mit  ß-,  so  ist 

Fttr  zwei  benachbarte  Sehnen  AiBi  und  A2B2  hat  man 

AiA2  ^  OA^ 

B\  B2      OB2 

oder,  wenn  man  LA^MB^^  mit  29)'  bezeichnet  und  A^  unendlich  nahe  an 

A^  nimmt,  so  dass  OB^  für  OB^,  gesetzt  werden  kann, 

dq>_OAy^ 

~d(p*~OB^' 
also 


d(p+d(p'     AxBi  AtBi  dd^ 


—  ) 


dq>  OAi      (r+6)dnu      du.dnu 

und  da  ^  =  g?  +  9)' — -,  also  dd-  =  dg)  +  dg/  ist, 

dw       :  damu 

-,-  =  dnM=  — — 
du  du 

(GL  14).    Diese  Gleichung  liefert  unmittelbar  fllr  die  drei  Functionen 

SDM,  cn?^,  dnt^  die  obigen  Differentialgleichungen: 

d  A 

-— snu  =  enuanu, 
du 


15) 


3-  cnM= — dnusnt^ 
du 

~j-  duM  =  — Ar^snwcnw. 
du 


Wir  hatten  am  Schlüsse  des  §  5  die  Substitution  angegeben,  mit- 

dx 
tels  deren  das  elliptische  Differential    7^^  auf  die  Weierstrass'sche 

\/Rx 

ds 
Normalform    -^z^—      _-_  gebracht  werden   kann.    Durch    eine  ein- 

V  4ts^—g2s—gs 
fache  Substitution  ergiebt  sich  der  Znsammenhang  zwischen  der  Func- 
tion snt7,  die  der  Differentialgleichung 

16)  (t^^^J  *"  (^~^^^*')  il—k^nh^) 

genügt,  und  der  von  Weierstrass  in  die  Theorie  der  elliptischen 
Functionen  eingeführten  Function  pu,  welche  durch  die  Differential- 
gleichung 
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definirt  wird.  Die  auf  die  Theorie  dieser  Function  sich  beziehet 
Formeln  sind  den  Vorlesungen  von  Weierstrass  über  elliptische  F 
tionen  entlehnt,  deren  Resultate  von  H.  A.  Schwarz:  „Formeln 
Lehrsätze  zum  Gebrauche  der  elliptischen  Functionen**,  Nach  1 
lesungen  und  Aufzeichnungen  des  Herrn  Professor  K,  JVeierst'* 
Göttingen,  Dietrich.  Bogen  i — 12,  1883 — ^88y,  verölBfentlicht  sim 
Wir  setzen: 

«2 


sn^ 


^-)-(. 


wo  a  und  jS  zunächst  zwei  willkürliche  Gonstanten  sind.    Alsdann  1 

dv  /    .Vv     A^    dv    W 


H-^) 


Es  ist  aber  auch  mit  Rticksicht  auf  die  erste  der  Gleichungen 

sn^t;  =  2  sn  t;  cn  t;  dn  t;, 


dv 


mithin 


und 


«^^-K^)  =  — 2sn  t;  cn  t;  dn  t;  Up{^)—ß) 
'''  (I  #^(^))'=~2sn'''<5n^dn2,;^^(^)-i9y 

Ftthren  wir  nun  statt   v   die   Variable  u  =  -  ein ,    so   erhalten 

a 

(~y  =  4  ipu—ß—a^)  (pu—ß—k^^)  (pu—ß). 

Die  drei  Wurzeln  dieser  Gleichung  bezeichnen  wir  nun: 

(x^+ß  =  eu  k^cc^+ß=e2,  ß  =  e^, 
woraus,  da  k^<l  ist,  folgt 

18)  ei>e2>e^, 
und  es  wird 

19)  a^=e,-e,,    k^  =  '-f^' 

Unterwerfen  wir  femer  e^  ^,  e^  der  Bedingung 

20)  ^1+^2+^3  =  0 
und  setzen 
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21)  ^1^2-4-^2^3  +  ^3^1  "■ l^2i    ^1^2^S  =  V^3i 

SO  nimmt  die  Diflferentialgleichang  fttr  pu  die  Form  an; 

22)    (  —  )  =  4  (pu—ei )  (pu—e-^  (pu—e^)  =  4  phi—g^  fRu—g^. 

Die  Function  pu  ist  also  mit  der  Function  sn  verbunden  durch  die 
Gleichung 

28)  8n2(l/^::=^.w)  =  ^— ^-, 

und  umgekehrt  ist 


24)  Fw«tf3+ 


^1 ^3 


sn^d/^i — e^.ü) 
Aus  dieser  Formel  ergiebt  sich ,  dass  |9u  =  +  oc    für  t^ « 0  ist, 

femer  dass  wennsn  (l/^i — ^sw)  von  0  bis  1  wächst,  pu  von  +oo  bis  e\ 
abnimmt  und  dass  pu  eine  gerade  Function  von  u  ist,  also  dass 
25)  p( — u)  =  pu. 

Die  beiden  Gonstanten  g^  und  g^  heissen  die  Invarianten  der 
Function  p{u)\  man  fttgt  dieselben  bisweilen  zum  Argumente  hinzu  und 
sehreibt  p(u  \  gtg^)-    Die  Wurzeln  der  Gleichung 

4  s^-^g^s—g^  =  4  (^— ^i)  (s — e^i)  (s—e^)  =  0 
sind  reell,  wenn  die  Discriminante 

A  =  gl-27gl>0 
ist;  im  entgegengesetzten  Falle,  wo 

gl-27gl<0 
ist,  sind  Ci  und  e^  conjugirt  imaginär  und  $2  ist  null.    Im  ersteren 
Falle  ist  das  Integral 

ds_ ^ 

1/4ä^— ^2  ^—ffz 
Pu 

worin  wir  die  Wurzel  positiv  nehmen,  reell  und  positiv  und  wächst 

von  0  beständig,  wenn  pu  von  +  <x  bis  ex  abnimmt.    Der  grOsste  Wert 

von  u  sei  wi,  so  dass 

ds 


-ß 


26)  «^1=  /  --r'-i— '  ^^1  =^1- 

J      \/U^—g%  s—g^ 


«1 
Im  zweiten  Falle  ist  das  Integral 

ds_ 

pu 

worin  wieder  die  Wurzel  positiv  genommen  werde,  reell  und  positiv 
und  wächst  von  0  beständig  bis  zu  einem  Werte  wi^  wenn  pu  von 
-^oc  bis  «2  abnimmt,  und  es  ist 


-ß 


[§6 


/ 


dt 

Si-kmbea  «ir  das  Imefral 

M  = 


IB  der  F->nn: 


»»5.  •  **     ,  4'-      4*^» 


»Cf  «ek«  wir.  dass.  weon  »>-.  =  ->--  seseot  winL  das  erste  Glied  T«a  v  gleich 

""  dt  1 


/ 


wird:  wir  kaben  al^c« 

f5?  LiiiL  «=vii  =  1. 

m  =  I 

DaniL«  ««'hfiessen  wir.  das$.  da  p«  eine  sende  Fuetion  von  m  ist 
die  Ectwi^rkelün^  vr.n  ^4  naeh  Potenzen  tad  h  die  Fonn 

haben  mn^s.  '  JJ'j";<'rj;raj5-^Vc3>:;rr.  FrrmyJfs  v*.t  .    Hienns  fol^  djLSS 

:>.»»  Lim  »«* .  y'u  =  —2. 

Die  Bestimmon^  der  Coeilieienten  in  der  Ennriekelong  Ton  ^u 
«GL  2if*  bietet  keine  JN^hwierigkeit.  Die  drei  ersten  Coeflfirienten 
c^  cj.  c^  erhalten  wir  iiofon.  wenn  wir  die  Seihen  Ar  yu  nnd  ^'u  in 
die  GleiebQnz 

einsetzen  nnd  die  Potenzen  von  ;,*.  n«.  :.♦  beiderseits  venHeiehen.  Es  wird 

Da  link«  die  Potenz  v*  fehiL  ^o  ist  c^  =  <}  nnd  ans  den  beiden  an- 
deren Potenzen  ergiebt  «ich 

c*  =  —  •      c*  =  —  * 

Fir  die  ftbrigen  Coeffieienten  erhalten  wir  mit  Hülfe  der  Gleiehnng 

ä»?"»  =  12  *>^r  —  f* 
mit  BeenmonstonneL    Setzt  man  nämHoh  hierin  die  Reihen 
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80    erhält    man   durch   Vergleichnng   der   Coefficienten   gleich  hoher 
Potenzen 

Da  nun  C|  =  ^?  C2  «=  ~ »  so  kann  man  die  übrigen  Coefficienten  ohne 
Htthe  berechnen.    Die  Reihenentwiekelung  von  ^u  wird  schliesslich: 

(Weierstrass-Sohwarz,  9,6). 

Aus  den  Gleichungen  19),  20)  und  21)  lassen  sich  Beziehungen 
zwischen  dem  Modul 

und  den  Invarianten  g^^  g^  herleiten.    Man  findet  nämlich  aus  19)  und  20) 

^2  1— 2A:* 


und  wenn  man  dies  in 


einsetzt, 


<?,  2— /:« 


9t    _W  .^-2,  - 


u 


32)  0.  l-k-+k^ 


Kun  ist  aber 


also 


4^1 2  (2— Ar2)2 

^ei^—g^ex—g^  =  0, 


Eliminirt  man  nun  aus  32)  und  33)  ^i,  so  erhält  man  für  die  abso- 
lute   Invariante  ^—^  folgenden  Ausdruck  in  k*^: 


34) 


gi^  4(1— *'+**)» 


27ir»3       (l+*»)«(2— **)»(!— 2A*)» 
der  nngeändert  bleibt,  wenn  man  fllr  k^  setzt: 

Die  Gleichung  34)  lässt  sich  auch  schreiben  in  der  Form: 
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35)  -^^^1  =  2nKl-k^)^ 


Diese  und  ähnliche  Gleichungen  sind  hergeleitet  in  einem  Aufsätze 
von  Felix  Müller:  „Beziehungen  zwischen  dem  Modul  der  elliptischen 
Functionen  und  den  Invarianten  der  biquadratischen  binären  Form/' 
Schlömilch  Z.  XVIII,  282—287,  1873, 

§  7.    Die  reelle  Perlode  der  elliptischen  Functionen* 

Die  Quantitäten  s  und  t  seien  durch  die  folgenden  Gleichungen 
mit  einander  verbunden,  von  denen  immer  eine  Gleichung  die  Übrigen 
zur  Folge  hat: 


1) 


l/i=i^=    -,JL=r-.  \/i-fi=  *'* 


1/1— *«*2=    .Jls.^-.-,  1/1— Alf»  =   ~ 


l/i— ÄV»  i/i— Ä»*2 

Diese  Gleichungen  zeigen,  dass  ^  =  1  ftlr  f  =  0  and  /  =  0  fttr  <  =  1 
ist    Man  findet  durch  Differentiation: 

^  _J^t_  dt 

nnd  hieraas: 

ds  dl 


2) 


l/(l— ««)(!— A»*»)  1/(1— <«)(!— *»/2) 

Integrirt  man  nach  «  zwischen  den  Grenzen  s  =  Q  und  s  =  x,  ao  sind 

1  und  l/-tr?_  die  Grenzen  von  /.    Es  folgt  dann: 
V  1— **«» 

/  i/(i-i^)(i-A^      /  i/(r-^W— **'^)   /_i/(i—'*xi— *»<»)' 

v  1-*»«» 

Da  nun  allgemein  fttr  eine  Function  /(Ot  welche  zwischen  den 
Grenzen  0  und  1  endlich  und  stetig  bleibt: 

fmdt  =  S'f(.i)di-pmdt        Or^T^rl, 
SO  lässt  sich  die  obige  Relation  zwischen  den  Integralen  auch  schreiben ; 
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Das  erste  Integral  anf  der  rechten  Seite  ist  gleich  K.    Setzt  man: 
so  leitet  man  ans  der  Gleichung  3)  die  folgende  ab: 


^      .  dt 


l/(l— /»)  (1— A»/») 


oder: 


}/ä. 


dt 


Die  Gleichangen  4)  and  5)  geben  nach  §  6: 

X  =  sinamu  =  buu,  I  /-It"^    ==  sinamCÄ"— w)  =  8n(A' — w). 

1/  1—k^x^ 

Durch  Elimination  von  x  zwischen  diesen  Gleichangen  folgt: 

6)  BniK-u)  =  l/JE?2^  =  ?-^-^ 

V  l—k^BU^u      dnu 

Mit  Hülfe  dieser  Gleichang  ergeben  sich  die  folgenden: 

7)  cn(Z-^)  =  ^,dn(^-«)^g^^. 

Was  bei  Aasziehang  der  Qaadratwarzel  die  Vorzeichen  der  rechten 
Seiten  der  Gleichangen  7)  anbelangt,  so  bestimmen  sich  dieselben 
mittelst  des  Wertes  u  =  K. 

Nimmt  man  in  den  Gleichangen  6)  and  7)  — u  statt  u^  so  erhält  man: 

8)  sn(Ar+«)  =  '^,    cn  (K+u)  =  -^«,  dn(ir+«)  =  -^^. 

Nimmt  man  in  den  vorstehenden  Gleichangen  K+u  statt  u,  so  gehen 
dieselben  ttber  in: 


9) 


cn(2Ar+«)  =  -^^-^-^^-  =  -en«, 
dn(2Ä'+«)  =  ^^-^1^-^^      -  dn«. 
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Vertauscht  man  hier  u  mit  — u  und  berücksichtigt  Gleichung  12)  S.  34, 

so  erhält  man: 

Isn(M — 2if)  =  — snw, 
cn(w — 2K)  =  — cnw, 
dn(M — 2ür)=dnM. 

Die  Functionen  sin  am  u,  cos  am  u,  Jamu  nehmen,  abgesehen  vom 
Vorzeichen,  dieselben  Werte  an,  wenn  das  Argument  um  2K  zu-  oder 
abnimmt;  die  bemerkten  Functionen  sind  also  periodische  Functionen. 
Tritt  in  den  Gleichungen  9)  und  10)  w±2ä',  M±4if,...  an  Stelle  von  m, 
so  ergeben  sich  die  folgenden  Gleichungen,  in  denen  m  eine  ganze 
positive  oder  negative  Zahl  bedeutet, 

Isn  (u  +  2mK)  =  (— l)*»snM, 
cn  (m  +  2mK)  =  (— l)"cn  m, 
dn  (m  +  2mIC)  =  dnw. 
In   den   vorstehenden  Gleichungen   werde  u  durch  « ±  AT  ersetzt 
Unter  Anwendung  der  Gleichungen  6),  7)  und  8)  folgt: 

sn[M+(2m+l)i5r]  =  (— D- ^ , 


12) 


dnu 

cn[u+(2m+l)i5r]=(-l)-+^  ~^. 

dn[tt+(2m+l)A'J  —  ^ » 


welche  ebenfalls  fttr  alle  positiven   oder  negativen  ganzen  Zahlen  m 
gelten. 

§  8.    Die  elliptischen  Functionen  mit  imaginärem  Argument.    Die  imaginftre 

Periode  der  elliptischen  Functionen. 

Es  sei  wieder  x  als  Function  von  t/,  nämlich  x  =  sn  u,  durch  die 
Gleichung : 


1) 


r *__ 


u. 


-kH'^) 

definirt,  wobei  x  beliebige  reelle  Werte  annehmen  kann.  Es  haben 
nun  Abel  (Grelle  J.  II,  104)  und  Jacobi  (Fundam,  §  ig,  Ges. 
Werke  I,  8^)  an  Stelle  der  reellen  Integrationsvariabein  /  einfach  eine 
imaginäre  Variable  substituirt,  ein  Verfahren,  dessen  nicht  weiter  be- 
gründete Anwendung  wohl  nicht  ganz  einwurfsfrei  sein  möchte.  Operirt 
man  nur  mit  reellen  Integrationsvariabein,  so  lassen  sich  die  Regeln 
für  bestimmte  Integrale  nicht  direct  auf  Integrale  anwenden,  welche 
die  Betrachtungen  complexer  Variabein  erfordern.  Man  kann  aber  die 
elliptischen  Functionen  mit  imaginären  Variabein  sehr  einfach  behau- 
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ddn,  wenn  in  der  Gleichung  1)  x  beliebige  reelle  Werte  annimmt; 
die Integrationsvariabele  t  bleibt  dann  immer  reell,  während  das  Inte- 
gral u  selbst  teils  reelle,  teils  imaginäre  Werte  annimmt.  [Man  ver- 
gleiehe  hierüber  Schlömilch,  Letfrz,  Abh,  IV,  407.  Die  Ergänzung 
Ar  com pl exe  Integrationsvariable  wird  dem  nächsten  Paragraphen 
vorbehalten.] 

In  der  Gleichung  1)  ist  u  reell,  wenn  0^a;;^l,  für  l^x^-   ist 
»imaginär,  endlich  ist  t<  reell,  wenn  ^^t*    Man   nehme  x  zwischen 

K 

den  Grenzen  1  und  -,  an  und  setze: 

k 


/C08»a+Ä«8iD 


sin'a 
2)  ..„    /  dt 


oder  durch  Zerlegung  der  Grenzen: 


/,  Vco8*o+/r'8iii'« 


Das  erste  der  rechts  stehenden  Integrale  ist  gleich  K^  in  dem 
nreiten  Integrale  ist  (<2— l)(l — K^f)  positiv,  man  erhält  also: 


/cos' «+A:*  sin'« 
l/(/2— 1)(1— AV^) 
Zar  Transformation  des  rechts  stehenden  Integrals  setze  man: 


t = —..=,  1//2-1  =  ^=^L=,  \J\—m'>-  = 


*!£._..  77=«-;^  =*Vi; 


-s 


2 


2 


Für  /  =  1  ist  ^  =  0  und  für  ^  =   ,  ist  s  =  sin«. 

Bringt  man  K  in  3)  auf  die  linke  Seite  und  multiplicirt  auf  beiden  Seiten 
mit  /,  so  folgt: 


/ina  , 

1/(1-^2)  (i-_A:-2^5 


0 

Die  Anwendung  der  Gleichungen  2)  und  4)  erfordert,  dass  der 
Modul  mit  angemerkt  werde.  In  dem  Integrale  auf  der  rechten  Seite 
der  Gleichung  2)  ist  k  der  Modul,  dagegen  im  entsprechenden  Inte- 
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grale  der  Gleichung   4)  tritt  der  Gomplementörinodal  If  von  k  auf. 
Die  Oleichangen  2)  und  4)  geben: 

'-j==========  =  sn  (t;,Ar),  sin  a  =  sn  \{v—K)i,  Ä'], 

oder  r — K*^u  gesetzt: 

-T==  =  j-T-^'  sin  a  =  sn(Mi,  ArO- 
j/l—^'iginaa      dn(w,/r) 

Dnreh  Elimination  von  a  folgt: 

1        en(u,Ar) 

dn(wf,^)~dn(M,Ä)' 

nnd  vertauscht  man  in  dieser  Oleichnng  k  nnd  kf^  so  erhält  man 

5)  dn(«,-,*)  =  ^B^. 

Diese  Gleiohnng  giebt: 


en'Hui.k)  =      ^ 


cnKu,k^ 


Es  ist  also: 


sn(tti,Ar)  =  ±'tn(MAO, 


®^  ^    cn(Mi,Ä)=±       ^ 


cn  (w,  äO 

In  beiden  Fällen  muss  das  obere  Zeichen  genommen  werden; 
dieses  folgt  unmittelbar,  wenn  die  erste  der  Gleichungen  6)  nach  u 
differentiirt  und  darauf  2^  =  0  gesetzt  wird.  Für  u  =  0  müssen  sich 
beide  Seiten  der  zweiten  Gleichung  6)  auf  +1  reduciren.  Die  Zu- 
sammenstellung der  Gleichungen  5)  und  6)  giebt: 


7) 


sn(.a)=i-^^^ 

1 


cn(ui,  k) 


cn  (w,  W) 


dn(Mi,A:)=— 7-r^ 


Diese  Gleichungen  zeigen,  dass  die  elliptischen  Functionen 
mit  imaginärem  Argument  sich  ausdrücken  lassen  durch 
ähnliche  Functionen  mit  reellem  Argument  und  dem  Gomple- 
mentärmodul.    Die  Gleichungen  7)  geben  durch  Division: 
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/    ,^v       1  sn(Mi,Ar) 
sn(M,/r')  =  -  —Y-^'^ 
1   cn(tti,/:) 

8)  <   cn(M,/0=  ^ 


dii(tt,ÄO  = 


cLQ(ui,^) 


T  1 


en  (m/.  /r) 

und  dadurch  sind  umgekehrt  die  elliptischen  Fnnotionen  mit  reellem 
Argument  ausgedrückt  durch  elliptische  Functionen  mit  imaginärem 
Argumente.  In  den  Gleichungen  2)  und  4)  nehme  man  a  =  l:7r,  und 
setze  dann  das  Integral  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  4) : 

kl 


/ 


ds 


0 

Die  Gleichungen  2)  und  4)  werden  dann: 

1 


„  _  f^  . -^ ,  (ü— Ä')  i  =  K'. 

"  —  /     l/(l— <»)  (1—*«/«) 


0 

Diese  beiden  Werte  von  v  geben: 

1 


1  l+z^ 

In  der  Gleichung  1)  femer  sei  x>-%  man  setze  x  =  — r^-  und: 

1  +  1* 

10)  w 


~j~y^ 


Das  Integral  rechts  zerlege  man  in  zwei  Integrale  mit  den  respectiven 
Grenzen  0,  77  und  -1  ^r---     Fttr  das  erste  Integral  substituire  man 

n  K  K 

den  Wert  aus  9),  im  zweiten  Integrale  setze  man:  {l—t^){X — kH'^)=^ 
(/*— 1)(<W  -1);  da  in  demselben  t>-  ist,  so  folgt  dann: 

11V  -  dt 

11)  w 


=  K'-KH+  I 


\/(t'^—i)(t'^k^—l) 


Das  rechts  stehende  Integral  geht  fttr  tk  =  -  über  in : 


i 
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J  1/(1-»»)  d-A^,»)        jf    i/d- 


[— »»Kl— *i»*) 

1+»* 
Die  Gleichung  11)  wird  hierdarch: 


=  <iK—K'i—  r^ 

1    ^ 


Yfj  —^  *M  M^ i^»* a         i" 


oder: 


/h^' 

1        ^ 


Die  vorstehende  Gleichung  und  die  Gleichung  10)  geben: 

l+z^  1 

— - —  =  sn  w,      — - — r  =  sn  (2K—w—K% 
k  1+z^ 

Das  Product  dieser  Gleichungen  führt  auf: 

-  =  suw ,  Bn{2K—w — iK% 

oder  2Ar— w  =  M  gesetzt: 

12)  1  =  Äsn  w .  sn(w— «XO. 
Nimmt  man  hierin  — u  statt  u^  so  ist  auch: 

13)  1  =  k%xiu,m(u+iK'). 

Die  Gleichungen  12)  und  13),  welche  unmittelbar  auf  die  imaginäre 
Periode  der  elliptischen  Functionen  führen,  können  auch  aus  den 
Gleichungen  7)  hergeleitet  werden.  Geht  k  über  in  /c',  so  geht  K  über 
in  K'\  es  gelten  nun  für  die  rechten  Seiten  der  Gleichungen  7),  wenn 
u  um  Multipla  von  K*  zunimmt,  die  Gleichungen  11)  und  12)  des  §  7, 
wenn  in  diesen  Ar,  K  respective  durch  k\  K*  ersetzt  werden.  Lässt  man 
nämlich  in  den  Gleichungen  7)  u  um  K*  zunehmen,  so  erhält  man: 

'  "^         cn(M+Ä",  A:0  k  Bn{u,k^ 

cn(.i+nÄ)=  ei(^i+^v^ö  =  ")ts^MO' 


dn(Mj+ür'i,/r)=  — ^)— rirr7A  = /"" 


Qn{u+J^',k')  sn(tt,A:') 

Auf  den  rechten  Seiten  dieser  Gleichungen  ersetze  man  mittels 
der  Gleichungen  8)  die  Functionen  mit  reellem  Argument  und  dem 
Modul  k'  durch  die  Functionen  mit  dem  Argumente  ui  und  dem 
Modul  Ar.    Es  ergeben  sich  dann  die  Gleichungen: 
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8n(ui+nÄ)  =  7r 


eniui+iri,k)  = 


k  sn(ui,  Ar) 
2dn(ui,A:) 
/rsn(ui,A:) 
.cn(M/,Ar) 


Da  der  Modul  /:  auf  beiden  Seiten  derselbe  ist,  so  kann  man  ihn  unter 

den  Funetionszeiehen  einfach  weglassen.    Setzt  man  -   statt  u,  so  er- 

t 

geben  sich  die  folgenden  Gleichungen: 

^    sn(M+Ä^'i)=     ^ 


14) 


cn  (u+K*i)  = 


k&mi 
idnu 


—  ? 


V 


dn(u+J^'i)  =  —i 


ksnu 
.enu 


snu 


Man  kann  in  diesen  Gleichungen  u  suceessive  um  K't\  2^% ... 
zunehmen  lassen.  Es  ergiebt  sich  dann,  je  nachdem  das  Multiplum 
von  KU  gerade  oder  ungerade  ist,  ein  System  von  sechs  Gleichungen. 
Setzt  man  in  den  so  erhaltenen  Gleichungen  — u  statt  t/,  so  erhält 
man  analog  wie  die  Gleichungen  11)  und  12)  des  §  7  die  folgenden 
Gleichungen,  in  denen  m'  eine  ganze  positive  oder  negative  Zahl  bedeutet: 


15) 


I    sn(M + 2m' KH)  =  snw 

)    cn(w + 2m' KU)  =  (— l)"»'cnM, 

I    dn(M+2m'A''0  =  (— l)~'dnM. 


16) 


Bn[u+(2m'+l)KU]  = 


—  ? 


kBUU 


cn  [u+i2m'+l)  K'i]  =  f(— 1)«'+^ 


änu 


ksnu 
An[u+{2m'+l)KU]  =  ?(— 1)-'+^5^. 


snu 


Aus  den  Gleichungen  15)  folgt,  dass  die  elliptischen  Functionen, 
abgesehen  vom  Zeichen,  ihre  Werte  nicht  ändern,  wenn  das  Argument 
um  ein  Multiplum  von  2K'i  zu-  oder  abnimmt;  die  elliptischen 
Functionen  sind  also  periodische  Functionen  mit  einer 
imaginären  Periode. 

§  9.    Die  elliptischen  Functionen  als  doppeltperiodische  Functionen* 

Die  Gleichungen  15)  und  16)  des  §  8  lassen  sich  mit  den  Glei- 
chungen 11)  und  12)  des  §  7  so  combiniren,  dass  sich  die  allgemein- 

Enneper,  ellipt.  Functionen.    3.  Anfl.  4 
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sten  Gleichungen  für  q>(u-{-nK+vK'i)  ergeben,  wo  q)  eine  der  Fnnetionen 
Sinns  Amplitndinis,  Cosinus  Amplitudinis  oder  JAmplitudinis  ist  Man 
lasse  zuerst  in  den  Gleichungen  11),  dann  in  den  Gleichungen  12)  von 
§  7  u  zunehmen  um  2m*lCi  und  (2m'-^l)h*L  Mittelst  der  Gleichungen 
15)  und  16)  von  §  8  ergeben  sich  dann  die  folgenden  zwölf  Funda- 
mentalformeln in  der  Theorie  der  elliptischen  Functionen: 


1) 


2) 


3) 


j    sn  (m + 2mK-{-  '^m'KH)  =  (— l)"  sn  m, 

cn(M+2mÄ'+2/»'Ä''0  =  (— l)'"-*-"''cn  w, 
I    Axi{u+2mK+2m'K'i)  =  (— ir' dnw. 

( — IV" 

sn[«+2mÄ'+(2m'+l)A^i]  =  ^--  ' 

K  sn  u 

cn  [u+2mK+{2m*+l)K'i\  =  K—D'^-^^'^^j-^  , 

än[u+2mJ^+(2fn*+l)J^'i]  =  /(— D'-'+i  -°-^  • 
^  ^  snw 

sn[M+(2m+l)ir+2w'Ä''/]  =  (— O*"^' 

Wann 

en[M+(2»i+l)  ä'4-2ot'A"i]  =  (_i)«+'»'+il!^-" , 
dn[j/+(2«i  +  1)K+  2m'Ä"i]  =  (— 1)*'^^  • 


4) 


sn  [u + (2m + 1)  Ä'+  {2m' +l)K'i]  =  { 


=  r_i^«^«. 


D",  - 


en[u+(2m+l)Ar+(2»i'+l)  A"»]  =  i(— 1)"'+'»'+»- 

n 

An[u+(2m+l)£+ (2m' + 1)  Ä"j1  =  i  (— 1  )"'+i*^'^ 

cn« 


** 


, 

cn;^ 


Aus  den  Gleichungen  1)  erhellt  unmittelbar,  dass 

8n(u+4Ä')  =  sn  m,  sn  (M+2A''f)  =  sn  w, 
cn(M + 4Ä' )  =  cn  M,  cn  (w +4KU)  =  cn  w, 
dn(M+2Ä')  =  dnw,  dn(M+4Ä^0  =  dnw, 

dass  also  die  Functionen  snu,  cnu  und  dnu  zwei  Perioden 
haben,  eine  reelle  und  eine  imaginäre;  diese  Functionen 
sind  also  doppeltperiodische  Functionen.  Die  Grössen  2Af 
und  2i^'i  spielen  in  der  Theorie  der  elliptischen  Functionen  dieselbe 
Rolle  wie  die  Zahl  jt  in  der  Theorie  der  trigonometrischen  Functionen, 
welche  einfach  periodisch  sind. 

Bezeichnet  man  mit  m  und  m'  beliebige  ganze  positive  oder  nega- 
tive Zahlen,  so  ist  auch 
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I    8n(w+m.4Ä'+w'.2Är'0  =  8Bw, 


5)  ^    cn(M+m.4Ä'+m'.4Ä''i)  =  cnM, 

die  Fnnctioiien  snu,  cnt^,  dnu  haben  also  unendlich  viele  Perioden; 

aber  alle  lassen  sieh  als  ganze  Vielfache  zweier  Perioden,  welche 
primitive  Perioden  genannt  werden,  darstellen.  Solche  primitiven 
Perioden  sind  fttr  snu  4K  und  2ä^/,  fUr  cnu  4Ar  und  4K'i,  fttr  dnu  2K 
nnd  4/^1. 

Wir  hatten  in  den  vorigen  Paragraphen  die  Voraussetzung  gemacht, 
das  8  das  durch  die  Differentialgleichung 

dx 

-, —  c=  au 

l/(l— a:2)  {l—k^x^ 
definirte  X  nur  reelle  Werte  annehmen  kann.    Jetzt  lassen  wir  diese 
Beschränkung  fallen,  legen  dem  x  beliebige  reelle  oder  complexe 
^Qrte  bei  und  untersuchen  die  verschiedenen  Werte,  die  das  Integral 


Jf  t 


dx 


^Qf  den  verschiedenen  Integrationswegen  annehmen  kann.  Die  all- 
gemeine Theorie  der  Integrale  zwischen  complexen  Grenzen  wurde 
begründet  von  Cauchy,  ,Sur  les  intdgrales  prtses  entre  des  limües 
imaginatres",  Paris  182^,  und  ,,M^moire  sur  les  integrales  ima- 
ginaires**,  C,  R.  XXIII,  1846.  Seine  Untersuchungen  sowie  die 
neueren  Methoden  der  Behandlung  der  Functionen  einer  complexen 
Variabein  haben  auch  in  die  Theorie  der  elliptischen  Functionen  neue 
Einblicke  gestattet.  Die  Principien  dieser  Theorie  schuf  B.  Riemann, 
„Grundlagen  für  eine  allgemeine  Theorie  der  Functionen  einer  ver- 
änderlichen complexen  Grösse'*,  Diss.  Göttingen  18^1,  „  Werke", 
herausgegeben  von  H.  Weber,  Leipzig  1876,  i — ^7/  \aA  „Theorie  der 
Abel* sehen  Functionen",  Grelle /,  LIV,  i8$y,  Werke  81 — iß^.  Ver- 
wertet wurden  diese  Theorien  fttr  unsere  Functionen  in  dem  schon 
oben  (S.  11)  erwähnten  ausgezeichneten  Werke  von  Briot  und  Bouquet, 
femer  in  C.  Neumann's  „Vorlesungen  über  Riemann' s  Theorie  der 
Aber  sehen  Integrale",  Leipzig  18  6 ß,  in  dem  ebenfalls  oben  genannten 
Compendium  von  Schlömilch  u.  a.  Ausser  den  genannten  Werken, 
welche  meist  eine  Einleitung  in  die  allgemeine  Functionentheorie  ent- 
halten, sind  zu  erwähnen:  H.  Duröge,  „Elemente  der  Theorie  der 
Functionen  einer  complexen  veränderlichen  Grösse",  Leipzig,  j.  Aufl. 
1882,  das  besonders  die  Schöpfungen  Riemann' s  berücksichtigt,  und 
0.  Bier  mann:  „Theorie  der  analytischen  Functionen" ,  Leipzig  i88y, 
das  die  von  Weierstrass  neu  begründete  Theorie  im  Zusammen- 
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hange  darstellt  Wir  werden  Öfter  Gelegenheit  haben,  hinsichtlich  all- 
gemeiner fnnctionentheoretischer  Sätze,  den  Leser  anf  diese  Werke  zn 
verweisen. 

Wir  setzen   die  geometrische  Darstellung  der  complexen  Grössen 

als  bekannt  voraas.  Die  irrationale  Function  \/z — a  der  complexen 
Variabein  t  erfährt  einen  Wechsel  des  Vorzeichens,  wenn  z  auf  einem 
Wege  genommen  wird,  der  den  Punkt  a  einmal  umschliesst  Denn  setzt  man 

z — a  =  r^^', 
so  wird 

und  für  ^«=^+2:7r  wird  diese  Function 

=  ri^     ^     =  — rM^*  =  —1/2^. 

Ein  solcher  Punkt  a,  nach  dessen  Umkreisung  seitens  der  complexen 

Variabein  z  die  Function  \/z — a  ihr  Vorzeichen  ändert,  heisst  nach 
Riemann's  Bezeichnung  ein  VerzweigungHpunkt  FUr  die  in 
unserem  Integral 


"  ^  /    1/(1-0:^)  (1-1 


•'0 
auftretende  Function 

f{x)  =  1/(1— x2)~(i;z_"^2j 

der  complexen  Variabein  x  sind  die  Punkte  a:=+l,  —1,  +-» — 

K  n 

Verzweigungspunkte.  Wir  denken  uns  dieselben  in  der  Ebene  der 
complexen  Variabelu  dargestellt  und  mit  kleinen  Kreislinien  Ä'j,  Ä2,  A3,  Ä'4 
umgeben,  zn  denen  vom  Nullpunkt  0  gerade  Linien  OA 1 ,  OA2,  OA^,  OA^ 
führen.    Die  längs  der  Kreise  K  genommenen  Integrale 


verschwinden,  wenn  sich  die  Radien  der  Null  nähern.    Denn  setzen  wir 
x=  ±  1 — re^^ ,  so  wird  das  Integral  längs  der  Kreise  Ä\  und  K^  gleich 


l/(±2— rtf*^fl— ^2(±l-^r^'^^] 


1  % 

und  setzen  wir  o:  =  ±    —r^,  so  wird  das  Integral  längs  der  Kreise 

K^  resp.  K^  gleich 


§9]  53 

-•l/r  /      ,7— -T- — ^^...=., 

./o        1/  [l-(±  7-r«'*)iJ  (±2Ä-AVc'*) 

mithin  wird  für  r  =  0:  7^,  =  0,  /ir^  =  0,  Ik^  =  0,  Jk,  =  0. 

Nun  lässt  sich  jeder,  nur  den  Punkt  +1  einsehliessende,  von  0 
losgehende  und  dorthin  zurückführende  Integrationsweg  zusammen- 
setzen aus  dem  geradlinigen  Wege  OAi  und  einem  oder  mehreren 
Kreiswegen  K^;  es  hat  also  dann  unser  Integral  die  Form: 


^  7a:,  =  0  und  die  Wurzel  bei  w  Umgängen  71  mal  das  Zeichen  ändert 
D^r  Strich  am  Integral  bedeutet  den  geradlinigen  Weg.  Ist  also  n 
gerade,  so  wird  das  Integral  =  0;  ist  n  ungerade,  so  wird  es  gleich 

dx 


a;»)  (1— *2x2) 


2  # ^z,         —  2K 

/  !  ]/(i-x^){i-k^x'^) 


Ebenso  wird  das  Integral  auf  einem  den  Punkt  —1  nmal  umschliessen- 

den  von    0  bis   0  gehenden  Wege  der  Variabein  =  0,  wenn  n  eine 

gerade,  und  =  — 2K,  wenn  71  eine  ungerade  Zahl  ist. 

Setzen  wir  femer  in  das  Integral 

1 

*  dx  ^ 1 


ff 


(  I  ]/(l—x^){l—k'^x^)  1/(1— Ä'2:r2) 

80  erhalten  wir 

dx  — i  dz 

1/(1— .t2)  (i^Wx^  ~  i/(T^'^(i^^^2^)' 

folglich 


J 


\/{l—x^)  (1—k'^x^) 


Nun  können  wir  das  Integral  für  einen  den  Punkt  -   umschliessenden 
Integrationsweg  von  0  bis  0  ersetzen  durch 

/*  dx 

Jetzt  bilden  wir 
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n       dx 

./o  I    y^^~^^  (1— Ä*a:2) 

und  erhalten,  da  /o^,+/4,o  =  0,  Ik^  ™0,  /ir3=0, 

1 

/**  dx 

Ein  nur  den  Punkt  --  nmal   nmschliessender  Integrationsweg  ergiebt 

also  für  das  Integral  den  Wen  0,  wenn  n  gerade,  und  den  Wert 
2Ä^— 2Ä''/,  wenn  n  ungerade  ist    Ganz  ebenso  folgt  für  den  vierten  Punkt 

— -  der  Wert  0  resp.  — 2ir+2if'i,  je  nachdem  n  gerade  oder  ungerade  ist. 

K 

Jeder  beliebige  Integrationsweg  von  0  bis  zu  einem  Punkte  x 
kann  nun  ersetzt  werden  durch  eine  Reihe  geschlossener  Wege,  welche 
jeden  der  Verzweigungspunkte  nur  einmal  umgehen,  und  durch  den 
geradlinigen  Weg  von  0  bis  x.    Es  ist  allgemein: 

8)        /     ,  äx_^^  _  ii2K+n\2K—2K'i)±  /  ,_       ^  -=rz, 

worin  n  und  (i*  positive  oder  negative  ganze  Zahlen  sind  und  das 
Vorzeichen  des  letzten  Integrals  von  dem  Vorzeichen  abhängig  ist,  das 

die  Function  /(l — x^)(X — k^x'^)  bei  der  letzten  Rückkehr  nach  0  an- 
nimmt Das  positive  Vorzeichen  kehrt  wieder,  wenn  (i  und  ii*  entweder 
beide  gerade  oder  beide  ungerade  sind ;  und  diese  beiden  Fälle  lassen 
sich  vereinigen  zu  der  Gleichung: 

mithin,  wenn  wir 


/*"  dx 

J\  ]/(i-x^){i-i 


setzen, 

1 1)  sn(tt + m .  ^K+rnf .  2K*i)  =  sn  u, 

übereinstimmend  mit  der  ersten  Gleichung  5)  oben.  Hiermit  ist  die 
doppelte  Periodicität  der  Function  snu  ganz  allgemein  be- 
wiesen, und   es   ergiebt   sich   hieraus   die   allgemeine  Gültigkeit  der 


r 
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^ormelD,  welche  im  vorigen  Paragraphen  auf  die  doppelte  Periodicität 
der  Fanctionen  snu,  cnu,  Anu  geführt  haben. 

Setzt  man  in  der  ersten  Gleichung  1),  in  der  zweiten  Gleichung 
3)    luid  in  der  dritten  Gleichung  4)  w  =  0,  so  folgt: 


12) 


j    sn(2/nÄ^+2;n'A^'i)  =  0, 


cn[(2m+l)Ä^+2m'A^'j]  =  0, 
I    dn  [(2m +1)K+  (2m'  + 1 )  KU]  =  0. 

^i^  Gleichungen  2)  geben  ftlr  m  =  0: 

f    sn[2mÄ'+(2m'+l)Ä''j]  =  ^, 
13)  cn[2mA'+(2m'+l)Ä''«]  =  'v, 

I    dn[2mÄ'+(2m'+l)A''<J=-'x. 

Jede  der  drei  Functionen  snt^,  cni^,  dnu  verschwindet  für  unendlich 

'^iele  Werte  des  Arguments ;  infolge  der  Gleichungen  13)  existiren  un- 

^xidlich  viele  Werte,  für  welche  jede  der  bemerkten  Functionen  keinen 

Endlichen  Wert  mehr  hat,  und  zwar  findet  dieses  bei  allen  drei  Func- 

ttonen  für  dieselben  Werte  des  Arguments  statt. 


2K.>tKi  ^Ki     d^i  d6f Ifi 


sau 


cnu 


2Kf>rK'i 


£tdC\ 


iKTi 


Zieht  man  in  der  Ebene  der  complexen 
Variabein  u  verticale  Parallelen  im  Abstand  4if 
und  horizontale  im  Abstand  21^,  so  erhält  man 
das  PeriodenparallelograramO,  4Ä^,  4Ar+2Ar'/, 
2Ä\'  für  die  Function  sn  u.  Die  Punkte,  in  denen 
snu  verschwindet,  sind  durch  Nullen,  die,  in  denen 
de  unendlich  ist,  durch  das  Zeichen  oc  markirt 
In  jedem  solchen  Parallelogramm  nimmt  die 
Function  snu  alle  möglichen  Werte  an.  Jedem 
Puncto  A=  u+vi  des  ersten  Parallelogramms  ent- 
sprechen diePunkte^=w+4A:+w\^=w+«''*+2Af'i 
und  D  =  u+4K+vi+2I^'i  der  benachbarten  Pa- 
rallelogramme, für  welche  die  Function  sn  denselben  Wert  hat  Das  Ana- 
loge gilt  in  Bezug  auf  das  Periodenparallelogram  m  0,  4ä;  6  Ar+ 2  A^i,  2Ä^+ 2  AT'/ 
für  cnu  und  in  Bezug  auf  das  Periodenparallelogramm  0,2Ä;2Af+4Ä^/,4Ä''/ 

für  dnu. 

Aus  den  vorigen  Untersuchungen  ergiebt  sich,  dass  die  drei  ellip- 


dnu 
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tischen  Functionen  snu,  cnt/,  inu  eindeutige  Functionen  der  com- 

plexen  Variabein  u  sind.    Die  Methode  des  Beweises,  wie  er  n.  a.  in 

Schlömilch's    Compendium  II,   2,  Aufl..  j86 — jgi  dnrchgeftthrt  ist, 

^^  

ist  folgende.  Wird  das  Vorzeichen  der  Wurzeln  in  —  =  ^\ — x^\/\—k^x^ 

ftlr  den  Anfangs  wert  festgesetzt,  so  könnte  snu  nur  fttr  die  singulären 

Werte  a:=  +  l,  — 1,  +7:'  —  r  die  Eindeutigkeit  verlieren.    Wir  müssen 

also  zunächst  in  dem  ersten  Periodenparallelogramm  diejenigen  Punkte 

der  Variabein  u  bestimmen,  für  welche  snw  =  ±1  oder  ±-    wird. 

Nach  13)  in  §  6  ist 

^nK  =  1, 

mithin,  da  2Aft  eine  Periode  von  sni^  ist,  auch 

sn(Ä^+2Ä''i)  =  l; 

femer  folgt  aus  der  ersten  Gleichung  11)  §  7,  wenn  wir  dort  w  =  if, 

m  =  1  nehmen, 

sn3Ä  ==— 1, 
also  auch 

sn(3Ä^+2Ä^i)  =  — 1; 

und  endlich  giebt  die  erste  Gleichung  14)  §  8,  wenn  wir  zuerst  u  =  iT, 

dann  u  =  SAT  setzen, 

sn(Ä^+Ä^'i)  =  sn(Ä^+3Ä^'0  =^y 

snOiC+Ä^'O  =  sn  (3ä^+3ä''0=  — |  • 

Wenn  wir  diese  Punkte  in  kleinen  Kreisen  umgehen,  so  ändert  snu 
seine  Eindeutigkeit  nicht;  denn  nach  11)  §  7  und  4)  §  9  ist 

sn(A'+M)  =  m{K+2ICi+u)  =  p^, 

sn(3Ä'+tt)         =  sn  (3  Ar+  2Ä^i+ w)  =  — ^- » 
m{K-\'KH+u)  =  sn(Ä'+3Ä^i+w)  =    ^" 


sn(3/r+Ä''i+M)  =  sn(3Ä'+3Ä''f+tt)  = 


kenu 

Die  rechten  Seiten  bleiben  aber  fUr  alle  u^  deren  absoluter  Betrag 
[u]<c(,  wo  d  eine  beliebig  kleine  Grösse  ist,  eindeutig,  mithin  auch 
sn  u  in  der  Umgebung  der  singulären  Punkte.  Wegen  der  PeriodicilÄt 
der  Function  snt«  dürfen  wir  nun  schliessen,  dass  diese  Function  fttr 
alle  Werte  des  Argumentes  eindeutig  ist. 
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Was  die  beiden  andern  Functionen 

cnu  =  l/l-~8n2M,  dnw  =  l/l— Ar^n^w 
ab  Functionen  von  u,  nicht  von  snu  betrachtet,  betrifft,  so  könnte 
deren  Eindeutigkeit  nur  dann  aufhören,  wenn  resp.  snu  —  ±  1  oder 

8nu=4--  wttrde.    Es  ist  aber  leicht  zu  sehen,  dass  cnu  seinen  Wert 
k 

nicht  ändert,  wenn  man  die  Punkte  ä;  K+2K'i,  3ä;  3K+2KH  in  kleinen 

Kreisen  umgeht,    und   ebensowenig  dnw,  wenn  die  Punkte  K+K'i^ 

^+U%  ZK+K%  ^K+ZK*i  umkreist  werden.    Die  Functionen  cum  und 

do»  sind  also  ebenfalls  eindeutige  Functionen  von  u. 

Für  das  Folgende  ist  nun  von  der  grössten  Wichtigkeit  zu  zeigen, 

^s  das  Verhältnis  der  beiden  Perioden  der  elliptischen  Functionen, 

K'i 

^r  niemals  reell  ist.    Dieser  Beweis  lässt  sich,  wie  A.  Pringsheim 

»Ueber  einen  Fundamentakaiz  atis  der  Theorie  der  elliptischen  Func- 
tionen", Clebsch  Ann.  XXVII,   i^i,  i886)  gezeigt  hat,  auf  folgende 

elementare  Weise  führen.    Es  ist  nur  zu  beweisen,  dass  das  Verhältnis 

Vi 

ö^  nicht  reell  und  rational  ist;  denn  dass  es  nicht  reell  und 

ii^commensurabel  ist,  folgt  aus  dem  allgemeinen  Satze :  „Eine  ein- 

i^utige  doppeltperiodische  Function  muss  bei  einem  incommensurablen 

^Uen  Perioden  Verhältnis  entweder  constant  oder  total  unstetig 

sein*  (Briot  et  Bouquet,  „Theorie  des  fonctions  elliptiques",  2,  ^d, 

p.  231  et  2J2), 

K*i 
Wäre  nun  ^^^ein  rationaler  Brach,  dessen  Zähler  und   Nenner 

alsdann   relativ  prim  vorausgesetzt  werden  können,  so  mttsste  dieser 

Brach    eine    der  drei  Formen  annehmen:  a)  — - —   oder   b) 


2n  '    2n+l 


oder  e)  r — TT  oder  es  wäre: 
^  2«+l 


a)  2nÄ"i  =(2w+1)2A; 

b)  (2n+l)Ä:*i  =  (2m+l)2A^, 

c)  (2n+l)Ä^/  =  4»iÄ: 
Aus  der  ersten  Form  a)  würde  folgen: 

sn  (w+2nÄ"0  =  sn  (w+4wÄ +2Ä'), 
also  mit  Rücksicht  darauf,  dass  ^K^i  und  iK  Perioden  sind, 

8nM  =  sn(M+2Ä'), 
was  der  ersten  Gleichung  9)  widerspricht    Der  Fall  b)  wttrde  ergeben 

sn(M+2nÄ^2+Ä''i)  =  sn(M+4mÄ'+2A^ 
oder 
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gn  {K'i)  =  811(2  AI, 

was  unmöglich,  da  nach  der  ersten   Gleiehnng  13)  sii(A^O  =  ^  i^- 

Ans  dem  Fall  e)  endlich  liesse  sich  folgern: 

8n(w-f  2niPi+A^0  =  sn(4/wA0, 
oder 

sn(Ä''0  =  O, 
was  ebenfalls  nnriehtig.   Daraus  ergiebt  sich,  dass  das  Periodenverhältnis 

^-Tjr  nicht  reell  sein  kann. 

In  allgemeinerer,  der  Theorie  der  AbeVschen  Functionen  ent- 
sprechender Form  ist  der  Beweis  dafür,  dass  das  Periodenverhältnis 
eomplex  ist,  gegeben  von  B.  Riemann,  „Theorie  der  AbeV sehen 
Functionen*',  §  21,  Grelle  /.  UV,  14$,  und  für  die  elliptischen  Func- 
tionen specialisirt  von  C.  Neu  mann,  „Vorlesungen  über  Riemann' s 
Theorie  der  AheV sehen  Integrale'*,  /.  Atifl,  186^,  j68  u,  j6p,  und  von 
Königsberger,  ^^  Vorlesungen  über  die  Theorie  der  elliptischen  Func- 
tionen", p,  2p^ — 2p p.  Noch  femer  liegende  Methoden  benutzt  Fuchs, 
,,Sur  quelques  propri^täs  des  i^itögrales  des  (fquatiofis  diff^entieUes 
auxquelles  satisfont  les  modules  de  p&riodicit^  des  integrales  elliptiques 
des  detix  premieres  especes**,  Grelle  J.  LXXXIII,  ij  sq.  Einfacher 
sind  die  Beweise  von  Ch.  M6ray,  ,,Sur  Vexistencc  effective  des  deux 
pöriodes  des  fofictions  elliptiques**,  A?jn,  de  Vtx,  Norm,  (j)  I, 
lyy — 181,  1884;  W.W.  Johnson,  „The  imagifiary  period  in  elUptic 
functions**,  Sylvester  Am,  J,  VI,  246 — 25J,  1884,  M.  Falk,  „Beweis 
eines  Satzes  aus  der  Theorie  der  elliptischen  Ftmctioften** ,  Act,  Math, 
VII,  Heß  2, 

Es  ist  der  Versuch  gemacht  worden,  den  Verlauf  der  Functionen 
snt^,  CUM,  dnu  geometrisch  darzustellen,  in  einer  Arbeit  von  Bertram: 
„  Ueber  die  Flächen,  welche  den  Verlauf  der  elliptischefi  Functionen 
versinnlichen  können**,  Pr,  Berlin  1861,  Die  Function  /{x+iy)  = 
Ä+iV  wird  in  der  Weise  dargestellt  dass  im  Puncto  xy  der  xy-Ehene 
einmal  JT,  als  z-Coordinate  errichtet,  eine  (reelle)  Fläche,  und  F  ebenso 
eine  zweite  (imaginäre)  Fläche  giebt.  Analoge  Betrachtungen  enthält 
ein  Programm  von  Paul  Peters:  „Darstellung  elliptischer  Functionen 
durch  Flächen**,  Königsberg  i,  Pr,  188 j. 

I  10.    Das  Additionstheorem   fttr  yu.    Imaginäres  Argument.  Perioden  der 

Function  9U. 

Am  Schlüsse  des  §  6  war  die  Beziehung  zwischen  der  Function 
snu  und  der  von  Weierstrass  eingeführten  Function  ^u^  die  der 
Differentialgleichung 


/ 
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OO 


^  \^)    =  <^  «<)' =  ^^•«*-^«^"— ^3  j^^, 

genügt,  hergeleitet  worden.  Jetzt  wollen  wir  zeigen,  dass  diese  Func- 
tion fm  ein  Additionstheorem  besitzt,  d.  h.  dass  sich  p(u+v)  ra- 
tional durch  pUy  pVj  p*u^  p'v  ausdrücken  lässi  Wir  setzen  dabei  voraus, 
das«,  wenn  es  eine  Function  x  =  g)(u)  giebt,  die  der  Differentialgleichung 


(: 


f)'-«^' 


genügt  und  so  beschaffen  ist,  dass  für  i^  =  0  g>(0)  =  Xq  und  g>\0)  =  \/B(xo) 
^ird,  diese  Function  die  einzige  derartige  der  Differentialgleichung 
S^nttgende  Function  ist 

Um  das  Additionstheorem  fttr  unsere  Function  pu  zu  erhalten, 
benutzen  wir  die  am  Schlüsse  des  §  5  bei  der  Transformation  auf  die 
Weierstrass'sche  Normalform  gewonnenen  Formeln.  Wir  nehmen 
jetzt  R(x)  vom  dritten  Grade,  setzen  also  dort  A  =  0^  so  dass 

2)  Rix)  =  4Bx^+6Cx^+AB'x+j4' 

wird.    Nun  war  nach  Gleichung  6)  und  7)  in  §  5: 

Qx  \/R^)]/R(x^)+2Bxxo(x+Xo)+ßCxxo+2B'(x+Xf;)+A'     .^ 

worin  xq  eine  willkürliche  Constante  und  s=^oc  {\lr  x=^xq.    Durch 
diesö  Substitution  wurde 

.V  dx  ds 

V 


5) 


wo  jetzt 

Die  Differentiale  in  4)  setzen  wir  =  du  und  bezeichnen  x  als  Func- 
tion von  u  mit  pu,  und  fttr  u  —  0  sei  o;  =  o^o  =  p{v\  wo  v  eine  Constante  ist. 
Femer  wird,  wenn  wir 

R(y)  =  4^y»+6öy2+4^y4.^' 

setzen  und  jetzt  die  willkürliche  Constante  der  Transformation  y=yQ 
=  oc  nehmen,  nach  Gleichung  11)  in  §  5,  durch  die  Substitution 
6)  s  =  By+iC 


das  Differential  -pJ^  ebenfalls  ttbergeftthrt  in  -,     ~^    -=z^  und  zwar 

\/R(t/)  ^  \/^-ff2s—gz 

wird  jetzt  s  =  oc  fttr  y  =  oc. 

Nun  setzen  wir 

7)  S'^s  =  By+iC 

und  erhalten 
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« 

\/R{x)       \/R{y) 
mit  der  Bedingnng,  dass  y=oc  fllr  aro  >?>  <x .    Durch  Elimination  von 
s  ans  3)  and  7)  ergiebt  sich  aber: 

8)  y  = —_^^ — 

Nach  dem  vorigen  wird  für  m  =  0  y  =  x^=p{v)  und  \/R(y)  =  p\v),  Be- 
trachten wir  aber  die  Function  p(u+v%  so  wird  fttr  u  =  0  auch  diese 

Function  =^p{v)  und  \/Rp{u+v)  =p\v);  mithin  muss  (da  es  nach  unserer 
Annahme  nur  eine  solche  der  Differentialgleichung  genügende  Func- 
tion giebt) 

y=p(u+v) 
sein.    Wir  haben  also  nach  8) 

jp^u-^-v)—  -      -        -2(pu—pv)'^ 

wo 

R{p)  =  4Bpi+6Cp^+4B'p+j1f 
ist. 

Nun  setzen  wir 

was  mit  den  Gleichungen  5)  verträglich,  so  erhalten  wir  die  besondere 
Function  pu ,  die  wir ,  wie  schon  oben ,  durch  das  characteristische 
Zeichen  ff^u  bezeichnen.    Die  Formel  9)  wird  dann: 

/    1    ^        —P'u.fff'v+2f^fui^v(pu+iffv)—ig^{!tfu+fffv}—g:i 
^        ^  2(pn — pv)^ 

oder 

in^  .,/,.j.,A       ''2i(f,^upi}—\g-i){m+pv)—g^—irfWv 

2(fm — j^y)2 
( WeierstrasS'Schwarz,  Formeln  etc.  12,^)    Dieses  ist  das  Additions- 
theorem für  die  Function  ^u. 

Bisher  war  die  Function  pu  nur  als  Function  eines  reellen  Argu- 
mentes betrachtet  worden.    Setzen  wir  in  die  Differentialgleichung 

XU  für  u  und  bezeichnen  die  entsprechende  Function  mit  ip^  so  erhalten  wir 

und  wenn 

F«  =  — ^i 
gesetzt  wird, 
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(' 


Daraus  folgt,  dass  F2  wieder  eine  p-Fnnetiou,  aber  mit  der  Invariante 
"~^3  ist,  oder  dass 

P2  =  P(^  I  ^2,-^3)  =  —P\' 

Be^zcichnen    wir  nun  pi  mit  p(ui  |  g^^^)^  so  wird  diese  Function  mit 
TexMx  imaginärem  Argument  definirt  durch  die  Gleichung 

11)  l^(w«  I  ^2^3)  =  — F(w  I  g2r-9z)j 
Qixd  zwar  als  reelle  Function  des  reellen  Argumentes  u. 

Durch  Differentiation  nach  u  ergiebt  sich  aus  dieser  Gleichung 

12)  ifp\ui  I  ^21^3)  =  — P'(w  I  ^2,-^3) 

P'(tt«  I  ^2,^3)  =  ip'iu  I  Qi—g^)' 
P^^iaus  sehen  wir,  dass  das  Additionstheorem  10)  auch  fttr  rein 

^•^^^aginäre  Werte  gilt;  denn  setzen  wir  ui  für  u  und  vi  für  v,  so 

^^^■^dert  die  linke  Seite  der  Gleichung  10)  das  Vorzeichen,  die  rechte 

^^ite  aber  auch,  da  +^3  fttr  — g^  und  p*ufp'v  an  Stelle  von  — p*uf(f*v  tritt. 

Nun  definiren  wir  mit  Httlfe  des  Additionstheorems  10)  die  Func- 

^On  p  auch  fttr  complexe  Argumente,  indem  wir  (w  und  v  reell  an- 

^^Dommen)  setzen: 

^nd   wir   haben   nun   nur   noch   zu   zeigen,   dass  diese  Function  der 
iDifferentialgleichung 

genttgt.  Dies  folgt  aber  aus  der  Gleichung  8),  ans  der  der  Ausdruck 
fttr  jp  (tt+v)  gewonnen  wurde.  Sehen  wir  hier  y  einmal  als  Function 
von  X  und  dann  als  Function  von  x^  an,  so  erhalten  wir  fttr  die  Ab- 
leitungen die  Formen: 

8^  \/Rx 

Ans  der  Symmetrie  der  Gleichung  8)  in  Bezug  auf  x  und  x^  folgt  aber, 
dass  bei  Yertauschung  von  x  mit  x^  die  Function  ^1  übergeht  in  ^ 
mit  demselben  Vorzeichen.    Wir  erhalten  also,   wenn   wir  resp.   mit 

\/Rx  und  ]/Rxfi  multipliciren  und  beide  Gleichungen  substrahiren, 
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In  unserem  Falle  ist  nun 

also 


oder 


dp{u+vi)     ßpiu+vi)  _ 
du      "^'      dv        ~^- 


Dies  ist  aber  die  Bedingung,  dass  fff(u+vi)  nieht  nur  Function  vc 
und  vij  sondern  auch  von  u+vi  ist    Man  hat  nun 

dU=      .  r7 

y^P^  (u+my^giPiu+vii—gz 

d^p(u+vi) 

läv  =    . ^^ » 

V^P^iu+vi)—gtp{u+vty—gs 

mithin 

d(u+vi)  —    ,  1 

V  ^PKu+vi)—g2p{u+vi)—g^ 

was  zu  beweisen  war. 

Wir  können  uns  nun  ein  Bild  von  dem  Verlauf  der  fttr  alle  rec 

und   complexen  Werte  des  Argumentes  definirten  Function  mae 

In  die  Gleichung  24)  des  §  6: 

14)  Pu  =  e^+      ^^"^ 


sn«(l/^i— ^3«) 
die  für  reelle  u  gewonnen  wurde,  setzen  wir 

SO  erhalten  wir,  da  sn^A^  «^  1  ist, 


W^l— ^3/ 


mithin  nach  26)  §  6,  wenn  wir  für  wi  <o  setzen, 

15)  (o  — -^— ■ 

Vex—e^ 

Setzen  wir  nun  in  Gleichung  14)  t/+- für  w,  so  wird 

l/«l— «3 
P{u+  , -)  =  tf3-f 


l/<5i— «3  sn2(2ir+  t/^i— ^3U) 

oder  da  nach  9)  §  7 

snK2A'+u)  =  sn^M 
ist, 


18)  (^ 


u    =0 
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also  nach  15) 

16)  iff(n+2co)  =  pu, 

r     ^ 

we Grösse  2o)=  2  /    ~7~; ^—    ist  also  eine  reelle  Periode 

dcf  Fonctioii  pt^.    Da  nun,  nach  61.  25)  §  6,  fpu  eine  gerade  Function 
H  80  haben  wir 

17)  F(tt+2ncö)  =  pM 
jedes  ganzzahlige  positive  oder  negative  n. 

Soll  nun  die  Function  fp(u\  die  der  Differentialgleichung 

-^  )  =  ^fp^u—g^pu—g^  =  4(|^M— ^iX^M— ^2)(l^— ^3) 

S^i^ttgt,  eine  reelle  stetige  Function  von  ti  sein,  so  müssen  ihre  Werte 
zischen  tx  und  oc  liegen ;  denn  die  Gleichung  18)  zeigt,  dass  sowohl 
ii^  dem  Falle,  wo  ^t,  ^j,  ^3  reell,  als  wo  e^  reell,  ^2  ^^^  ^9  conjugirt 
iniaginär  sind,  ein  Hinttbertreten  von  pu  in  ein  anderes  Intervall  (ausser 
^  ...^1)  das  Quadrat  der  Ableitung  negativ,  diese  selbst  also  imaginär 
i&Hchen  wtLrde.  Für  w  —  0  ist  pu=  (x  und  fttr  tt=  ia>  ist  pu  =  eu 
dso  nimmt  pu  für  reelle  Argumente  zwischen  u  =  — co  und  m  =  +a> 
alle  möglichen  Werte  an. 

Fttr  rein  imaginäre  Werte  war 

p(ui)  =  —Piu  =  —p{u  I  g^,—gz). 
Wenn  g^  negativ  werden  soll,  so  folgt  aus  den  Gleichungen  21)  §  6: 

dass  alle  drei  Wurzeln  ihr  Vorzeichen  ändern  müssen,  dass  also,  da 
*i>^2>^s  ^ftr,  an  die  Stelle  von  ^i,  e^^  e^  resp.  die  Grössen  — ^3,  — ^j,  — e^ 
treten,  co  war  der  kleinste  Wert,  für  den  pu  =  e^  wurde ;  jetzt  sei  ö 
der  kleinste  Wert,  fttr  den 

Pitt  =  —^3 
wird.    Dann  ist,  da  p{ — ui)  =  p(ui)  =  — P\U  ist,  pc5  =  e^  und 

j^(Mt-f  2cöO  =  — Fi(tt+2c5)  «=  — |i>|W  =  p{w\ 
also  existirt  fttr  rein  imaginäre  Argumente  die  Periode  2c5/,  und  es  ist 
fttr  jedes  ganzzahlige  positive  oder  negative  m 
19)  9{ui + 2m(5i)  =  p{ui). 

Aus  den  Gleichungen  17)  und  19)  folgt,  wenn  man  u  =  0  setzt, 

p(2na>)  ==  oc,         p(2mdji)  =  oc. 
Jetzt  lässt  sich  zeigen,  dass,  wenn  w  ein  Wert  ist,  fttr  den  pu=^  oc^ 
stets  p(u+tv)  =  pii  ist    Lässt  man  nämlich  in  der  Formel  fttr  das 
Additionstheorem : 
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^^  '^  ^  2{pu—pvy 

V  gegen  einen  Wert  w  eonvergiren,  für  den  pu  =  oc  wird,  so  convergii 


p'v 


r -2  p\Ji\ ^? ^V 

— 1/4^ V— ^2  ^i'— ^3  _      V      4p^t; 4^V 


{pn—pvY-  {pu—pvf-  ^  /      pxis^ 


gegen  0,  und 

_(-5i)('+s) 


('-S' 


F(w+v)  = 


^y  (FW — i^t^)2 


gegen  #?m;  es  wird  also  p(m+ii;)  =  j^m.  Mithin  ist  ein  jeder  Wert, 
für  den  die  Function  pu  unendlich  wird,  eine  Periode 
dieser  Function. 

Betrachten  wir  nun  die  Function 

9m       or/.u-/QA  —  2(^"  •  ^(^^—^Q'i)  ipa+p(ßi))—p'a .  p*{ßi)—g^ 
20)       p{a+ßi) 2Ti^^(^0p ' 

so  wissen  wir  zunächst,  dass  ein  jeder  Wert,  für  den  p(a+ßi)  =  oc 
wird,  eine  Periode  ist  Es  können  nun,  wenn  i?(a4-j?/)=  oc  ist,  fol- 
gende drei  Fälle  eintreten: 

1)  j?a==oc,  dann  ist,  da  p(a+ßi)  =  p(ßi)  ist,  auch  p(ßi)=zix. 

2)  p(ßi)  =  oc,  dann  ist  aus  demselben  Grunde  pa  =  oc.  In  beiden 
Fällen  ist  also  a+ßi  von  der  Form  2nw+2m(5L 

3)  sei  weder  pa  =  oc  noch  p(ßi)  =  oc ;  dann  kann  nach  dem  Aus- 
druck 20)  p(a+ßi)  nur  unendlich  sein,  wenn  pa  =  p(ßi)  wird.  Für 
reelle  Wurzeln  ei,  e^^  e^  ist  dies  unmöglich,  da  pa  zwischen  Ci  und  oc, 
p{ßi)  zwischen  e^  und  — oc  Hegt  Wenn  aber  nur  eine  der  Wurzeln 
{ex)  reel  ist,  so  können,  da  pa  zwischen  e^  und  oc,  p(ßi)  zwischen  ex 
und  — oc  liegt,  beide  einander  gleich  werden,  wenn  p{a)  =  p{ß%)  =  ei 
ist  Nun  wird  pa=ei  itir  a  =  (2n+i)c3 und p(ßi) = ei  flir ßi  =  2(m+i)(5i, 
also  p(a+ßi)  =  oc^  wenn  a+ßi  =  (27i+l)(D+(2m+i)c5i  Wir  formen 
diesen  Ausdruck  um,  indem  wir  schreiben 

(2« + l)cö + (2m  +  l)cöi  =  2(n— m)a> + 2(2w + 1)^^' ; 

^^    I    ^i^  * 

hier  setzen  wir  n — m  «  v,  2m+l  ==^,  — -  -  =  w*  und  erhalten 

a+ßi  =  2va}+2(icQ'. 
Wir  haben  also  folgendes  Resultat:   „Alle  Werte  des  Argumentes,  für 
welche  p(a+ßi)  =  oc  wird,  sind  enthalten  in  der  Form 

a+ßi=  2na)+2ma)\ 
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iro  €o'  =  mi,  wenn  e,,  «j,  «s  reell,  aber  m'  =  — - — ,  wenn  «i  reell  nnd 

^  and  ^  imaginär*.    In  dieser  Form  sind  zugleich  die  Perioden  der 
Fonetion  enthalten,  nnd  es  ist 

21)  p{u + 2nG) + 2ina5)  =  pu. 

Was  den  Znsammenhang  zwischen  den  Perioden  der  Function  pu 
nad  denen  von  snu  betrifft,  so  hatten  wir  oben,  61.  15), 

K 

CO—     / 

l/^l— «3 

ttberzengt  sich  leicht  davon,  dass 

22)  (ö  =      ^ 


^^nn  man  in  Gleichnug  14)  gz  in  — ^^g  verwandelt,  also  für  ^i,  ^2,  ^3  resp. 


^1 — ^8 


'31  — ^i?  — «1  setzt,  wodurch  k^  =  -^ — -  ttbergeht  in  hf^  =  - — ^  und 


— F(w«  I  ^i,ö'8)  —  Kw  I  il'i,  —^3)  =  —e^  +— ^  > ,^ 

%n^ex—ezujc) 

wird. 

Schliesslich   untersuchen  wir,  was  aus  unsrer  Function  pu  wird, 

wenn  wir  das  Argument  um  eine  halbe  Periode  vermehren.    Aus 

dem  Additionstheorem  folgt,  wenn  t^ «»  cd  und  pm  ^==  ex  gesetzt  wird, 

da  p*m  =  0, 

LOst  man  die  Klammem  anf  nnd  setzt  ^3  —  4«i'— ^t^i,  so  erhält  man 

*'^"+°'>^ 2(^-g0» 

oder  nach  Tilgung  des  gemeinsamen  Factors  pu — e^ 

^.  .  „V      2gi(y«+gi)— iya+2gi»        2gt(|>«— gl)— ig'it+  6gi» 

'<"+°'> 2(^5i=;;ö 2(;ii=^ö — 

und,  da  Zt)} — J^i  =  (^i— ^2)(^i— ^3)  ist, 

23)  p(|,+co)  =  ^,  +<?ill^lk=^). 

Fttr  die  halbe  imaginäre  Periode  haben  wir  wieder  zwei  Fälle  zu 
unterscheiden.    Sind  ^1,  e^^  e^  alle  drei  reell,  so  ist  co'^cot,  also 

pw'  «»=  p{m)  =  — Pic5  =  eg, 
and  man  erhält  dem  Obigen  analog 

24)  y(«+a>0.-.g^  +  <^»-^'^^^~^^ 
^  pu—e^ 

Setzt  man  hierin  u  =  €d,  so  wird 

Eaneperp  eUlpt.  Panctionen.    9.  Aufl.  5 
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und  daher 

(er-^iKet—ez) 


25)  F(m+cd+coO  — ^+ 


pu—e% 


Wenn  aber  e^  und  «i^  imaginär  sind,  so  ist  co' ««  -^ —    Da  nun  2o>^ 

eine  Periode  ist,  so  hat  man 

p(u+2a>0  =  PM,    Mtt+coO— F(« — a>0  -=  0. 
Ans  dem  Additionstheorem  folgt  aber 

p(u+a}')—p(u—a>')=  — .         — jr^  • 
^         '^  (pu—pa/)^ 

Da  dies  für  jedes  «  nnll  werden  soll  nnd  der  Fall ,  dass  pm'  =  oc 

wird,  ansgeschlossen  ist,  so  mnss  |9V  =  0  werden,  also 

(p'co')^  =  4(pa)'—ex)(p(X)'—e2)(p(o'—ez)  =  0. 

Wäre  nun  p(ö'  =  ^|,  so  wäre  pco'^^^pcoj  also  (»±oy  eine  Periode,  was 

nnmOglieh.    Daher  kann  pw*  nur  einen  der  beiden  imaginären  Werte 

e^  oder  e%  haben.    Es  ist  ans  dem  Additionstheorem  leioht  zu  ersehen, 

dass  in   p(?-+  ^ )  der  rein  imaginäre  Teil 


(CD  CÖ\^ 

negativ  sein  mnss.    Der  Uebereinstimmnng  mit  dem  Vorigen  halber 
nehmen  wir  nun  an,  dass  der  reelle  Teil  von  -r-  negativ  sei;  dann  ist 

nnd  p(a}+w')=e2.    Die  obigen  Formeln  24)  nnd  25)  bleiben  also  aneh 
in  dem  Falle,  wo  nur  eine  Wurzel  reell  ist,  bestehen. 

Da  die  rechten  Seiten  der  Gleichungen  23)  bis  25)  ungeändert 
bleiben,  wenn  — u  für  u  gesetzt  wird,  nnd  da  links  p(— tt+«)=F(u — a) 
ist,  so  ergeben  sich  fttr  die  Aenderung  des  Argumentes  um  eine  halbe 
Periode  folgende  sehr  wichtigen  Formeln: 

^  -^   '    ^  pu — ei 

26)  l  p(»±a>W3=<^»-^>^-^>. 

PU"    c?3 

P(«±(«>+a,0)-e,  =(^-^)  (^-I^> . 

pu — ^2 

(WeierstrassSckwarz,  Fannein  i^,J. 
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Dritter  Abschnitt. 


f  11*   Dttrstellimir  elllptiselier  Fnnctioiieii  in  Form  nnendlicher  Prodnote« 

In  den  Gleichungen  12)  und  13)  des  §  9  können  m  und  mf  alle 
P<>^tiTen  and  negativen  ganzzahligen  Werte  annehmen,  es  existirt  also 
eine  doppelt  unendliche  Reihe  von  Werten,  fUr  welche  snu,  enu  und 
da  14  verschwinden  oder  unendlich  werden.  Dass  diese  Functionen  fUr 
keine  andern  Werte  verschwinden  oder  unendlich  werden  können,  folgt 
Ä'is  einem  von  Jacobi  (Ges.  Werke  II,  32)  bewiesenen  allgemeinen 
^tze,  dass  nämlich  eine  Function  einer  Variabein  nicht  mehr  als 
iWei  Perioden  haben  kann.    Wir  stellen  nun  Producte  auf,  in  deren 

^aetoren  von  der  Form  1 die  Quantität   a  alle   die  Werte  der 

Argumente  annimmt,  welche  auf  den  linken  Seiten  der  Gleichungen 
12)  und  13)  des  §  9  vorkommen.  So  gelangen  wir  zu  unendlichen 
Boppelproducten,  welche  sich  durch  Einftthrung  trigonometrischer  Func- 
tionen auf  einfache  unendliche  Producte  reduciren  lassen.  Es  ist  dieses 
ein  ähnliches  Verfahren  wie  das  von  Euler  (Introductio  in  Analystn 
Infinüorum  I,  cap,  IX)  befolgte.  Es  lassen  sich  nämlich  die  Gleichungen 
aafttellen: 

8nti  =  ^9  cnu=^»  dntt=^7 

wo  mit  Uu  ll\^  11%  Functionen  von  u  bezeichnet  sind,  die  für  dieselben 
Werte  verschwinden,  für  welche  die  Functionen  links  verschwinden,  und 
mit  V  eine  Function,  die  für  dieselben  Werte  verschwindet,  fUr  welche 
die  Functionen  links  unendlich  werden.    Enthält  eine  der  Functionen 

einen  Factor  von  der  Form  1  — 1  so  kann  dieser  Factor  nur  linear 

a 

vorkommen.    Nach  der  ersten  Gleichung  15)  des  §  6  ist  nämlich: 

—TT-  =  CUM  .  onu. 
du 

Verschwindet  nun  snu,  so  reducirt  sich  die  rechte  Seite  der  vorstehen- 
den Gleiehung  auf  die  Einheit  Es  können  also  snu  und  — —  nicht 
für  dieselben  Werte  von  u  verschwinden,  d.  h.  die  Gleichung  sn  u  =  0 

kann  einen  Factor  1 nur  linear  enthalten.    Die  Gleichung  für  — 5— 

a  °         au 

5* 
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läHst  sich  wegen  der  Gleichungen  snu^=  -j  etc.  schreiben: 


^Il-ü  — 

du         ^  du 


ü^^—üi^  =  UJJz. 


Die  Functionen  U  und  —  können  nicht  gleichzeitig  yerschwinden,  da 

dieses  dann  auch  mit  U  und  U^  oder  ü  und  ü^  der  Fall  sein  mOsste, 
was  nicht  stattfinden  kann,  da  cn  u  und  dnu  nicht  für  dieselben  Werte 
des  Arguments  verschwinden  und  unendlich  werden  können.  Hieraus 
folgt,  dass  die  Gleichung  Ü=Q  keine  mehrfachen  Wurzeln  hat  Ganz 
auf  dieselbe  Art  folgt,  dass  die  Gleichungen  cntt"=0  und  dnu  =  0 

einen  Factor  ron  der  Form  1  —  nur  in  der  ersten  Potenz  enthalten 

a 

können. 

Das  im   Folgenden  einzuschlagende  Euler'sche  Verfohren  Iftsst 

sich,  ohne  der  mathematischen  Strenge  Abbruch  zu  thun,  leieht  dahin 

yervollständigen,  dass  man  fUr  den  gefundenen  Ausdruck  a;  =  8nu  den 

Nachweis  liefert,  dass  derselbe  wirklich  der  Gleichung: 

dx 

,  ■»  du 

|/(1— a:2)(l— A:2a;2) 

genügt  Dieser  Nachweis  lässt  sich  einfach  durch  Üetrachtungen  und 
Formeln  liefern,  welche  für  die  Theorie  der  elliptischen  Functionen 
selbst,  wie  man  dieselbe  auch  begründen  möge,  von  Wichtigkeit  und 
in  ihren  Anwendungen  fast  unentbehrlich  sind. 

Nehmen  m  und  m*  alle  ganzzahligen  Werte  an,  bedeuten  A^  B^  C 
Constanten,  so  lassen  sich  die  Functionen  snt/,  cnu,  önu  in  Folge  der 
Gleichungen  12)  und  13)  des  §  9  auf  folgende  Formen  bringen: 

1)  Buu^iri  //(l-  2mJ^+2m'R^^ ' 

3)  dn«  =  ^JJ  Jj(l-  (^^^)KH2m'+lw) ' 

Das  Zeichen  n  hat  die  Bedentang,  dass  in  dem  nachfolgenden 
eingeklammerten  Term  fttr  m  nnd  m',  unabhängig  ron  einander,  alle 
ganzen  Zahlen  von  — oc  bis  +  ''^  zn  setzen  sind  nnd  das  Prodnct  der 


wo 
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sSniKeheii  so  erhaltenen  Ausdrücke  zn  bilden  ist    Zur  Vereinfachnng 
des  Drucks  ist : 

nii  »*»tt  n  fi 

m  =  —00    m'= — 00 

gesetzt  In  der  Gleichung  1)  ist  die  Gombination  m  =  0,  m'  =  0  aus- 
zQscIiliessen  und  statt  derselben  der  Factor  u  zu  setzen. 

Unendliche  Doppelproducte  von  der  Art  der  Ausdrücke  auf  den 
reebten  Seiten  der  Gleichungen  1)  bis  4)  bilden  den  Gegenstand  einer 
^sehenden  Untersuchung  von  Eisenstein  in  der  Abhandlung :  „Ge- 
^*««^  Untersiuhung  der  unendlichen  Doppelproducte,  aus  welchen 
^^  elliptischen  Functionen  als  Quotienten  zusammengesetzt  sind*', 
Cr^^Ue  J.  XXXV,  ijj — 2^4,  auch  „Mathemat.  Abh.",  2ij^jj^.  Was 
die  weitere  Transformation  der  Doppelproducte  betrifft,  so  sind  im 
Folgenden  einige  Anmerkungen  der  erwähnten  Abhandlung  ß  c.  p,  igy 
^-    ^1^  zur  Anwendung  gebracht 

Die  obigen  unendlichen  Doppelproducte  lassen  sich  in  einfache 
I^oduete  transformiren  unter  Anwendung  der  beiden  folgenden  all- 
S^meinen  Gleiebungen: 

5)    sin(a+ftO  =  ^^ ^ (a+6i)  U^'-\-^)\ 

in  ^  1 


6)coB(a+ftO=^^ ^ 77  (1-/     \s  V        * 


=  n  v-i—vn 


deren  Herleitung  man  u.  a.  in   dem   oben   genannten  Werke  von  0. 
Biermann  (Theorie  der  analytischen  Functionen,  S.  j2j)  findet 

Zur  Vereinfachung  werde  in  den  Gleichungen  1) — 4)  rri=^r  gesetzt 
Es  ist  nun: 

QO  00  — ^  00 

]J<fiir+l)  -=]Jg^2r+l) .    Jj9>(2r+1)  ~JJq>(.2r—l)^—2r+l). 

r= — 00  r  =  0  r  =  — od  r=l 

Wendet  man  dieses  auf  den  in  der  Gleichung  4)  enthaltenen  Ausdruck 
U  an,  so  folgt: 

^=ri      11     y~  2m  K+  {2r—l)K'ijy~  2mK—{2r—l)  KiJ 

M=:~— OD        ••  :s  1 

Es  ist  nun  weiter: 

00  00 

ms— 00  m  =  l 

folglich: 
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OD 


7)  ü-  JjF(r\ 


r  =  l 


WO  zur  Vereinfachung  gesetzt  ist: 
^''^"V^     (2r— l)irvV^"*"(2r— 1)W     //     V2mK+(2r—l)Kn 

in  SS  1 

Da  nnn: 

u       _  2mJf+fl±tf  ^       2mK 
^2mK+a~    imK+a    ~  a 


2mK 

so  lässt  sich  der  Ansdrack  ftlr  F{r)  auf  folgende  Form  bringen,  w 
nnter  dem  Prodnctzeichen  11  der  erste  Factor  mit  dem  zweiten  i 
der  dritte  mit  dem  vierten  mnltiplicirt  wird: 


\        2mK       } 


(2r-l)ri        ^^,         ^ 


/(2r— pr^Y 
V     2mÄ^     ) 


(2r—m'i+u     YJ 
(2r— DAT'i    \^^ 


/(2f--4)ri+^V 


/(2f— DAr^iV 
V     2mAr     / 


Durch  Anwendung  der  Gleichung  5)  lässt  sich  der  vorstehende  A 
druck  von  F{r)  auf  folgende  Form  bringen : 

.      {2r—l)K'i—u      .      (2r—l)EH+u 
^,       ^^^^2^ «^^ 2Z— 


.      (2r—i)K'i  .      (2r— D/r-i 

sm  ^^ —  sin  jt- ^— 

2K  2K 

Setzt  man  in  Zähler  und  Nenner: 

2  sin  a  sin  6  =  cos  (a — b) — cos  (a+ft), 

so  wird: 

cos  -=z  — cos  jr  ^^ jr —        cos  jt z/- cos  -=z 

^  V  K Ä ^ K^ 

^^^^       ,             (2r— l)Ä^i        "~               (2r— l)Ä"i     ^ 
1 — cos  ^^^ — TT —  cos  ^  ^^ — —^ 1 

Da  nun: 

cos  a  I  =  — - —  > 

00  lässt  sich  der  Ausdruck  fär  F(r)  auch  schreiben: 
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8)       m ^ — F— 

Zur  Vereinfaehimg  der  Schreibweise  hat  J  a  c  o  b  i  folgende  Bezeichnung 
eingefllhrt: 

S^tzt  man  u  =  — »  bo  wird  die  Gleichung  8)  einfacher : 

y-(gf-i)— 2  COS  2a;+ g*^^       1— 2g^^^  cos  2a;  +^'"'^ 
^^^"^      ^(ar-il_2+g*'^^       ™  (1— ^*^^)^ 

^^^13  Gleichnng  7)  fttr  den  gemeinsamen  Nenner  unserer  drei  eUiptischen 
^^^metionen  nimmt  hierdurch  folgende  bemerkenswerte  Form  an: 

00 


10)  ü=  JJ 


__  1^  1— 2^g^^  cos2a;+^^*^' 

(1— g«^*)2 


Auf  dieselbe  Weise  lassen   sich  nun  auch   die  Zähler  der  drei 
Elliptischen  Functionen  darstellen.    In  dem  Doppelproducte  der  rechten 

^eite    der  Gleichung   1)   setze   man   m*  =»  r^  u  =  und  nach  9) 

—  SB — ^log^«    Das  Doppelproduct  nimmt  dann  folgende  Form  an: 
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-^^  -^-^  \       mx — rilogqj 


wo  die  Combination  m  =  0,  r  =  0  auszuschliessen  und  dafUr  der  Factor 
X  zu  setzen  ist    Da: 

11)  n  A'')  =  fd^^n  Ar)/l-r), 

r  =  — OD  r  =  l 

80  lässt  sich  das  bemerkte  Doppelproduct  auch  schreiben: 

12)    /7fi-^V/7^fi V-Yi zV-V 

-*-^  \       nutj     -*-*    -*j^   \       nut — rtlogg/\       mx+rtiogqj 

In  dem  ersten  Factor  ist  m  =  0  auszunehmen  und  dafür  x  zu  setzen. 
Wendet  man  in  Beziehung  auf  m  die  Transformation  11)  an,  so  geht 
der  Ausdruck  12)  ttber  in: 

wo: 
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V       rtlogqjll^  \       mjt+rtlogqJ\       mx—rtlogqj 

in  :=  1 

Darch  einfache  Transformation  folgt: 

^^^'^^         ri logg    •    /i     ^    /ri loggy    ^ 

^    /rtlogg— xy 
rt  logg — ^x      ^         \       nix      ) 
rilogq"  *  ^/^        ^     /ri log g"y~  ' 

Unter  Znziehang  der  Gleichong  5)  wird  einfacher: 

,     8in(rilog(y+a?)  «in  (ri  logg — x) y^g** — ^ 

'^'^^ "~      sinrtlogg         sinrilogg  .— r    ^ 


ÄuxTT 


y^ — 2coB2j;+g^ 1 — 2g^''C0B2a;+g*^ 

—        (^-^)2         —         (1— g»0» 

Mit  Rttcksicht  auf  die  Form  von  sinx  als  nnendliches  Prodnet  redneirt 
sich  der  in  13)  enthaltene  Ansdmck  auf: 

1 — ^2g^cos2jg  +  g*^ 

Dieses  ist  der  Zähler  von  sn  —  >  abgesehen  von  einer  Constanten  in 

Bedehnng  anf  x. 

2Kx 
Der  Zähler  von  cn —  nimmt  nach  2)  nnd  9)  folgende  Form  an: 

x+rtlogg 

n  n  y  (m+i)*— riiogj  ^  n  n  ~~n 


ras 


tlogg 


Da    JJ  ^(••+i>*  —  1  igt,  so  können  wir  fllr  dieses  Doppelprodnct 


web  schreiben: 
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x  +  rilofiq 
/       x+ri\ogq\    (m+i)Ä 

fj       ff    \        {fn+i)j€  ) ^ 

M±         IM.  TiXo^q 

«SS— 00       r  1=  — OD  /  •!  \     =- 

/       rilog^N  (m+i)^ 

nod  dieger  Aosdrack  redncirt  sich  wegen  der  Gleichung  6)  auf: 

co8(a:+rilogg) 


Ml       cos  (rt  logg) 

T  ^  —00 

d.  i  naeh  11): 

eoBxn   eo8(rtlogg+x)eos(rilogg— a:)^  ^^^^  ^l+2g^''C082x+g*^ 
"  cosrtlogg.cosrtlogg         °^  MM  (1+q^)^ 

Somit  igt  auch  der  Zähler  von  cn in  ein  einfach  unendliches  Pro- 

dnet  yerwandelt    Genau  auf  dieselbe  Art  lässt  sich  der  Zähler  von 
dn —  redudren.    Man  erhält  so: 

X 

J^       H  y{m  + 1)  jr  — (r  +  \)  ilog  q)  ~ 

m  =  — 00   r  =  — 00  ^  ^  i*^        o  »/^ 

^    a?+(r+i)  üogg 
ly  jy  (m+i)jr        ^    1^  cos[a?+(r+i)>logg]^ 

iiYi     ^     (r+i)ilogg  ^^   "  cos [(r+i)i logg] 

1 ; ; — r »*  =  — «> 

(m+i)jr 


00 


n 

r=l 


eos [(y^— i)  ilogg+a;]   cos [(r — |) t log q—x\  _ 
cos  [(r—i)i  logg]     '     co8[(r-4)ilogg]     ~ 


00 


Die  Zusammenstellung   der  vorstehenden    Resultate  gestattet  es, 

die  drei  elliptischen  Functionen  snu,  cnu,  dnu  für  u»» auf   fol- 

gende  Weise  durch  unendliche  Producte  zu  definiren: 

00       y^  o.      1  \  «  00 


14) 


2Kx 
sn 


j     ///l— ^^'^^V     .  rr    1— 2g^''cos2a;+g^ 

~  ^    V  \  1—^'"  /  ■  ^^°'*'       1    1— 2g^^~^cos2x+g*^-^' 


21:0; 
cn 


00         y^  o- t\   «  00 


—  »     rx/l— g^'^^y  jry-    l+2g^cos2a;+g^ 

~^    Y\  1+^'"/     ^^^"^    Vi— 2^''~'cos2a:+g*^*' 

dn  —         ^     f'ffklf^y  fTl+2q^^-^eos  2x+ql*^^ 
jr     "■         V  Vl+^^^V     1    1— 2^**^^008  2a:+g*^2* 
Zur    Bestimmung   der  Constanten  A^   B  und   C  setze  man    in    der 
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ersten  Gleichung  14)  x=:-i  in   den   beiden   folgenden  x  =  0.     D» 
snÄ'=l,  cnO  =  l,  diiO  =  l,  so  folgt: 

Die  Gleichungen  14)  werden  hierdurch: 

2Ex _  ^.^  ^  jYfl  +q^'"^y  IT    1— 2g»''eo82a;+g*^     ^ 

C082a:+^*'^*' 


15)     sn—^sinxlli^-^:^^^ 


QOy^  «-^\«         00 


16)     cn  —  =ooBxlf(--^^)  U  i_a^,^.eo8ax+(r-' 


00     r^  «-     IV«       00 


2A'x  JTr/'l— «'"'^'V  ril+2?*^'co88a:+ö*^» 


17)  dn— =    n [,^-^r.i)  n ^ 


r— J 


2g*''"^C082a:+(i^ 

Diese  Darstellungen  der  drei  elliptischen  Functionen  in  Form 
unendlicher  Producte  hat  zuerst  Jacobi  auf  ganz  anderem  Wege,  mit 
Hülfe  der  Transformation,  hergeleitet  ^i^t^wrf.  §3^  und  Ges.  Werke  1, 143). 
Abel  hat  in  seiner  berühmten  Abhandlung :  „Recherckes  sur  les/anctüms 
ellipitques**  (Grelle  J,  II,  154)  die  Darstellung  elliptischer  Functionen 
durch  unendliche  Producte  aus  seinen  genialen  Untersuchungen  über  die 
Teilung  der  elliptischen  Functionen  gewonnen. 

Die  Aufstellung  der  Gleichungen  15),  16)  und  17)  ist  auf  sehr  ein- 
fache Betrachtungen  basirt;  um  die  erhaltenen  Resultate  ganz  sieher 
hinzustellen,  bieten  sich  zwei  Wege  dar.  Man  kann  zuerst  die  Richtig- 
keit verschiedener  Annahmen,  welche  stillschweigend  vorausgesetzt 
wurden,  näher  begründen.  Durch  Anwendung  der  Gleichungen  fttr 
sin  (a  +  hx)  und  cos  (a  +  hi)  ist  die  Multiplikation  auf  den  rechten  Seiten 
der  Gleichungen  1),  2),  3)  und  4)  in  §  10  ausgeführt  worden.  Es  sind  bei 
diesem  Verfahren  die  Factoren  des  unendlichen  Products  in  bestimmter 
Reihenfolge  angenommen  worden,  wobei  nun  die  Frage  sich  darbietet,  ob 
eine  andere  Anordnung  der  Factoren  zu  anderen  Resultaten  führen  muss. 
Man  könnte  z.  B.  die  Multiplication  in  den  oben  bemerkten  Gleichungen  auch 
zuerst  nach  wt  ausführen.  Ohne  einige  Vorsicht  ergeben  sich  bei  diesem 
zweiten  Verfahren  Resultate,  welche  nicht  richtig  sind,  wie  Eisenstein 
in  der  oben  (S.  69)  angeführten  Abhandlung  nachgewiesen  hat  In  einer 
kurzen  Notiz  in  Grelle  J.  XXVII,  285  finden  sich  Relationen  zwischen 
unendlichen  Producten  aufgestellt,  welche  nicht  richtig  sind.  (Vergleiche 
hierüber  eine  Bemerkung  von  Jacobi,  Grelle  J.  XXX,  184.)  Nimmt 
man  die  Logarithmen  der  unendlichen  Doppelproducte,  z.  B. : 
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entwiekelt  diesen  Aasdnick  nach  Potenzen  von: 

u 

nnd  zwar  für  solche  Werte  von  u,  welche  eine  conrergente  Reihe  er- 
geben,  so  ist  der  Factor  von eine  Doppelsamme  von  der  Form: 


Hierbei  ist  die  Summe  nicht  anabhängig  von  der  Anordnang  der  zn 
sammirenden  Terme,  wenn  n  =  1  oder  n  «=  2  ist  Eine  AnsfÜhrang 
dieser  in  das  Gebiet  der  allgemeinen  Theorie  der  analytischen  Fanctionen 
gehörenden  Untersachang,  sowie  anderer  Untersachangen,  za  denen  die 
Gleichnngen  15),  16)  and  17)  des  vorhergehenden  §  Veranlassang  geben 
können,  mass  insofern  hier  angeeignet  erscheinen,  als  die  Einfachheit 
der  angewandten  Methode  darch  nachfolgende  weitläafige  Untersachangen 
gänzlich  illasorisch  würde.  Unter  diesen  Umständen  bietet  sich  ein 
zweiter  Weg  zar  weiteren  Behandlang  der  erwähnten  Gleichnngen  fast 
von  selbst  dar,  nämlich  die  Verification  der  gefnndenen  Resnltate. 
Man  kann  die  gefdndenen  anendlichen  Prodacte  anabhängig  von  ihrer 
Herleitong  als  beliebig  gegebene  Fanctionen  nehmen,  die  mit  z,  zy,  z^ 
bezeichnet  werden  mögen,  so  dass: 

oo  .,  .    «-   ,v«     00     .      ^  '*'*cos2a;+^ 


1Q^  •       fTA+^"'"'V  fr    1—2^'"' 

18)    z  =  sma://(^--j  II y^^ 


eo&2x+^-^ 


00      _  o^     ^v  o         OD 


19)    z.=  C08a.//^(-L-j  ^-^__^___^ 


«    /-  o«_t\  2        «> 


oft^    ,  _  y/A-g^^-^V  /7l+2g»''-^cos2a:+^-^ 

ist,  nnd  nnn  zeigen,  dass  umgekehrt  x  als  Function  von  z  durch  fol- 
gende Gleichung  bestimmt  ist: 

dt  2Kx 


1   l 


und  dass  die  beiden  anderen  Functionen  z^  und  z^  mit  z  durch  die 
Gleichungen  z(^=^\—z\  Z2^=l — kH^  verbunden  sind.  Diese  Be- 
trachtungsweise ist  zuerst  von  Heine  in  seinem  „Ahrtss  einer  Theorie 
der  elliptischen  Functionen**  (Grelle  J,  XXXIV,  122 — ij';)  ausgeführt 
worden.  Heine  nimmt  dabei  Untersuchungen  ttber  eine  sehr  allgemeine 
Reihe  zu  Hülfe,  welche  auf  unendliche  Producte  führt,  von  welchen  die 
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oben  bemerkten  nur  sehr  spedelle  Fälle  sind.  Man  kann,  ohne  den 
von  Heine  befolgten  Grandgedanken  wesentlich  zu  ändern,  zur  weiteren 
Behandlung  der  vorkommenden  unendlichen  Prodacte  mit  sehr  elemen- 
taren Httlftmitteln  zn  Werke  gehen,  wie  im  Folgenden  gezeigt  werden  soll. 
Zunächst  ist  der  ]N  achweis  erforderlich,  dass  die  unendlichen  Pro- 
ducte  in  den  Gleichungen  18),  19)  und  20)  endliche  Werte  haben.  Was 
die  Quantität  q  betrifft,  so  ist  dieselbe  ein  positiver,  echter  Bruch.  Das 
Integral : 


7    i/(i-<»)(i- 


K^fi) 


nimmt  zu  von 


n 

bis  zu  einem  unendlich  grossen  positiven  Werte,  dargestellt  durch 

dt 


wenn  k  von  0  bis  1  zunimmt  Da  ^'  —  l/l — k\  so  nimmt  V  dieselben 
Werte  wie  k  in  umgekehrter  Beihenfolge  an,  also  nimmt  das  Integral 

IC  ab,  von  einem  unendlich  grossen,  positiven  Werte  bis  -,  wenn  k  die 

Werte  von  0  bis  1  durchläuft.    Für  das  bemerkte  Intervall  nimmt  also 

K*  ^* 

jz  alle  positiven  Werte  von  oc  bis  0  an,  mithin  nimmt  q  =  e  —^£  zu 

von  0  bis  1.  Es  soll  nun  im  Folgenden  die  Quantität  q  der  einzigen 
Bedingung  unterworfen  sein,  dass  0  =  ^<1  ist  Was  die  Gonvergenz 
der  vorkommenden  Producte  betrifft,  so  ttberzeugt  man  sich  sehr  leicht 
von  derselben  durch  Anwendung  der  Logarithmen.  Es  geht  aus  der 
bekannten  Reihe  ftb*  log(l — z)^  wenn  man  darin  z=p(cosa:±tsina:) 
setzt  und  die  reellen  und  imaginären  Teile  vergleicht,  folgende  Formel 
hervor: 

21)         log{l—2pQOB2x+p^)  =  — 2  V  f^eoB2sx.     —l^p^l. 

Setzt  man  hierin  p  »=  q^""  und  p  =  q^''-^  und  bildet  die  Differenz  der 
erhaltenen  Gleichungen,  so  folgt: 

«  =  1 

Legt  man  r  alle  ganzzahligen,  positiven  Werte  bei  und  bildet  die 
Summe  der  so  erhaltenen  Gleichungen,  so  folgt: 
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22X  yi  1— 2g»C082x+g^     ^        *       1— 2g"-C082j;+g^ 


-2V 


^       0082^0; 


.=  xl+«' 


POr  x  ==  -  folgt  hieraus: 


00     ,..     ...  *(-!)•?• 


m      ..//(i^£,)'  -  ^  S 


'    i+g* 


Setzt  man  in  den  Gleichungen  22)  nnd  23)  -—x  8tatt  a;  und  — q  statt 
9)  80  gehen  dieselben  ttber  in : 

24^  V  loir     l+2g^^eoB2^+g^     „  1«^  yy    l+2g«''eos2a:+g^ 
^  ^^  ^  1— 2^«'^^cos2a:+^'^*  rii  1— 2^*''"*ö082a:+^^« 

_      'Ä        q*       COS  2  ja; 

-2  2di+(-g)'-7-' 

In  der  Gleichung  21)  nehpie  man  —p  statt  p,  ziehe  ron  der  so 
erhaltenen  Gleichung  die  Gleichung  21)  ab.    Es  ist  dann: 

*  cos  2  (2S'-l)x 


,      l+2/>cos2a;+p» ^   y  ^, 
^  l—2peoB2x+p'^        ^^ 


2s— 1 

Man  setze  hierin  p  =  g'^^"^^  lege  r  alle  ganzzahligen  positiren  Werte 
bei  und  bilde  die  Summe  der  so  erhaltenen  Gleichungen.   Es  ist  dann : 

26^     V  log ^+2g''^'cog2^+g*^^  ^  w  fr  ^+2g'''~^eos2a:+g^^^ 
^     ^   ^1— 2g^'-^cos2a:+^*^«        ^//  1— 2^^^^COs2a:+^*^* 

A  -y    g'*"^     cos2(2j— l)a;      ^^/   g^^  g^^    \cos2(2j— l)a; 

und  für  o;  — 0  folgt: 

Die  in  den  Gleichungen  22)  bis  25)  vorkommenden  Reihen  sind 
sämtlich  conrergent,  wenn  q<l  ist  Hieraus  folgt,  dass  die  un- 
endlichen Produete,  weichein  den  Gleichungen  18),  19)  und 
20)  Torkommen,  endliche  Werte  haben. 
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Vierter  Abschnitt. 


I  IM«    TraBsformAtloii  eines  nnendlichen  Prodnctg  in  e^e  QRendliohe  Beike« 
Unntellnnir  ^^^  elliptisclien  Functionen  dnroh  trigronometrische  Reihen« 

Es  sollen  nun  die  unendlichen  Prodncte,  welche  in  den  Functionen 
z^  zi,  z^  auftreten,  in  unendliche  Reihen  umgeformt  werden. 

Sind  fp{ä)  und  q){ä)  Polynome  Ton  a,  ist  der  Grad  Ton  ^a)  um 
eine  Einheit  geringer  wie  der  von  g){a\  so  lässt  sich  bekanntlich: 

durch  eine  Reihe  von  Brüchen  darstellen  von  der  Form: 

A 
a — a 
wo  A  eine  Gonstante  und  a  eine  Wurzel  ron  g){a)  »=  0  ist  Da  die 
Anzahl  der  Wurzeln  ron  q){a)  =  0  beliebig  ist,  so  kann  man  dieselbe 
unbegrenzt  zunehmen  lassen.  Sind  nun  tp(a)  und  g){a)  unendliche 
Prodncte,  so  lässt  sich  auf  den  Ausdruck  1)  noch  die  Methode  der 
Zerlegung  in  Partialbrttehe  anwenden,  wenn  man  die  Vorsicht  ge- 
braucht, den  obigen  Ausdruck  zu  multipliciren  mit  einem  Term  von 
der  Form: 

1 
ff—a* 
wo  g  eine  Gonstante  ist    Es  ist  dann  der  Grad  des  Nenners  um  eine 
Einheit  höher  wie  der  Grad  des  Zählers,  wenn  jedem  Factor  des  un- 
endlichen  Products  ip(a)  ein  Factor  des   unendlichen    Products  q)(a) 
entspricht 
Es  sei: 

p  ^      1    i — 2^ cos 2(x+y)  +q^    1— 2g^  COS 2{x  +  y)+q^ 
Binx     1 — 2q'^(iOB2x+q^  1 — 2q^eoB2x+q^ 

....  1-2^^^^  Q0B2{x+y)W^-^ 


oder: 


l—2q^^QOB2x+q^^ 


2)  p^    ^      A  l—2q'--'C0B2(x+y)+q^^ 

^  sinx  -11  1— 2g**'cos2a;+^'' 


Setzt  man   statt  der  trigonometrischen  Functionen  Exponential- 
fkmetionen,  so  ist  auch: 
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^—\ll  l_^«r^  l_^«r^««<         ' 


3)  ^^cL,   ^  =  ß 

gesetzt: 

4)  P^'^i^m, 


Wo: 


__  •^''^a  a — ^' 


Der  Ansdmck  rechts  lässt  sich  in  Partialbrttche  zerlegen,  welchen 
^ert  auch  q  haben  möge.  Zur  Vereinfachung  der  folgenden  Ent- 
^^ckelnngen  lasse  man  q  unbegrenzt  zunehmen  und  setze: 


OD 


5)    A.)-^7/'7'f'"-^r. 

a — 1  f  *j      1 — q^a        a — q'^ 


er: 


• 

Diese  Art  der  Zerlegung  in  Partialbrttche  findet  sich  in  der  Ab- 
handlung von  Somoff:  „Demonstration  des  formules  de  Mr.  Jacobt 
^ic."  (CreUe  J.  XUI,  pj,  oder  auch  „M^langes  Math^mat.  et  Astron. 
^  359")'    ^s  is^  selbstverständlich,  dass  sich  eine  Zerlegung  des  Ver- 
V^ältnisses   zweier   unendlichen  Producte  auch  ausführen  lässt,  wenn 
^nan  Zähler  und  Nenner  von  gleichem  Orade  annimmt,  wobei  dann 
^e  entsprechenden  Hegeln  bei  Zerlegungen  in  Partialbrttche  in  An- 
wendung zu  bringen  sind.    Nur  scheint  der  oben  eingeschlagene  Weg 
der  einfachste  zu  sein. 

Die  Gleichung  6)  giebt: 

Wegen  5)  erhält  man  anmittelbar: 

^  "^"^11    ~1=V^^ 1-q^      ' 

Nach  6)  ist  femer: 

An  =  W) .  (1— ^'•a)]«=,^-2«. 

Mittelst  der  Gleichung  5)  folgt: 


8) 


^-=P^  zr^i$=^-(^-^^«-^' 


k 
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Setzt  man  r — n  =  ^,  so  ist: 

//  1 Q^^-^        '^11  \—Q^ 

Für  r-^-n  =  ^  folgt: 

//  l_^«r+2»i        —  //  ;^_^«. 

Mittelst  der  beiden  letzten  Gleichnngen  wird  die  Gleiehong  9): 

«=i         ^      «=«+1        * 

Es  ist  femer: 

»—1 


hr,'n(^-=^^^-<^-r-H 


ß-9^^r     rri    /*-«*-«'+» 


l—g»'     ■        ii    j-        1— g*-»-  ~9^'   (l_gi)(l_gr«) (1— jT*')"' 

Mnltiplicirt  man  die  rechte  Seite  der  Gleiehong  10)  mit  dem  vor- 
stehenden Ausdruck,  so  erhält  man  nach  8)  den  Wert  von  An.  Mit 
Rücksicht  auf  den  Wert  ron  Aq  zn  7)  folgt: 

11)  An  =  —q^'ß^AQ. 

Die  Oleichnng  5)  mit  o — 9^"  mnltiplicirt  lässt  sich  anf  folgende 
Form  bringen: 

r  =  l  ^ 

1q^     T„  fr  ^-g*^'  "ß     fr  i-^-'or-'ß-' 

13)         /;■=//       1        ,r„       •    n         l_^«r^l       • 

Ans  der  Gleichung  6)  folgt: 

Die  Gleichungen  12)  und  13)  geben  nach  leichter  Transformation: 
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Mit  Rücksicht  aaf  den  Wert  von  Aq  in  7)  folgt: 

Setzt  man  diesen  Wert  von  Bn,  ferner  den  Wert  von  j4»  ans  11)  in 
die  Gleichnng  6)  und  dividirt  durch  4^,  so  folgt: 

^- 

Snbstitairt  man  links  für  f{a)  und  ^q  ihre  Werte  ans  5)  nnd  7),  so 
erhält  man  die  folgende  Zerlegung  eines  nnendliehen  Prodnets  in  Par- 
tialbrüehe: 


1  ^    /— ^gn  ^ff-H»\ 

a—1  "^  ^  vi— ^^•a  "^  a—q^y 


f*  ^  1 

1      ■   y^  /  — g'i?"  I    q'ß-'\  1      ■    yi  /— ^ff»       g"^c-t\ 

a—1  "•■  ^  U— «'"«      a— W  ""  a—1       -^  U— ö«"o  "*■  1—q^a-y ' 

«=1  m=  1    ^  '^ 

Setzt   man  hierin  a  =  e^\  ß  =  e^  und  mnltiplicirt  auf  beiden  Seiten 
mit  2ie^^  so  findet  man  die  folgende  allgemeine  Entwiekelung: 


15) 


1  * 

lin  X  J-i  1 — 


(l_^2r)2  1— 2^»'-icos2(a;+y)+^*^^ 


sin  X  IJL  1—2^^'^^  cos  2y + q*^^  1— 2^2'"  cos  2a: + ^' 


n  =  l  ^ 

1  'Ti        sin  (2n  y + x) — ^  sin  (2n  y — x) 

"""sinx       ^^  1— 2^**cos2x+^" 

Für  y  =  0  giebt  die  Gleichung  15): 

Binx  77  Vi— ^«'•-7       1— 2^2rcog2a:+^ 
_        2i  •  V'  /  — ?"^  ?"^"'*     ^ 


Nun  war  nach  Gleichung  18)  des  §  11: 

+^2r-i\2  "i-^      1— 2^2'' cos  2a: +^'" 


2 


7tA+«*-'\^    IT      1—2«*' 


C08  2a:+^*''~^ 
mithin 

1  ft(±ztL  \±try^  —^i^A^oi  v  (-^^  -L.  g^^^  ^ 

Nimmt  man  in  dieser  Gleichung  x — 4/log^  statte  und  bezeichnet  den 
Wert  der  Function  z  für  das  Argument  x — itlog^  mit  i?,  so  wird: 

Enneper,  ellipt.  Functionen.    2.  Aufl.  6 
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1  trfkifL  i+g*^'V 

z  ii  Vi-«*-*     i+ir*"  / 

r  ^  1 


17) 


Setzt  man  aber  in   der  Gleiehong   18)   des   §   11,   welche 
schreiben  kann: 


_  g^— g-^  n^fktf^y  ff 


(l_^2r^2:rt)(i_^2r^2x.) 


ebenfalls  o; — itlog^  fUr  o:»  so  erhält  man 


fiiW)'-"' 


wo 

H  = 
ist.    Da  aber 


00 


,    "  {l—g^e^{l—(i*'-'e-^ 


2< 


so  wird 


2i  ""     2/7«^^~**"^'     i^<r^~278inx 


OD 


H= 


n 


(l_^2r-l  ^2x<)  (l_^2r-.l  ^2x<) 


4sina:l/^  f^     (1— ^^»"e^d— ^«'•g-«^) 
ino;  l/V^i'      1— 2^'^''cos2a:+^ 


4sina; 


mithin 


4sina;  /^  V  \  1+^^'*  /      i        1— 


— 2<|'2'^^  cos  2a:  +^*''~^ 


Ar 


2^^'' COS  2a: +^ 

Mnltiplieirt  man  die  beiden  Functionen  z  und  ;  miteinander,  s 
hält  man 

OD 

18)  z.r  = 


Nan  kann  man  aus  17)  und  18)  jt  wieder  eliminiren  und  es  wird  ( 


11 


§121 
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oder 


»  =  1  * 


2n^l 


3 


2»— 1 


(<?«— 6-**)+^    '  ((?3«— r-«*0+ 


I 


1 — q  1 — q^ 


wenn  man 2»-i^tor  '^^^'^  Potenzen  von  ^^»»"^  entwickelt  und  nach 

n  snmmirt     Bedient  man  sich  des  Snmmenzeichens,  so  ist  folglich : 


19) 


^M^^htr^ 


2*--l 
2 


i2*— 1 


sin  (2* — i)x. 


Diese  Gleichnng  dividire  man  auf  beiden  Seiten  durch  l/^,  darauf 
wtze  naan  — q  statt  q  und  - — ^x   statt   x.     Nach   Ausfllhrung  dieser 

(^rationen,  wodurch  z  übergeht  in  Z],  multiplidre  man  wieder  mit  \/q; 
^dann  ergiebt  sich 


20) 


2»— l 
2 


Ferner  setze  man  in  der  allgemeinen  Gleichung  15)  a;==  -  und  dann 

^  statt  y  und  führe  das  unendliche  Product  z^  ein,  definirt  durch  die 
Gleichung  20)  des  §  11.    Alsdann  erhält  man 


21)     z. 


f^fl±q^ 


1-q 
1+q 


2r\2  ^         qS 


Die  Gleichungen  19),  20)  und  21)  enthalten  die  Ent- 
wiekelnngen  der  Functionen  z^  zj,  z^,  welche  durch  die 
Gleichungen  18)  19) und  20)  des  §11  definirt  sind,  in  Reihen, 
die  nach  den  Sinns  der  ungeraden  und  nach  den  Cosinus  der 
ungeraden  und  der  geraden  Vielfachen  des  Bogens  x  fort- 
schreiten. In  unwesentlich  verschiedener  Form  finden  sich  dieselben 
in  den  Fnndam.  Jacobfs  §  39  (Ges.   Werke  I,  i^sJ- 

Die  hierin  vorkommenden  unendlichen  Producte 

0* 
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22)  0=\/q  n[tZ:^)  '     Ol  =    //(i=?^f  •  1+^j 

lassen  sich  leieht  dnrch  Reihen  ansdrttcken.    Setzt  man  in  der  Gleichung 
19)  X  «=  ijr,  in  20)  und  21)  o:  =  0,  so  erhält  man  die  beiden  Gleiehongen: 

23)  g^S    ^  '       ,  ^i=l+42i-ii- 

§  18.    Die  Quadrate  und  Produete  der  elliptisclien  Functionen  in  Form 
unendlicher    Beilien.     Yeriftcation    der    unendliclien  Produete   des   §  11. 

Für  die  Verification  der  bisher  gefundenen  Resultate  ist  die  Bil- 
dung der  Quadrate  der  in  19),  20)  und  21)  des  §  12  angefahrten  Reihen 
nötig.  Diese  Darstellung  hat  zuerst  Jacob i  (Fund,  §  41,  Ges.  Werke 
I,  16 jj  unternommen,  und  zwar  zur  genaueren  Untersuchung  der  von 
Legendre  betrachteten  elliptischen  Integrale,  welche  Anwendung 
dieser  Reihen  auch  später  gemacht  werden  soll. 

Man  erhebe  die  Reihe: 

a«— 1  _ 

1)     ZxO  =  Si-|!^2.-i  eos(2^— l)a;—  j^  cosa:  +  -^-^^^  cos  3x+ . . . 

ins  Quadrat  und  setze: 

cos(2r— l)a;cos(2^ — i)x  =  -J-  cos  2{r+s — l)a;+^-C08  2(r — s)x. 
Der  Coefficient  von  cos2na;  besteht  aus  zwei  Reihen,  einer  endlichen, 
für  deren  Glieder  r+s — 1  =  «  ist,  und  einer  unendlichen,  fllr  deren 
Glieder  die  Differenz  der  Argumente  r — s  =  n  ist    Bezeichnet  man 
diesen  Coefficienten  durch  ^»,  so  ist: 

/?  _iri/g  j/?^  ,  \/¥  \/¥^  .     .J/&.J/Ö 

"~2Ll+^l+^^^'^l+g^l+^^»-^"^"'""^l+^2«-ii+^J 
oder  kürzer: 

21    g^iy  g'       Q    '        I  V     g'        9    '       • 

r  ^  1  r  :=  1 

1  W^  1  1  "^1  Q^*'~^ 

r  =  1  f*  =  1 

Es  ist  nun  identisch: 
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Legt  man  r  alle  ganzzahligen  Werte  von  1  bis  ^  bei,  so  erhält  man: 


3)  2 


*  «ür-l 


i-(l+««--l)(l+j»-+*r-l) 


I 


1 
1— ^i«  1 


*_+,4'  +....+^^l!_l 


1+g     1+^ 1+9*"-' j" 

Die  identische  Gleichung: 
giebt: 

v^"__i 1  _  =_!^ AJJ..JI+   +-?---V 

^^  1+^"-'  l+^2«-2r+l         1—^2»        1_^2«\^1  +^^14.^3^--^l+^2«-iy 

Mit  Hülfe  dieser  Gleichung  und  der  Gleichung  3)  reducirt  sich 
der  Ausdruck  ftir  Bn  in  2)  einfach  auf: 

1     n^ 


Bn=^    .  o^ 


2   1—^^ 
Der  von  x  unabhängige  Term  in  (ziO)^  ist: 


iS 


*^  /»2r-l 


Man  erhält  so,  wenn  n  statt  r  gesetzt  wird,  das  Resultat: 


1    ^^         (7^"~* 

4)  (z.o)^=^  2:  (-ii>--i)-.+ 


_^_       ^2«-i  1    ^_  ;i^«icos2na: 


wo: 


5)  o=-\/^n{:^:) 

r=l   ^  ^  * 


Geht  femer  <?  in  — q  und  o:  in  - — x  ttber,  so  geht  Zi  über  in  z.  Nach 


5)  geht  dann  Q'^  ttber  in  — {)2,  es  folgt  aus  4)  das  zweite  Resultat: 
6)  kzQ)^=  22-(iII^i)2-22--i=^ 


-g«» 
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Um  aneb  das  Quadrat  der  Constanten  Q  als  Summe  darzne 
setzt  man  in  4)  oj  «=-  0,  in  6)  x  =  - 1  also  2  =  1,  zj  =  1 ;  man 


dann  fUr  {^^  die  beiden  Gleiehnngen: 

CP  -^8n — 1  OD  „  ^n 


nnd  durch  Addition  folgt: 


S«— 1 


Addirt  man  nun  die  Gleiehnngen  4)  nnd  6): 

nnd  setzt  x  =  0,  so  folgt: 

nnd  wenn  man  diese  Gleiehnng  von  der  Gleichung  7)  sabtrahirt,  so 

^  (2n— l)^«"~i 

Endlich  bilde  man  das  Quadrat  der  Gleiehnng: 
11)  2  j  (>,  =  1 + 4^  £^ -ö  eo8  2s  X, 

so  ergiebt  sich  als  Factor  von  coS'inx  die  folgende  Snmme: 

J_      g*"'       ■     g"    ^g!r^__,         I      g*~'         ^ 

+1«/    g       g"-"^      I     g'       g"+'     .       ^ 

^    \i +^2 !+</*»+« ^i+(Z*  1+«*"+*       7' 


oder  kürzer: 


»—1 


8^"  ^        (f  ff*-"-  ^       q^         </«+'• 


Es  ist  nun: 


r = 1  r=l 
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1— ?*-\i+9*   1+««      "^'i+W" 


■*  ^B»  ■-'       ■—  ..«  Ä       A 


r  =  l 


^  i+g^'-i+g*»-»'-      1— g»"  jji  V     i+ff*'    l+g*"-*7 

_  (n— l)g"        2g"    /    g^         _  g^  ■     q^'-^    \ 

i— g«-     1— g««\,i  +«*  "^  1 +g*"^  "  ■  "•"  1 +g*^V  * 

Dnrch  Vereinignng  der  vorstehenden  Resultate  redacirt  sich  der  Factor 
von  coB2n:c  anf: 

8g»       8(n— Dg»      16g"        q" 


Dnrch  Verbindnng  des  ersten  nnd  dritten  Terms  wird  die  vorstehende 
Summe  einfacher: 

8ng* 

Die  Gleichung  11)  giebt  folglich  das  dritte  Resnltat: 

Da  Z2  =  1  ^f  ^  =  0,  so  erhält  man  aus  12) : 

Wir  haben  somit  die  Quadrate  der  Functionen  zQ^  ZxQ,  ^2(^1  iind 
die  der  Grössen  ()  und  Qi  in  Form  unendlicher  Reihen  dargestellt 
Aus  diesen  ergeben  sieh  nun  leicht  die  einfachen  Beziehungen: 

zi^+z^  =  1,  Zf^+k'^z^  =  1. 
Dividirt  man  nämlich  die  Gleichung  8)  durch  die  Gleichung  9),  seist: 

14)  zi^+z^'^l. 

Eliminirt  man  ferner  zwischen  den  Gleichungen  6)  und  12)  die 
Summe : 

so  erhält  man  zwischen  z  und  Z2  die  algebraische  Relation: 

15)  {zM^+16(zQr-  =  i+82(f:p^-)'+82;(-i^riy,- 
Für  a:  =  0  folgt  hieraus : 

16)     0.^= i+8i;(r+^i-)'+8S(i^^,  • 


88  [§  13 

Snbtrahirt  man  die  Gleichang  16)  von  der  Gleichung  15)  und  dividirt 
durch  Qi^f  so  ist: 


Z2*+16 


(i)'-'. 


oder,  zur  Abkürzung: 

17)  4|-* 

gesetzt : 

18)  22^+^2^2=1, 

was  zu  beweisen  war. 

Nimmt  man  x  =  -^  so   giebt  die  vorstehende  Gleichung  in  Ver— 
bindung  mit  den  Gleichungen  1)  und  10)  des  §  11: 


//(i=^)V*-. 


Diese  Gleichung  zeigt  unmittelbar,  dass  k'^  ein  echter  Bruch  ist. 

Setzt  man  die  Werte  von  Q  und  Oi  aus  den  Gleichungen  22)  des 
§  12  in  die  Gleichung  17),  so  erhält  man  zur  Bestimmung  von  k  auch 
folgende  Gleichung: 


m  V,7/(j^)'-* 


Diese  Gleichung  zeigt,  dass  k  wesentlich  positiv  ist,  folglich  bezeich- 
net k  einen  positiven  echten  Bruch.  Durch  Substitution  des 
Wertes  von  k  aus  20)  in  die  Gleichung  19)  „sequitur  aequatio 
identica  satis  Sih  Bt  rnssi'^,  wie  JAeohi  f Fund  §  j6^n.  Ges.  Werke 
I,  147)  sagt: 

[{\-q)(X-q^){\-q'>)  ....  l^+l6^[(l+^2)(i  +  ^4)(i+^6)  . . . .  ]8 

=  [(l  +  ^)(l  +  ^3)(i  +  ^5)....]8. 

Wir  wollen  zum  Schlüsse  noch  das  Product  z\z^QOx  ^^  unend- 
liche Summe  darstellen. 

Bildet  man  das  Product  der  beiden  Gleichungen: 


%t—\ 

OD 


*-i  0  =  ^  .l„,^i  C08  (2«-l)  X, 

21)  ;  »  ^^* 

z-lQx  =  l+4\]--?_    cos2Äa; 
und  bezeichnet  durch  6*8,^4.1  den  Factor  von  cos(2n+l)a;,  so  ist: 
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8ii-H  2»— 1  ÄH--3 

r-,,^    g  '       ,J    9         g  '       I  _g'_       g  *       I       ._._?!_  .gL'^ 


<*der  kürzer: 


(q        q  9^       9  \ 

,  J"  g*        g"+'       ,      g*         9'+'      ,        1 


3)1+1  in-ir+1 


r       __g .«V       «"■     _? 

itn+lir+l  2r— 1 

""•^     findet  leicht  durch  Zerlegung: 


2»-j-2r-H  2r— 1 


+^2r   j_|.^2»+2r4-l"^i+^2r-l   H[:^2«+2ry 

_        ^"+i       yr^/     ^2r  ^2«+2r+l  ^2r-l  ^2ii+2r     \ 

-    {—gin+i\Zd[l+^r  ~l+^2«+2r+l+  i^^2r-l— i+^2n+2rj 

^^^2«+lLl+^2■»■l+^-4"^•••-^-i+y2«-^l_^^-^l_^.^3-t■•••■t■l^^2,+aJ 
**    ist  femer: 

2»— 2r+l 


^^1  +  ^r  1  +  ^2— 2r+l  "  1~^2H^^\^1— f4Y-r—  ^ ^^2— 2r+l j 


2ii 


^  1—^2,^-1'"  iZ^27+i[lTj:^+iqp;^+  •  •  •  '^iTq 

q  q^  ^2»— 1    "I 

+ r+^  "^  Y+^  + . . .  +  r+^i  J  * 

Die  VereinigUDg  der  vorstehenden  Summen  giebt: 

2i»-fl  2»4-l  2ii-}-l 

Durch  Vereinigung  des  ersten  und  dritten  Terms  reducirt  sich  dieser 
Ausdruck  auf: 

2n+l 


(2n+l)g  * 
1— g^ 


Csn+l—       ^  2„  +  i 
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Nimmt  man  wieder  s  statt  n  als  snmmirendes  Element,  so  geben  die 

Gleiehongen  21): 

««—1 


«>_  r^  -  \         2 


22)  z,  z^QO,^  2"  T_iLi     cos (2*-l) ^• 


^^(2*— l)g 

Man  kann  noch  ähnliehe  Ausdrücke  fllr  zz^QQi  und  zzi^^  auf- 
stellen; da  dieselben  sieh  indessen  kürzer  finden  lassen  mittelst  der 
folgenden  Entwiekelungen,  so  möge  diese  Darstellung  hier  unterbleiben. 

Der  Gleichung  22)  aber  in  Verbindung  mit  der  Gleichung  19)  des  §  12: 


2*— 1 


23)  z.Q  =  27i;s=r  8in(2«-l)a:, 


und  den  Gleichungen  14)  und  18),  welche  wir,  wenn  wir  zi  und  ^2  positiv 
nehmen,  durch  die  folgenden  ersetzen  können: 

24)  2i  =  l/i^z2,     Z2=l/l— Ä^z«, 

bedürfen  wir,  um  nun  umgekehrt  x  durch  z  auszudrücken. 
Wegen  der  Gleichung  23)  ist: 


O^i  =2ä-  i^  -  eo8(2*-l)x. 
Die  Gleichung  22)  wird  hierdurch  einfacher: 


d.  i.  nach  24): 

25)  ^^  =  0,  \/(i-z^)Ji^-kH^, 

wo  k  ein  positiver,  echter  Bruch   ist.    Da  fllr  x  =  0  auch  2  =  0,  so 

giebt  die  Gleichung  25)  integrirt,  wenn  die  Integrationsvariabele  durch 
t  bezeichnet  wird: 


26) 


Für  x  =  -  ist  aber  z=l.    Die  Gleichung  26)  giebt  folglich : 

r      dt ^ 

Bezeichnet  man  das  links  stehende  Integral  wieder  durch  A,  so 
ist  Ar=  Qi-'    Für  diesen  Wert  von  Qi  wird  die  Gleichung  26): 
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27) 


r. jL 

J^  \/{l-t^){l-k^t^) 


Die  vorstehende  Gleichung  ftthrt  wieder  auf  die  Definition  von 
z  in  Fonetion  von  o:,  wie  die  in  §  6  gegebene,  d.  h.  man  kommt  um- 
gekehrt auf  dieselbe  Integralgleichung  zurück,  welche  den  Ausgangs- 
punkt der  bisherigen  Untersuchungen  bildete.     Die  Gleichungen  24) 
ond  27)  ergeben  also  das  Resultat: 


z=  sn 


2Kx 


Zx  =  cn 


2Kx 


Z2  =  dn 


2Kx 


J€  3t  X 

Durch  diese  Gleichungen  ist  die  Richtigkeit  der  un- 
endlichen Producte  15),  16)  und  17)  des  §  11  bewiesen. 

Die  Formeln  19),  20)  und  21)  des  §  12,  welche  wir  jetzt,  unter 
^tüoksichtigung  der  Gleichungen  23)  ebendaselbst  so  schreiben  können : 

Ä»— 1 


28) 


sn 


2Kx    V'  j'   * 


2 


1— ^^ 

2t— 1 


«^  2 


cn 


2Kx 


OD 


2 


OD 


dn 


_«.—  -  =  > 

CO 


Ä»— 1 
2 


^..^$.-4]—? 


1   1— ^^ 


-j^C082*a:, 


1  ^+q' 

lassen  sich  noch   in  etwas  veränderter  Form  darstellen.    Entwickelt 

man  nämlich  auf  der  rechten  Seite         ^^__^  in  die  Reihe  1+^-^+^**""*+ 

ff*-^+ ,  was  unter  der  Bedingung  q^<\  erlaubt  ist,  und  summirt 

die  den  gleichen  s  entsprechenden  Reihen  nach  der  Formel: 

(l+^)sin.r 


sina:+^sin3a;+^2giii5^-(-  ...= 


80  erhält  man: 

2Kx 


t — 2^  cos  2a: +^2 


29) 


2«— 1 


«•— 1 


sn 


jt 


2x+q^ 


2 


2Kx     ^    q 


2 


1+^' 


,8*— 1 


coso; 


(1— gi^l 


)Q 


2«--l 
2 


dn 


2^^-^cos2x+^-* 


2Kx 


-2^«^*cos2a:+^*^2 
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§  14.    Schlömileh's  Methode  der  Beihen-  und  Prodnctentwiekliingr.  BieUer's 

Orenxrerfahreii. 

Was  die  Entwickelnng  der  elliptischen  Functionen  in  periodische 
Reihen  betrifit,  so  könnte  man  versucht  sein,  direct  die  Lehre  der  tri- 
gonometrischen Reihen  von  Lagrange  und  Fourier  anzuwenden 
und  so  ohne  Zuhtilfenahme  der  unendlichen  Producte  die  betreffenden 
Reihen  zu  entwickeln.  Dieser  Gedanke  ist  von  Schlömilch  (Leipz. 
Abh,  IV,  395—430)  ausgeführt  worden;  es  sind  die  Logarithmen  der 
elliptischen  Functionen  durch  trigonometrische  Reihen  dargestellt  und 
nachher  durch  Differentiation  und  Transformation  aus  diesen  Reihen 
die  obigen  Resultate  hergeleitet  Da  aber  diese  Herleitung,  von  dem 
heutigen  Standpunkt  der  Theorie  der  complexen  Variabein,  nicht  ein- 
wurfsfrei  war,  so  hat  Schlömilch  in  seinen  schon  oben  genannten 
„  Vorlesungen  über  eittzclne  Thctle  der  höheren  Analysis",  2.  Aufl., 
i8j4,  S.  40g  u.  /,,  seine  Methode  entsprechend  modificirt  Der  von 
Schlömilch  eingeschlagene  Weg,  die  Coefficienten  in  der  Entwicke- 
lnng von 

1)  sn u  =«  Bi  sin  — + ^2  sm  -2k+^  ^^°  i^^'^  ' ' ' 

zu  bestimmen,  ist  folgender.  Er  betrachtet  eine  eindeutige  Function 
JFXw)  der  Variabein  w  =  u+vi,  die  innerhalb  des  aus  2K  und  2Ä''  ge- 
bildeten Rechtecks  nur  zweimal,  nämlich  für  w  =  K*i  und  w^^lK+H'i 
unendlich  wird  und  die  Eigenschaft  besitzt,  dass 

2)  F{w-{-2K)  =  £1  F(w),  F(w+2K'i)  =  e^Fiw)    h  ^  ^]) 

\*2*=  ±1/ 

ist,  und  ermittelt  den  Wert  des  Integrals 


/ 


jv 


F{rv)e'^^    ^^ 


längs  des  Umfangs  des  genannten  Rechtecks  mit  den  Ecken  0,2/r, 
2Ar+2Ä^i,2Ä'i,  worin  die  Punkte  ICi  und  2K+K'i  durch  Halbkreise 
Hy  und  H^  in  entgegengesetzter  Richtung  (nach  innen)  umgangen  wer- 
den. Da  diese  singulären  Werte  ausgeschlossen  sind,  so  ist  das  Inte- 
gral null,  und  man  hat 

.     ,  /(o,2ÄO+/(2Ä;2ir+A^i)+/(Äi)+/(2Ar+ir'i,2ir+2ro+ 

^       i  7(2Ä'+2Ä^/,  2K'i)+l{2K%  K*i)+l{Hx)+I{K%  0)  =  0. 

Um  die  Summe  1(H{)^I{H^  =  S  zu  ermitteln,  setzen  wir  resp. 
w  —  XU+r^^,  w  =  2K+K*f-^e^^.    Dann  ist 
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n 


11 

2 

n 

IL 

2 

nnd   für  Lim  r  =  0: 


n 


3 


2 

7t 

öder,  da  d^^*  =  eosnjr  ist, 

4)  ^  = 

Ferner  setzen  wir  in  die  Integrale  I(0,2K),I(2K,2K+2K'i), I(2A:+2K% 
2K%I(2J^%0)   resp.   fv  =  u,  2IC+iv,  u+2Ä'V,  iv  und  Erhalten  aus  3) 


.d&. 


I  F{u)e^du 

+te~^    I  F{2K+iv)e~  ^    dv—e"  ^     1  F{u+2K*i)e  ^^  dii 

—ilF(iv)e    ^  dv+S=0, 
oder  mit  Berüeksiehtigung  von  2)  und  da  ^^^*=eosnx  ist. 

Hierin  den  Wert  fttr  S  eingesetzt  giebt: 
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5)     (1— e2<?    ^  )  I  F\u)e^^  du— i(l— eicosn^)   / /1(w) 

t/ft  t/n 


e        dv 


n 


^  n         ^  ' 

Diese  wichtige  Formel  ergiebt  nan  sofort  die  CoefBeienten  An  und 
Bn  in  den  Entwiekelnngen  einer  periodischen  Function  in  einer  der 
Formen : 

2^0+^^» cos  —  oder  ^^nSm-— • 

Wir  begnügen  nns  damit,  die  Schlömilch'sche  Methode  anf 
die  Entwickelang  von  snit;  anzuwenden.  Es  ist  ftir  diese  Function 
fi,  =  — 1,  H  =  li  sn(tv)  ==  i  tn(i;,/0) 

Lim   {  re'^sn(K'i+re'^  }  =  Lim     ^^  ^ 


~7  1 


kBure^^        ^ 


Lim   {re'hvi{K'i—re^^))  =  Um   ~^^' 


Daher  wird  fttr  unsere  Function  die  Gleichung  5): 

(1—e     ^   )  I  snue^^   du+(l+eoBnjt)  /  ta(v,k^e   ^^ dv  = 

t/o  t/o 

1  nTrir^ 

7"^  i  (1 — COS  n3t)e      2£ 
k 

Die  Vergleichung  der  beiderseitigen  rein  imaginären  Grössen  giebt: 


(1 — e     ^  )  /  snusin -~du  =  -jr(l — cosn^r)^     ^^ 


Setzen  wir  hierin  für  ^     ^  ^,  so  wird  der  CoefiScient 
^^=2kI  8nMSinY^dM  =  ^(l— coswjt): 


^ 


n 
IT 


1— g" 

0 

und  wir  erhalten  fttr  snu  die  Entwickelung : 

2«— 1 


^,  2^V     ^  nin^^^~^^^" 

die  fttr  jedes  reelle  n  gilt  (Gleichung  28  in  §  13). 


^ 
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Die  zweite  Entwiekelnng  von  snu,  in  Form  eines  anendlichen 
frodactes  (GL  15)  in  §  11)  erhält  Sehlömilch,  indem  er  seine  Me- 
thode Zur  Entwiekelnng  des  Integrales 


/ 


nnt 


F(w)e^^     dw 


&of  solche  Functionen  F(w)  anwendet,  die  nicht  rein  doppeltperiodisch 
sind,  sondern  ans  einer  doppeltperiodischen  nnd  einer  anderen  Function 
zueammengesetzt  sind,  fUr  die  also  die  Gleichungen 

F{w+2I0  =  eiF(w\  F(w+2K't)  =  e^Fifv)^ f{w) 
Selten,  worin  f(f»)  eine  neue  bekannte  Function  bedeutet    Fttr  das 
lixtegral  längs  des  Umfangs  des  obigen  Rechtecks,  auf  welchem  Um- 
^^og  F{rv)  mehrmals  unendlich  wurde,  ergibt  sich  dann  analog  5) 

dti 


7) 


t/o  t/o 


0 


+,-(e^^n7ri_j)  /  F{iv)e    ^^  dv+S=  0, 


"Worin  5  die  Summe  aller  der  Integrale  bezeichnet,  die  dadurch  ent- 
stehen, dass  man  die  Ausnahmepunkte  in  Halbkreisen  oder  Viertel- 
kreisen mit  verschwindend  kleinem  Kadius  umgeht  Diese  Gleichung 
wird  angewendet  auf  die  Entwickelung  der  Function 

„.  ^       dnw      X      .  3tw 

die  fttr  w  =  E'i,  2JS^i,  2ä'+ä^i,  2ä'+2ä^/  unendlich  wird,  und  für  die 
ii  =  1,  €2  =  h  ^  eine  gerade  Zahl, 

F(w+2^  =  F(w\  F{w+2iC'i)  =  F(w)+f(w\ 

ist    Dadurch  geht  7)  über  in 

8)         (1—^")     /  F{u) e  2^  du—q''  j  f{u) e^^  du+S  =  0. 

t/o  t/o 

Für  u  = wird 

f(M)e^^''du  =   /     I  cotx-eot  L^''l^y^<^dx 
nnd,  da  das  n  gerade  ist, 
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nni 


«/n  t/n 


0  «^0 

Die  vier  Integrale,  ans  denen  5  besteht,  ergeben  sieh,  wenn  man  wie 
früher  K*i  nnd  2K+K'i  in  Halbkreisen  nnd  2K*i  nnd  2Ä''/  in  ebenfalls 
naeh  innen  gerichteten  Viertelkreisen  umgeht;  man  erhält 

—  Jt  J€  —  — 

Dnrch  Vergleichnng  der  imaginären  Teile  von  8)  ergiebt  sich: 
(1— g")  /  F(u)Bm-j^du—q^  I     ^^ dx+3t\2q^—q'']=0 

oder  da 


/ 


smnj:eosna;  ^ 

, ete  =  Jt, 

smx 


ß 


n 

F(u)&m-^  du  =  — 2jr^-^ 


0  1+q^ 

Die  Entwiekelung  von  F(w)  wird  nun: 

^.  dnu      ^      .XU         2^^^^    Q*        snu 

Mnltiplicirt  man  diese  Gleichung  mit  du  und  integrirt,  so  erhält  man,  da 


-du=^  l«nu 
/    tnw 

ist, 


/dn_M 
tnu 


/8n«-/8in -^=  C+22,7if^eo8  -^. 

Die  Constante  ergiebt  sich,  wenn  man  mit  du  mnltiplicirt  nnd  zwischen 
u  ■»  0  nnd  u  =  K  integrirt,  nämlich 

C-  ^  /  Hnudu-^l  iBm^u  =  _  /*— ^+/2, 

t/o  */o 

(vgl.  Sehlömilch,  Compendium  II,  i8y^,  314  und  ji6\  oder 


also  wird 


^m 


/f-!E!LU//^2i^N+2Vl-^-eos^-?i 
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Ordnet  man  hier  wieder,  wie  oben,  in  28)  §  13,  nach  Potenzen  von  q  und 
wendet  die  Formel  21)  §  11  an,  so  erhält  man: 

00 

^  ^        J/  //(l— 2^*''CO82a:+r/0 

10)         sn =  -y--r  sma:  —^ 1 

^'  ^  7/  (1—2^*'*-^  cos  2a:+ rA-ä) 

r  =  ) 

die  infolge  von  20)  in  §  13  mit  der  Entwiekelung  15)  in  §  11  identisch  ist. 
Die  Entwiekelung  der  elliptischen  Functionen  in  trigonometrische 
Reihen  hat  Biehler  auf  rein  elementarem  algebraischen  Wege  ge- 
wonnnen,  ohne  auf  die  allgemeinen  Principien  der  Functionentheorie 
zn  recnrriren.  In  der  Abhandlung:  ,^ur  les  fonctions  doublement 
pModiques  considdr^es  commc  des  limites  defonduyns  entieres",  Grelle 
/.  LXXXVIII,  185—204,  18S0,  betrachtet  er,  wie  der  Titel  angiebt, 
die  elliptischen  Transcendenten  als  Grenzen  algebraischer  Functionen. 
Es  wird  die  algebraische  Function 

auf  die  Form 

gebracht,  und  die  Coefficienten  Hr  werden  bestimmt.  Alsdann  zeigt 
Biehler,  inwiefern  der  Uebergang  zur  Grenze  r  =  rsc  gerechtfertigt 
H  und  erhält  fllr  r  =  oc  das  Resultat : 


7/(i-Y-.)7/i-^=-^=^         ^     '^ 

r  =  l  r  =  l  \  *      / 


r  =  l 

oder,  nach  der  Substitution  z  =  ^^, 

00                                                  1  +  2  2  (— l)*"^  COS  2ra: 
JJ{l—2q^''-^  cos  2a;  +^*'-«)  =  —    ''--^ 

7/(1-^) 

r  =  l 

Diese  Verwandlung  des  unendlichen  Productes  in  eine  trigonometrische 
Reihe,  die  auf  andererer  Wege  schon  früher  von  Cauchy,  C.  R.  1843, 
gegeben  war,  wird  nun  angewendet,  um  die  Entwickelungen  der  ellip- 
tischen Functionen  snw,  cnw,  dnw  (Gl.  28)  und  29))  sowie  einiger  an- 
deren elliptischen  Functionen  in  trigonometrische  Reihen  zu  gewinnen. 
Mit  unendlichen  Producten  von  der  eben  betrachteten  Form  hat 
sich  Canchy  in  folgenden  Abhandlungen,  die  zugleich  Anwendungen 

Enneper,  eUlpt.  Fancttoneii.    3.  Anfl.  7 
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der  sogenaDnteii  Residnen-Reehniing  enthalten,  besehäfki^:  „Af^nunrr 

S2ir  unr  certame  classe  de  fandmis  transcefidanfes  k'^es  entre  eUes 
par  un  Systeme  qui  fournisseyit  comnie  cas  parHcuUers  les  d^eloppe- 
ments  desfonctions  ellipttques  en  sf^ries",  C,  R,  1S4J,  XVII,  640 — ^5// 
„M&moires  sur  les  factorielles  gdovi^triqties'' ,  ib.  6p j — 70 j  /  „Memoire 
sur  les  ftdctions  rationelles  que  Von  peut  extraire  d*une  fonction 
transcendante,  etc'\  ib,  g2i — p2^;  „M(fmoire  stir  les  /ofietions  qui 
servent  ä  d^co^nposer  en  fractiotis  rationelles  le  rapport  entre  deiix 
produits  de  factorielles  r^ciproques*\  ib.  //jp — 1164;  ,J^ote  S74r  les 
propri(^tds  de  certaines  factorielles  et  snr  la  d^composition  des  fonc- 
tiofis  en  facteurs",  C.  R.  1844,  XIX,  1069—1072. 

Die  Entwiekelang  des  obigen  unendlichen  Produetes 
{l+qz){l+qH){\+q^z) . . .  {l+qz-'){l+q^z-'){l+q^z-') . . . 
findet  sieh  in  dem  Nachlass  von  Gauss  (Werke  III,  4J4J  in  einer 
Notiz  mit  dem  Titel:  „Varia  imprimis  de  integrali 

du  ,t 


./l/i 


+^//8in*w 
Er  setzt  in  die  Gleichung 

{\+qz){\^-qH).,.{\+qz-'){X'\'qH-^)..,  =  ,..\^-^^^P-^Qz^Rz'^+ ... 

2*      z 

zq}  statt  z,  wodurch  das  Produet  links,  dividirt  durch  qz  reproducirt 

wird  Alsdann  giebt  die  Vergleichung  der  gleich  hohen  Potenzen  von  z  in : 

das  Resultat 

{X-^qz\\^'q^z\A\-^qz--'){\  +  qH-^\..=  P\\-^q{z^z~')^ 
Ganz   ähnlich  wird  das  Quadrat  des  links  stehenden  Produetes  ent- 
wickelt.   Die  Bestimmung  der  Constanten  P  ist  nicht  ohne  Schwierig- 
keit, wie  auch  Jacob i  (Fund^m.  ^  6-^;  Ges.   Werke  L  2joJ  bemerkt 
Es  wird  hier  gezeigt,  dass 

1 


/>  = 


<x> 


r  =  l 

ist  Im  folgenden  Paragraphen  64  der  „Fundamenta'*  giebt  Jacobi 
einen  zweiten  Beweis  ftlr  die  Verwandlung  dos  obigen  Produetes  in 
eine  Reihe,  und  eine  spätere  Abhandlung  Jacob i's:  ,,Ueber  die  un- 
mittelbare  Verißcatioji  einer  Fundamentalformel  in  der  Theorie  der 
elliptischen  Functiofien'%  Grelle  f.  XXXVI  75—80;  Ges.  Werke 
i^>  '5Z — ^60,  enthält  einen  dritten  Beweis.  Auf  diese  Entwickelungen 
Jaeobi's  werden  wir  in  §  16  zurückkommen. 
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§  15.    Die  Fnnetion  öu. 

An  die  Prodactentwickelnng  der  elliptischen  Functionen  snz/,  cnu, 
dflti  sehliessen  wir  die  Darstellnng  einer  von  Weierstrass  in  die 
Theorie  der  elliptischen  Functionen  eingeführten  Function,  welche  mit 
i^r  oben  betrachteten  Function  i^u  durch  die  Gleichung 

verbunden  ist.  Diese  Function  au  ist  die  einfachste  analytische  Function, 

belebe  fUr  alle  endlichen  Werte  des  Argumentes  u  den    Charakter 

einer  ganzen  Function  besitzt  und  {Wr  u  =  0  und  alle  congruenten 

^erte  w  =  2wa>+2«a>'   von  der  ersten  Ordnung  unendlich  klein  wird. 

^^T   sehen  die  Gleichung  1)  ftlr  hinreichend  kleine  u  als  eine  reine 

Identität  an  und  stellen  die  Function  au  durch  doppelte  Integration 

^tts    der  Entwickelnng  von  pu ,  wie  wir  sie  in  §  6  gewonnen  haben, 

h^«--    Dort  war,  Gleichung  31), 

^'^^2^22. 5"  ^22.7"  ^24. 3. 52"  ^24.5.7.11"  ^••* 
Aus  dieser  Reihe  erhalten  wir,  mit  Berücksichtigung  von  1), 


fe^-ti, 


^    öu      u      22.5  3      22.75       2*. 3. 527        2^5.7.11    9 


er 


^        2*.3.5  23.3.6.7  2'. 3. 52. 7**        2».3. 52.7.11 

^Xld 

( Wetersirass-Schwarz,  Formeln  8,3  und  j,«/ 

Aus  dem  Additionstheorem  für  fu,  Gleichung  10)  §  10: 

L\  or./ J-.A  —  ^(^"  ^T  T^2)  (FM + ipr))—g^—9'u  p'v 

folgt,  wenn  man  —v  fUr  v  setzt, 

5)  prti— r)  =  ^(^^  P«^— V2)  (FM+yg)— ^+y'M  PV 
^  »'v        ;  2(|»M— Ä5n>)2 

and  durch  SHbtraction 

6)  ^u+v}-p(u-v)^-^^^,- 

Fuhrt  man  linker  Hand  die  o-Function  ein,  so  ergiebt  sich 

_  €Plga(uj+v)     d^lgaju — v) p'u  ^'v 

~  ~du^    """'      rfw2        —     (pu—9vy^ 

und  dnrch  Integration 


7 


* 
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d  lg  a{u  +v).dlg  ö{u—v)         p'v     .  ^ 
du  du  pu—pv 

Setzt  man  w  =  0,  so  wird,  da   --   —  == i»*»  ^  =  —  2 — ,  alao 

6{ — v)  6v  ov 

„.  &(u+v)     &(u — v)        (fv p*v 


(j(M+t;)      ö(w — v)         ov  pu — pv 

Dnrcb  Vertanschnng  von  u  and  v  erbält  man  hierans 

&{u+v)     öXu—v)  _    ^u^     p'u 


ö{u+v)      öiti—v)  öu     pu — pv 
und  dnrch  Addition 

Q.                        ö'(M+t;)  __  ö^  ,  ö"^  ,   1  P'u—p'v 

^                      a(u+v)       au      ov  ^  pu — pv 

(WeierstrasS'Schwarz,  Formeln  11,4}*  Dies  ist  das  Additionstheorem 

für  die  Function  —    Halphen  bezeichnet  diese  Function — mit  dem 

ou  ou 

Buchstaben  gw  (Tratte  des  fonctto7is  elliptiques,  ij4)\  in  dieser  Be- 
zeichnung lautet  das  Additionstheorem: 

(Halphen,  TraiU  V,  i^). 

Die  Gleichung  8)  kann  auch  geschrieben  werden 

^i?  ^("+^)  1  d\%o{u—v)  __  ^Jg  ö^w  __  rflg(|?M— ^1;) 
du  du  du  du 

und  dies  giebt  logarithmisch  integrirt 

a{u+v)o(u—v)=  Co'^u{pu—pv). 
Um  die  Constante  r'  zu  bestimmen,  setzen  wir  u^>^  0.    Da  die  Ent- 
wickelung  von  ohi .  pu  mit  1  beginnt  und  dann  Glieder  folgen,  die  mit 
u  verschwinden,  so  erhalten  wir  (y  =  —o\  mithin 
iA\  o{u+v)o{u—v) 

fWeierstrasS'SckwarZy  Formeln  11,1.)  Diese  Formel  vertritt  gleichsam 
die  Stelle  des  Additionstheorems  ftlr  die  Function  ou,  Sie  ist  eine  der 
wichtigsten  der  ganzen  Theorie. 

Zunächst  kann  mit  Httlfe  dieser  Formel  gezeigt  werden,  dass  die 
Reihe  für  öm,  Gleichung  3),  fllr  alle  Werte  von  u  unbedingt  conver- 
gent  ist.  Nehmen  wir  an,  der  Convergenzkreis  ftlr  die  Reihe  pu  habe 
den  Radius  r,  so  gilt  die  Formel  10)  für  alle  Werte,  woftir  u+v,  w, 

v<r  sind.  Dieser  Bedingung  wird  noch  genügt,  wenn  wir  u  durch  - 
und  V  dureh  -+h  ersetzen.    Dadurch  geht  die  Gleichung  10)  über  in 
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Durch  EntwickeluDg  nach  Potenzen  von  h  und  Vergleichung  der  Co- 
cflidenten  von  h  wird 

M       M 
QU  =  Ö*-  •  p*- 

2      2 

oder  ^.     u 

2      du^ 
^er^  wenn  man  die  Ableitung  ausführt, 

^  2        2  2     2     2  2      2 

Daraus  sehen  wir,   dass    au  eine  ganze  Function  von  a-  und 

^^Been  Ableitungen  ist.    Nun  lassen  sich  aber  a-    und   dessen  Ablei- 

*^iagen  in  eine  nach  Potenzen  von  u  fortschreitende  und  für  u<2r  con- 
^eirgente  Reihen  entwickeln.    Drückt  man  ebenso  mit  Hülfe  von  11) 

"^    durch  ö-   aus,  so  erhält  man  eine  Potenzreihe  von  m,  welche  für 

^*Vc  w<4r  convergirt  Dies  kann  man  fortsetzen  und  so  den  Conver- 
S'^nzbereich  beliebig  erweitern.  Daraus  ergiebt  sich,  dass  die  Reihe 
^^r  6u  eine  für  alle  u  unbedingt  convergente  Reihe  ist. 

Charakteristisch  ftlr  den  Beweis  war,  dass  öu  sich  als  ganze 

Function  von  a-  darstellen  lässt    Bei  ff^u  findet  Gleiches  nicht  statt; 
Üoeh  lässt  sieh  pu  rational  durch  ^-   ausdrücken.     Multiplicirt  man 

iL 

nämlich  die  Ausdrücke  für  ip{^'\-v)  und  f(w — v)  in  4)  und  5),  so  er- 
hält man 

*»(w + V)  p{y,—v)  4(1»  w — ^vY  =  4(Ftt + pe;)^  (f?w  ^v—  \  g^y^ 

—Ujpu+ipv){\ffUipv—  \  g2)ffi+ffl—P'^^P'% 

and  wenn  man  hierin  die  Werte  für  p'^w  und  p"^v  nach  17)  §  6  ein- 
setzt, so  wird  die  rechte  Seite  gleich 

ipu—pv)i  4  p^u  ph)  +  2^2  pupv+  \-(/l  +  4^3  {pu  +  pv)  L 


also 


12)  p(u+v)p{h — v)= 


[pupv+'^g^j  +gz{pu+pv) 


(pu — pvy 
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(Weterstrass-Schwarzy  Formeln  12,10)*    Dividirt  man  dieae  Gleichung 
dnrch  5),  so  ergiebt  sich 


13)         f{u+v)  = 


2\ipu  pv — {-g^j  (fpu+pv)—g^+p'up'v 


Hierin  können  wir  u=»-  und  v  =  -  setzen  and  erhalten: 

3  2 

14)  pu= 1 

also  pu  als  rationale  Fnnetion  von  p-  was  zn  beweisen  war.  Zähler 

and  Nenner  convergiren  jetzt  fUr  alle  u<2r.    Aas  14)  ergiebt  sich 

femer,  dass  sich  pu  rational  durch  pl^A  ausdrücken  lassen  moss  in 
der  Form 


pu  = 
G 


wo  Zähler  und  Nenner  ganze  Fanctionen  sind.  Denkt  man  sich  beide 
vom  gemeinsamen  Factor  befreit,  so  werden  diese  fbr  alle  u<iT^r  con- 
vergiren. Daraus  folgt,  dass  sich  ^u  als  Quotient  zweier  unbedingt 
convergenten  Reihen  darstellen  lässi 

Wir  wollen  nun  die  Periodicität  der  Function  6u  untersuchen.    Aus 
der  Dififerentialgleichung  1)  ftlr  öu 

folgt,  dass  pu  gleich  einem  Ausdruck  in  öu  und  o'u  ist,  dessen  Zähler 
für  endliche  Werte  von  u  nicht  unendlich  werden  kann,  und  dessen 
Nenner  c^u  ist  Mithin  muss  öu  für  alle  diejenigen  Werte  null  werden, 
wofür  pu  unendlich  wird,  d.  h.  ftlr  alle  Werte  von  der  Form  2ma>+2wo>', 
wie  wir  in  §  10  gezeigt  haben.  Femer  lässt  sich  zeigen,  dass  jeder 
dieser  Werte  nur  eine  einfache  Wurzel  der  Gleichung  öu  =  0  ist 
Hätte  nämlich  ou^  nach  Potenzen  von  u — Uq  entwickelt,  die  Form 

öu  =  r/(tt— 2(o)*~+a,(w— «3)"»+^  +  . . ., 
wo  m  eine  positive  ganze  Zahl  ist,  so  würde  folgen,  dass 

ö'u  =  »ifl(M— tto)"*"^+(m+l)ai  (u — i^o)*^+  . . ., 
mithin 
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Ott  M-Mo  -l+^,(u-io)  -  tt~tto  ■^^^'*~'*«^' 

WO  mit  den  Zeichen  $  Potenzreihen  von  (u—Mq)  angedeutet  sind,  die 
Ar  tt  »  uq  verschwinden.    Durch  abermalige  Differentiation  wttrde  nun 

folgen: 

^a  aber  die  Entwickelung  von  ^u  mit   .-       v^  anfängt,  so  muss  m=l 

^®in.    Damit  ist  bewiesen,  dass  ou  fttr  tt  =  0  und  alle  congruenteA 

^erte  if^  =  2mcö+2/wt)'  unendlich  klein  von  der  ersten  Ordnung  wird. 

Ist  nun  w  irgend  eine  Fnndamentalperiode,  wofttr  ^/t;  =  oc ,  so  ist 

Ku-f  «•)  =  j?M,  mithin 

d_  ^{u+w)  __ä^(^u 

du  0{u+w)       du  öu 

^^^  integrirt 

ö\u+w)      &u 


ö(u+w)       öu 


+€. 


tTna  die  Constante  zu  bestimmen,  setzen  wir  u  =  — -  ^  was  erlaubt  ist, 
^&  ö  -  nicht  null  ist,  und  erhalten 


2         V     2/_^    2 
2      H-2) 


2 

w 

ö-     öl— -I        ö- 


da  —  eine  ungerade  Function  ist    Es  wird  also  ftir  jede  Periode  w 

ÖU  ^ 

iK\  (J'(u+w)       ö'u  2 

^  ö(u+tv)        ÖU  w 

Nehmen  wir  nun  fttr  w  einmal  2q>,  wofbr  pa}  =  e^  und  dann  2c»',  wofUr 
P(o'  =  ^3,  und  setzen  =fj^  _  -  ^  =  7^'^  go  ergiebt  die  Gleichung  15) 
die  beiden  neuen: 

^^^  ^(M^2c«)  =  öu+^'/'    '^=öc.' 

^  '^  (l(tt+2a>')  -  Ott  ^^'' '    '^       öcö' ' 

(Weierstrass'Sckwarz,  S,i),  und  durch  Gombination  beider  erhalten  wir 


Schreibt  man  nun  die  Gleichung  16)  in  der  Form: 

—    lg(j(w+2o>) — Igöw — 2yu    =0, 

so  folgt  dnrch  logarithmische  Integration 

und  wenn  zur  Bestimmung  der  Constanten  C  u  =  — cu  gesetzt  wird, 

also 

19)  ö(w+2a>)  =  —(^vi^-^^hu 
(WeierstrasS'Schwarz,  y,i).  Auf  ganz  dieselbe  Weise  erhält  man  aus  17) 

20)  0-  (M+2a>0  =  — ß2»?'(«+ö>')öt< 
(iL  y,»).    Wird  allgemein 

gesetzt,  so  crgiebt  sich  durch  Combination  der  Gleichungen  19)  und  20) 

21)  6(u+cS)  =  — (— i)('w+lX«+l)e2^(w+i5)ö^^ 
(Weterstrass-Schwarz,  7,J.    Daraus  sehen  wir,  dass  die  Function 

ou  nicht  periodisch  ist,  ebenso  nicht  die  Function  — idochunter- 

scheiden  sich  die  Werte  der  letzteren,  wenn  die  Argumente  um  eine 
Periode  diflferiren,  nur  um  eine  Constante. 

Zum  Schlüsse  wollen  wir  die  Function  cu  als  unendliches  Product 
darstellen.  In  der  Functionentheorie  wird  gelehrt,  wie  eine  Function 
durch  diejenigen  Werte  a,  wofür  sie  verschwindet,  dargestellt  werden 
kann.  Sind  nämlich  m  der  Grössen  a  gleich  null,  und  ist  q  die  kleinste 
ganze  Zahl,  woftlr 

vi 
beständig  convergent  ist,  so  giebt  es  eine  Function 


22)       flu)  =  vP'Jl 


welche  den  Character  einer  ganzen  Function  hat  und  für  u  =  a  ver- 
schwindet; und  alle  übrigen  Functionen  dieser  Art  sind  enthalten  in 
der  Form 

23)  J\u)  =  f{u)e^^''\ 

wo  G(u)  eine  ganze  Function  ist  oder  den  Charakter  einer  ganzen 
Function  hat.  Soll  femer  eine  fllr  alle  Werte  ihres  Argumentes  ein- 
deutig bestimmte   Function   gefunden  werden,   welche   für   gegebene 
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Werte  a  null  und  für  andere   gegebene  Werte  b  unendlich  wird,  so 

bilde  man,  wenn  qx  so  bestimmt  ist,  dass  JS.^     beständig   convergent 

H  eine  Function  /i(u),  welche  fttr  die  h  verschwindet,  ferner  allgemein 
24)  /'i(u)  =  A(u)€^i<«>; 

alsdann  ist  die  gesuchte  Function  von  der  Form  —;-( ^  und  die  allge- 

/,(m) 

reinste  Form  einer  solchen  Function  wird  wieder 

^o  du)  eine  ganze  Function  ist  oder  den  Charakter  einer  ganzen 
Function  hat 

Diese  Sätze  aus  der  allgemeinen  Functionentheorie  wenden  wir 
^^tk  an,  um  unsere  Function  au  als  unendliches  Product  darzustellen. 
Sind  wi  und  w^  zwei  Grössen,  deren  Quotient  eine  complexe  Zahl  ist, 

^     ist  die  Summe  -T         5  die  auf  alle  m  und  n  unabhängig 

^(^Tx  einander  sich  erstreckt,  convergent,  sobald  ()>2  ist.  Die  Fuuc- 
^ori,  welche  fttr  alle  endlichen  Werte  des  Argumentes  den  Charakter 
®*»€r  ganzen  Function  besitzt  und  fttr  alle  Werte  w  =  2m(o+2noy*  vcr- 
8^  Vi  windet,  hat  also  die  Form 


26)  /(„)  =  uJl 


H) 


e 


^  der  Accent  an  dem  Produetzeicheu  andeutet,  dass  das  Wertepaar 
'^^  =0,  n  =  0,  also  der  Wert  w  =  0,  ausgeschlossen  ist.  Nun  lässt 
^ich  zeigen,  dass  fttr  unsre  Function  <>(m),  die  in  der  Form 

27)  au  =  fiu)e^^^^ 

Erscheinen  muss,   Giu)  =  0  ist    Um  dies  zu  beweisen,  dififerentiiren 
^r  ö{u)  und  erhalten 

ou       fu 
and  durch  abermalige  Dififerentiation 

28)  m  =  (p{u)—&\u\ 
wo 

Hieraas  folgt 

g>'{u)  =  -  ^3— 2r  — i-- 22: -~    ^,, , 
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wo   sich   die   letzte  Samme   auch   aaf  w  =  0  erstreckt    Da  wir  nnn 

w=2a}-{-2{fn—l)(D+2noy   oder  /^' =  2cö'+2ma>+2(n—l)cö*  schreiben 

könncD,  so  ergiebt  sich,  dass 

g>'(M+2(ö)  =  9p'w,  g)\u+2a}')  =  ^% 

dass  also  rp'u  die  Perioden  2co,  2co'  hat.    Durch  Integration  folgt 

9)(tt+2cö) — g)u  =  (7,  9)(u+2coO — g)U  ==  C*, 

und  fftr  M  =  — cö  resp.  u  =  — cö' 

q>co—q>{ — (d)  =  (7,  g>a>' — q){ — a>0  =  (7*, 

also  (7  =  0,  ^  =  0,  da  g)u  eine  gerade  Function  ist    Mithin  hat  auch 

^u  die  Perioden  2cö,  2cö'.    Nun  war  nach  28) 

pu  =■  ifu — G%; 

CS  mttsste  also  die  Function  G'%  welche  den  Charakter  einer  ganzen 

Function  hat,  ebenfalls  doppeltperiodisch  sein.    Aber,  nach  einem  Fun- 

damentaltheorem  der  Functionentheorie ,  muss  eine  doppeltperiodische 

Function  mit  dem  Charakter  einer  ganzen  Function  sich  auf  eine  Con- 

stante  reduciren.    Setzen  wir  diese  gleich  @,  so  ist 

pu  =  gm — 6. 
Nun  war 


fffU  =  -  +  CiU^+  ... 


und  es  ist 


Hierin  fallen  aber,  wenn  die  Glieder  mit  +w  und  — w  vereinigt  wer- 
den, alle  ungeraden  Potenzen  von  u  fort,  und  es  wird 

mithin  ist  G  =  ().    Dies  ergiebt  für  pu  die  Darstellung: 

^     ^"       w^        \{u — w)^     wy        \ausgenommenw=0/ 
(WeürsirasS'Schwarz,  Formeln  ^,%). 

Femer  folgt  aus  der  obigen  Gleichung  G*'\jl  =  6  =  0,  dass  &vl  =  & 
(constant),  und  da  Gu  eine  Potenzreihe  von  u  war, 

Gu  =  au+b^ 
also  nach  27) 


ow^e 


au 


+V("). 


Non  sind  au  and  /{u)  beide  ungerade  Functionen  von  u,  also  hat  man  anch 
woraus  durch  Division  folgt 


1  =  e"^"* 


•Ibo  «»0,  und 
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Dividiren  wir  beide  Seiten  darch  u  und  entwickeln 

u  u 

Mch  Potenzen  von  u  nnd  setzen  dann  u  =  0,  so  erhalten  wir  ^  =  1, 
abo  Ott  =  f(u)  oder  nach  26) 

30)  öu=u  n  ( l--y ^  "^'    (m,n=0,  ±1,  ±2, . . .  ±  oc  ) 

M,    \      ^/  ^    ausgenommen  w  =  0    ^ 

^WieterstrasS'Schwarz,  Formeln  s,jj.    Für  die  Bestimmung  des  q  war 
^  wesentlich,  dass  -  eine  complexe  Zahl  ist;  wir  setzen  vorans,  dass 

^^r  reelle  Bestandtheil  der  Grösse  —    einen    von   Null   verschiedenen 

cot 

nnd   2war  positiven  Wert  hat,  oder,  wie  man  zu  schreiben  pflegt,  dass 


^©^^- 


^^'^^ernfalls  könnte  man  nämlich  das  Periodenpaar  2o>,  2a>'  durch  ein 
äquivalentes  2c3,  2cS',  wo 

(5'  =p'(D+q'a)\ 
c^B^tzen,  wofür 


*(D>« 


^^d  dann  p,  q,  p\  (f  der  Bedingung  /?^ — p*q= — l  genttgen. 

Die  obige  Darstellung  von  ou  als  unendliches  Product  erinnert  an 
^e  analoge  Darstellung  von  sinu;  es  ist  bekanntlich 


00  w 

sinu 


Mit  Hülfe  der  Function  sinus  lässt  sich  die  Function  öu 
als  einfach  unendliches  Product  darstellen,  d.  h.  als  ein  sol- 
ches, in  dem  nur  ein  Index  unendlich  viele  Werte  annehmen  kann. 
Diese  von  Weierstrass  in  seinen  Vorlesungen  gegebene  Dar- 
stellung und  die  dazu  erforderlichen  Ausdrücke  für  die  trigonometri- 
schen Functionen  sind  ausführlich  behandelt  in  dem  schon  oben  er- 
wähnten Werke  von  0.  Biermann,  ,, Theorie  der  analytischen  Func- 
tiofietV*,  Cap.VI:  „Darstellung  der  eindeutigen  analytischen  Functionen 
einer  *  Veränderlichen*' 

Das  obige  Doppelproduct  hiess: 
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ou  =  u  Jl  {l~-~ — -- — ,]e       ^  ^ 

^*  V       2m(o  +  2na}*J 

Trennen  wir  hier  zunächst  diejenigen  Faetoren  ab,  in  denen  ?*  =  0  is 
80  erhalten  wir 

m  =  — OD 

U  .1  W« 


j^^  /  u \  2wcü-j-2ncö'    2  (2ma»+2n€tf')» 

"    \       2m(X)+2nm*j 

«  =  ±1 

Nach   der  oben  angegebenen  Entwiekelung  von  sinns  ist  nun  (Bier 
mann.  /.  c,  S.  22 j) 

31)         8i4« = ^  ji  f  1  JL  y«- 

m  ^  —00  ^  ' 

und  ferner  ist 

1     y 

m=  —OD 

Formen  wir  hiernach  den  abgesonderten  Teil  um,  so  erhalten  wir 

ÖU  =  ^ sin -^-  e"^"'  2^  ^     /7  i  1  ^  .       ^^2m(ti-l-2na>'^  2 (2m€tf+2n©T. 


+-       (2-       2;    -,  I2C.)    (> 

=  Ä^  m=l        =  Ä 


In  dem  doppelt  unendlichen  Product  kann  man  nun  alle  Faetoren  zu- 
sammenfassen, welche  dasselbe  n  haben.  Für  jedes  n  erhält  nämlich 
das  Product  die  Form 


2  ^^^(Imw^r^nm'f    TW    / u \    2mw4-2wcö' 


Wenden  wir  hierauf  die  Formel  an: 

^  (m+ar)2      sin^jro: 

m  =  —  in 

(Bier mann  /.  ^.  S.  324),  so  wird  unser  Product  gleich 


V    Ol    /  m  =  — OD    ^ 


2m€tf+2no' 

Biu-i I     M.M.       \  'Amni-^ 'zntn  i 

mithin 


§15] 


100 


n  =  — OD 

Das  hier  uoch  übrig  gebliebene  doppelt  anendliclic  Prodiict  »chreibeu 
wir  in  der  Form: 


2t0 


// 

H  =  —  X- 


M 


('-i)y/('-i->-"- 


und  wenden  darauf  die  Formel  31)  und  die  DarKtelluug  der  Fiiußti(»u 
cot.  nämlich 


1        "^"^        X 
X       Ämk  n(x — n) 


■  =  -  - ar 


fBiermann.  /.  r.  .S".  j2^j  an.  wodurch  jeder  Factor  von  der  Fonii 


8in;r(  n \e 

\  w      2a}/ 


.  xnco 
sin 


wird.    Dies  giebt  Air  ou  da«  Resaltat: 


«in-    •  -^  •=:siii'  JIM  «in» 


m         X  X 

«in-   (2n«/ — u^.md^  (2na/+u) 
2f/j  2€o 


2rtf/A 


2o  .   fxu\  tm  FI 


.  Jxwr/\ 


ck  C«:*xi«^tAi]ttr 


■•■- 


1 


''/ 


i<       Jo'':-«':;*'r:>.5V^^^r:.    Fc^mfln    <-#  ir.   c/-      DiM^    CVmiitABtfr    Mit 


la«,"!:*»*-!    iiri 


V  ^> 


>"> 


v^  utafl  cMrkt.  vi^fiai  naoi  ^i  üb  25<9  renyelrrl  v/- 


r*-L   5  f  —  >>   :l 


^v- 


**'»a«  ÜkiAmme  I9f  iUrrdbt 
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Lässt  man  m  — . )  i  d.  li.  den  reellen  Bestandteil  7on  — nnei 

\Cöt/  (Dt 

gross  werden,  so  erhält  man 

34)  ö«  =  .         TT  «'"(20»; 

(WeterstrasS'Schwarz,  Formeln  6,jJ. 

Die  Formel  32)  fllr  cu  kann  man  auch  schreiben: 

2<m2cö  .  /mjtN  rr      \  CQ      2<P/         2a;  r|- \^ 2q>/ 

^     ^"-^     smf j  "-^     sin( 1 


öu=  e      —  sm 


nnd,  wenn  man  -—  =  1;,   -  =  t  setzt: 
'  2a)         G} 


00       .      .  V  <*> 


0(2««;)  =  e^«?-«"  ^^fAnv^fJ'^:^!^^=^e-^*jr^^^±^e^ 


jr  ^^j     smnrjr  :;j^r\     srnnr^r 


(ib,  6,7).    Setzt  man  ferner  «*^*  =  jj,  e^^^ «  g,  so  wird 


Ct>     .  o_         «        OD 


36,  »_^,™,_,w^^?=c:jGri=^'Z(ii^ 

flriS.  (^,8^,  oder  auch 

ofi\  .        ^/«     \        2»ö>»«2cö  .         ]nrl — 2g*"eos2v^+^ 
36)  du  =  ö  {2(üv)  =  e^'?^«^  -  sin v:^// ^_^«,)2 


n  =  l 

wo 


— Tri. 


37)  ^_,.(|_^j^:t^),      (,  =  «"    ), 

fWeterstrasS'Schwarz,  Formeln  6,9  u.  10) - 

Aus  der  Darstellnng  von  öu  als  einfach  unendliches  Produci 

sich  sofort  eine  analoge  Entwickelang  ftlr  die  Function  —    her 

nm 

~o —  dz       xiz 

Da  nämlich  z  =  e^^,  also—  =  -—  ist,  so  erhält  man  für  rflg< 

du      2m  ° 

wl     *    ^^ 

oder 

öi7  ""  ^  ■*■  2^  ^     2a>  "^  rä«^  V 1— (7^"^^      1—^z-y 

oder  auch 
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'    ^  öW  ™  a>"  "^  2©  (T— V-^  "*■  cw*  ij^  VT-^^»^ ""  ~l-^^z~y ' 

tlTTf  7Ctt>'t 

worin  z=  e^^  und  q=ze  ^    ist. 

Ans  dieser  Formel  lässt    sich    eine    höchst  merkwürdige   Bezie- 
hung zwischen  den  vier  Grössen  co,  ©',  w=  — ? //=  — -.7    herleiten. 

2-i-2~^                 2iz^ 
Schreibt  man  nämlich  für  / ,  = — / ,  und  trennt  die  bei- 

z — 2"~*  1 — z^ 

den  Reihen   der   obigen  Summe,  da  jede  fttr  sich   convergent  ist,  so 
erhUlt  man: 


Setat  man  nun  u+co*  ftir  ?/,  so  wird  z^«  aus  z,  also: 

CO— — ; -^ W  (W+  co) 

_      jr.     jrtgz^        .yi    g^+42  .^^^2«-.i^-2 

^^Ireibt  man  aber  flir 


00  O^J^I      n  00 


CO 


yi    ^2«+iz2  yi    ^-^"""^^^ 

^Xid  nimmt  das  Glied  — jti-- — ^  ?  worin   w=  1   ist,   zu   der  letzten 

1—qz'^ 

^Bmme  hinzu,  so  erhält  man: 

Setzt  man  hierin  w  =  0,  so  wird  z  =  1  ;^die  beiden  Glieder  unter  dem 
Summenzeichen  heben  sich,  und  es  wird,  da   —,  =  /;'  ist, 

39)  Tico'—cof/  =  Ji 

(WrierstrasS'SchwarZy  Formeln  7,5^.    Mit  HtÜfe  dieser  Formel  kann 
man  aus  drei  der  Grössen  co,  co',  ^,  rf  die  vierte  berechnen. 

I  16«    Besondere  Darstellung  der  Zähler  und  Nenner  der  unendlichen  Pro- 
ducte  für  sn,  cn,  dn«    Der  UrRprung  der  Thetafnnctionen« 

Eine  aufmerksame  Betrachtung  der  Zähler  und  des  gemeinschaft- 
lichen Nenners  der  Producte  fttr  sn,  cn,  dn  (15) — 17)  des  §  11)  zeigt, 
dass  dieselben  sich  sämtlich  aus  einer  Function  durch  Aenderung  des 
Arguments  herleiten  lassen.    Setzt  man  nämlich: 
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OD 


F(x)  =  JJ  (l--2^^'-*cos2a:+/'-^, 


r=  1 


00 


1) 

so  igt: 

2)  F{x+{Jt)  =  //(H-24'«'- '  cosaa-H-^^«--«). 

1 

Für  x  =  0  erhält  man  aus  1)  und  2): 

m 

Setzt  man  in  den  Gleichungen  1)  und  2)  .r— -log^  statt  x,  so 
dießelben  über  in: 


OD 


2  1 


CX) 


=  (l—e-^"')JJil—g^'-e^''){l—f/^'-e-'^) 


00 


=  2i<j-''sina:/jr(l— 2^2''C082a:+^**'), 


OD 


f'(a:+-— -log^)  =  2e-''(iOBxJJ(l+2q^''eoB2x+q^''), 
und  für  a;  =  0  giebt  die  letzte  Gleichung: 

Mit  Hülfe  dieser  Gleichungen  lassen  sich  die  Gleichungen  1 
und  17)  des  §  11  auf  folgende  Weise  darstellen: 


4) 


2k'x      e*» 
sn  —  =  — 


^(f)      n^-^^ogq) 


^(f-|log,) 


Fix) 


F{0) 


F(x)  ' 


en  —  =  e^'  - 

,   2Kx        F{0)  ^^^^'^2^ 

Die  Gleichungen  4)   zeigen,   dass   man   eine   beliebige   de 
Funetionen 
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ab  Amdaraentale  Fmietion  nehmen  kann,  mit  deren  HQlfe  deh  die 
elüptisehen  Functionen  dnreh  Aendemngen  des  Ai^ments  als  Qao^ 
tienten  darstellen  lassen.  Es  ist  daher  von  Interesse,  eine  Function 
FixjL  definirt  durch  die  Gleichung  1),  genauer  xu  untersuchen.  Eine 
solche  Untersuchung  führt  durch  Auflösung  des  unendlichen  Products 
auf  eine  Reihe,  deren  ebenso  einfiache  wie  eigenthttmliche  Form  Ja- 
cobi  zu  Resultaten  geführt  hat,  welche  zu  den  glänzendsten  und 
productivsten  Entdeckungen  dieses  grossen  Mathematikers  gehören. 

Ohne  an  den  Gleichungen  4)  etwas  zu  ändern,  kann  man  statt 
f\x)  den  Ausdruck  C.  F(x)  nehmen,  wo  C  in  Beziehung  auf  x  constant 
ist  Da  die  Darstellung  durch  Hinzufttgnng  einer  solchen  Constanten 
etwas  an  Einfachheit  gewinnt,  so  soll  statt  F(x)  der  folgende  Ausdruck 
zu  Grunde  gelegt  werden: 

ao  00 

fix)  =  ff  (1—^*0  JJ  (1—2^*'-»  cos  2a:+tf *'-«). 
1  1 

Es  sei  nun: 

00 

5)  g>iz)  =  (1  +gz)(l+q^z){l+q^z)  ...=  //  (1  +q^'-'zl 

1 

Denkt  mau  sieh  rechts  die  Multiplication  ausgeftlhrt,  so  ist  auch 

OD 

6)  g>(z)  =  Jq+AiZ+  ...  =  V^Az*. 

Setzt  man  in  5)  q^z  statt  z,  so  folgt: 

q>(Q^z)  =  (l+q^z){l+q^z) 

Diese   Gleichung   mit   1+qz   multiplicirt,   reproducirt   rechts   nach  5) 

g^(z);  man  erhält: 

(l+qz)g>{q^z)  =  g>i2). 

Nimmt  man  die  Entwickelung  6),  so  lässt  sich  die  vorstehende 

Gleichung  schreiben: 

und  die  Vergleichung  der  Factoren  von  z**  giebt: 
oder: 

Für  z  =  0  ist  nach  5)  9(0)=!.    Die  Gleichung  6)  giebt  dann 
Aq  =  1.    Mittelst  der  Recursionsformel  fttr  die  An  erhält  man: 


An 


(l-y^){l—q^)....il—q^) 
Man  setze  femer  mit  Jacobi: 

Enneper,  ellipt.   Functionen.    3.  Anfl. 


114  [8  16 


2« 


Wird  qz  statt  z  gesetzt  und  die  so  erhaltene  Gleiehung  mit  :; mnlti- 

1 — qz 

plicirt,  so  bleibt  die  linke  Seite  dieser  Gleichung  nnrerftndert,  es  folgt  dann: 

^  "*"  1=^  ^'  "^  (1— ?2)  (1— g»^  ^*  "*"  (WZ)(1— ?»2)(1— ?»2)  ^»+  ••• 

"°  W«  "*"  (l—qz)il—q*z)    '  "•"  (1— ?«)(!— ««2)(l—«»z)  **+  ' ' 

Da  nun  allgemein  ^ —  1  +  ,  ^  ^  i  so  lägst  sich  die  rechte  Seite 

o  1 — q'^z  1 — ^z 

der  letzten  Gleichung  auch  schreiben: 

Vergleicht  man  diesen  Ansdmck  mit  der  linken  Seite  der  vorigen 
Oleichnng,  so  erhält  man  zur  Bestimmung  von  ^i,  f 2 ....  die  Gleichungen : 

q  (Bi  +  1)       =Bu  oder  il—q)Bi  =  q, 
qKBi+q  Bi)  =  i?„  (l-?»)/?i  =  q»Bu 

qKBt+qWi)  =  /?„  (l-^»)i?s  =  q'-Bi, 


•     •     t  •     •     •     • 


Diese  Gleichungen  geben: 

^'       1-* '  -^^      (1— «)  (!-«»)    ^»      il—q)  (l—q^)  (1-a 
allgemein : 

n  ^ ?:! 

"'       {l—qHl-q^....(l—q')' 

Die  Gleichung  7)  wird  hierdurch: 

q  z 


=  1  + 


{l-qz)(l—q'tz){l—qH)...  1—q    l—qz 

q*  2« 


+ 


(l—q)a—q^    (l—qzHl—qH) 


"^  (1-(?)(1— «*)(!-?») '  (1-^2)(1— «r»r)(l— «»2)"^  •"• 
In  der  rorstehenden  Gleichung  setze  man  q^  statt  q,  darauf  z  =  ^, 
69  folgt  dann: 
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1+         ^  ^ 


(l_^2n+2)(i_^2«+4)(i_^2n+e)^,^  '     \—q^      1— ^2-+2 

^2.4  ^ 

Diese  Gleichnug  multiplicirt  man  auf  beiden  Seiten  mit: 


(1— ö^2)(l_^4)....(l«^2.) 

Der  allgemeine  Term  anf  der  rechten  Seite  ist  dann: 


^3.mS  ^3nm+nS 


(1—^2)  (l-.^4)  . . .  (1—^2«)     (1—^2) (1—^*)  .  . .  (1— g««+2m) 


iX—q^)  {l—q^) . . .  d—q'^)    (1—q^)  (l—q*) . . .  (1— ^»•+««) 
Dieser  Ausdmck  lässt  sich  unter  Anwendung  der  obigen  Werte  Air 
An  einfacher  durch  Am  An+m  ausdrücken.    Da  A^^^l^  so  erhält  man: 

nn—q'n  iti 

Setzt  man  in  6)  z  =  e^^'  und  z  ««  tf"^,  bildet  das  Product  von: 

tp(e-^  =  ^o+^i  r'^+Ai€r^+  . . . ., 
so  ist  der  Factor  von  tf^fm+^wri -_.  2  cos  2  na;  gleich 

AQAn'\rA\An^\'\-  . . .  =^^^*/4«4.« 

«  =  0 

d.  i.  nach  8) 

11(1— q^n ' 

Man  erhält  so: 

fl  s=  1 

Setzt  man  links  für  9)(z)  seinen  Wert  in  Form  eines  unendlichen  Pro- 
ducts aus  5),  fuhrt  die  Multiplication  je  zweier  Factoren: 

(l+^2'-V'0(l+ä'^''-^<J"*^)  —  l+2g«'^^cos2x+^-^ 
aus,  so  erhält  man  schliesslich: 

00  00  OD 

9)       IT  (1— ö'^O  //(l  +  2^«'-^cos2a:+^'-«)  =  1+2  ^  ^' cos2na;. 

r = 1  r= 1  n= 1 

Vertauscht  man  x  mit  - — x^  so  folgt  leicht: 

OD  OD  OD 

IT  (l—q^n  7/(1— 2^^'-^  cos  2x+q^-^)  =  1  +22(--l)''«'*'  «os  2nx. 
11  1 

8* 
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In  der  Gleichung  9)  setze  man  2eo82na;  =  e*«*+c-*^,  vert 
X  mit  X — -log^  und  multiplicire  die  so  erhaltene  Gleiehong  mit  q^i 
wird  dann: 

OD  qp 

2q^to%xU (1— ^2r)  /7'(i+2^«'-cog2x+^0  =  Q^^ 
1  1 

00  OD 


1  1  1 

Vertauscht  man  in  der  Torstehenden  Oleichung  x  mit  -- — o:, 
endlich: 


OD 


OD 


2^  sina;  f[  (1— ^^0  JJil—2q^''eos2x+q*'') 
1  1 

=  2  'S  (— 1)»^  V"*>'  sin  (2n— 1)  o;. 
1 

Fassen  wir  die  erhaltenen  Resultate  zusammen,  so  haben  w: 
folgendes  wichtige  Formelsystem  fttr  die  Verwandlung  der  unenc 
Producte  in  Reihen: 

00  OD 


10) 


r  =  l 


r  =  l 


OD 

=  l+2^^'"cos2na;, 


fl=:l 


OD 


OD 


//(l— ^^0//(l— 2«^'-'cos2a:  +q*''-^ 


r=l 


r=  1 


00 

=  1+2  ^i—iyq"^ eos2nx. 


n  =  l 


00 


OD 


2^  ^  eoBxJJ(\  — ^2r)  j^(i  ^  2^2r  c^g  2a;+ ^^ 


r=l 


r=l 


00 

=  22^^"~*^'  c<>8  (2n— 1)  x. 


n=l 


00 


00 


2qhmx  JJ  (l—q*'')lJ(l— 2q^'' cos  2x+q*'') 


r=l 


r  =  l 


00 

=  2S(— l)"-V(^'-*>'8in(2n— 1)j:. 


n=l 


Diese  Gleichungen   sind  eine  reichhaltige  Quelle  der  interessai 
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BeaehoDgen  zwischen  Analysis  und  Zahlentheorie  geworden.    Von  der 

eisten  macht  Jacobi  eine  Anwendnug  auf   die  Simultanformen  des 

weiten  Orades,  in  denen  gewisse  Zahlenklassen  immer  enthalten  sind. 

(»l/eber  unendliche  Reihen,  deren  Exponenten  zugleich  i7i  zwei  ver- 

^(fiieienen  quadratischen  Formen  enthalten  sind**,  Grelle  J.  XXXVII, 

^/- — '^4  u.  221 — 2^^;  Ges.   Werke  II,  217—288). 

Die  im  Vorhergehenden  befolgte  Entwickelung  eines  unendlichen 
Products  in  eine  Reihe,  wie  dieselbe  in  den  Gleichungen  7)  und  8) 
eatbalten  ist,  rührt  von  Jacobi  her  (Fund.  §  64,  Ges.  Werke  I,  232). 
Iä  §  52  der  „Fundamenta'*  (Ges.  Werke  1, 198)  wird  zuerst  das  Product 
a^f  der  linken  Seite  der  Gleichung  9j,  später  (§61,  Ges.  Werke  I,  224) 
a^ichdasProductauf  der  linken  Seite  der  Gleichung  10),  durch  eine  func- 
t^oxiale  Bezeichnung  als  besonders  bemerkenswerte  Function  hervor- 
R^hoben.  In  §  65  (Ges.  Werke  1, 225)^  fast  am  Ende  des  Werkes,  definirt 
Jacobi  zwei  Functionen  ö  und  //  auf  folgende  Weise: 

11)  ö( j  =  1 — 2^cos  2a:+2^^cos4a:— 2^®cos6a:+2^*^cos8a: — . . 

=  1+2  Yl(— l)''g'"eos2wjr, 

1 

12)  h{ 1  =  2^*  sinor — 23^^  sin  3a;+2^  vsin  hx — 2^t  sin  7x  +  . . . 

=  2^  (_l)»»-Y«-i)«  gin  {^n—\)x. 
1 
Die  beiden  Functionen    S  und  ü  sind  die  unendlichen  Reihen, 
welche  auf  den   rechten  Seiten  zweier  Gleichungen  10)  vorkommen, 

durch  einfache  Vertauschung  von  x  mit  - — x  erhält  man  die  Reihen 

auf  den  rechten  Seiten  der  beiden  andern  Gleichungen  10). 

Die  elliptischen  Functionen,  welche  wir  in  §  11  (Gl.  15) — 17)) 
durch  unendliche  Producte  dargestellt  hatten,  lassen  sich  nun,  wenn 
wir  noch  die  Gleichungen  19)  und  20)  in  §  13  berücksichtigen,  in  fol- 
gender Form  ausdrücken: 


1         \x  j  IKx       ,  /a*        \x  '1  j 


IKx 

an- — -  =■  — ,^  — ;-  „  :  i    en  —  = 


3t    \jk  ()(VL^     ^    y  k    ^/2A'^\ 


2Äa; 


Ö 


e^^f)) 


(^) 


oder 


2Ä'a;  ^    1      2q^  sin  x — 2q^  sin  3a; + 2^  sin  bx — 2^  sin  7g  + . . . 
X         |/^  1 — 2qeoB2x+2q^GOHlx — 2^»cos6a;+2^**co88a: — ../ 

2iKr  _  I  //:'    2y^eo8a;+2y*  cos 3x+2^  eo85a:+2^eos7a;+ ... 
Jt    ~^  V  k  1 — ^^co82a-f-2^*cos4x-— 2^öcos6x+2^*«cos8a: — ...' 

,    2Kx /-,  l  +  2q(iOS2x+2q*eoB^+2q^eoB6x+2q^^eoBSx+,.. 

3t  ^      1 — 2^  cos  2«+ 2^*  cos  4a: — 2g®eos6a;+2g**co88x — ... 

Diese   Entwickelnngen   hat  Jacobi  in   §  60   seiner  „Fundamental^ 

(Ges.   Werke  I,  23^)  gegeben. 

Die  in  den  Gleichungen  11)  und  12)  vorkommenden  Bezeichnongen 

haben  den  Nachteil,   dass  dieselben  sehr  unbequem  sind  und  auch 

2Kx 
das  Argument  — '-  zu  complicirt  ist,  namentlich  bei  Rechnungen  mit 

solchen  Functionen,  bei  denen  man  in  die  Lage  kommt,  Funetions- 
zeichen  und  Argument  sehr  häufig  schreiben  zu  müssen.  Dieses  hat 
später  Jacobi  bewogen  in  seinen  Vorträgen  über  die  Theorie  der  el- 
liptischen Functionen  sich  einer  einfacheren  Bezeichnung  zu  bedienen 
und  jede  der  in  den  Gleichungen  10)  vorkommenden  Reihen  mit 
einer  besonderen  Bezeichnung  zu  versehen,  statt  sich  auf  die  bei- 
den in  den  Gleichungen  11)  und  12)  bemerkten  Bezeichnungen  zu  be- 
schränken. In  Folge  der  gewählten  Bezeichnung  ^d^"*  heissen  die  Reihen, 
welche  auf  den  rechten  Seiten  der  Gleichungen  10)  vorkommen, 
Theta-Functionen  (i9^-Functionen).  Man  kann  diese  Reihen  leicht 
in  etwas  anderer  Form  schreiben,  welche  geeignet  ist,  den  Zusammen- 
hang dieser  Reihen  unter  einander  mit  geringen  Rechnungen  daizu- 
thun.    Setzt  man  2cosy  =  e«^+e'">^,  so  ist: 

OD  OD  OD 


CO  OD 

»=0  n= 1 

In  der  ersten  Summe  rechts  nehme  man  n  =  m^  in  der  zweiten  Summe 
n  =  — ;/},  es  durchläuft  dann  m  alle  positiven  und  alle  negativen  ganzen 
Zahlen.    Die  Vereinigung  beider  Summen  giebt: 

OD 

m  =  — 00 

Auf  diese  Weise  lassen  sich  die  rechten  Seiten  der  Gleichungen  10) 
auf  folgende  Art  darstellen : 


fai. 
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13) 


OP  OD 


— 00  — 00 

00  ^       OD 


—00  ^— CO 

und  wir  erhalten: 

OO  00 

r=l  r=l 

•j-oo 


14) 


111  =  — 00 
OD  00 


jf7(l— ^*0  IJi^—  2^*''"'"  cos  2x + q^-^) 

r=l  r=l 

-^oo 


=  y\  (~-i)'»ö^tf"~, 


m  =  — OD 

00  OD 

r=l  r=l 

-foo 


=    'S  <7<"^*^V(*'^"^^^'' 


m  =  — X 

OD  qp 

2^^  mnxjjd—q^'-)  JJ{l—2q^^  COS  2a;+ $*0 

r=l  r=l 

4-00 


=  1  "V    ( — i)«^«H-l)«^aiiH-i)»». 


ISS— OD 


Diese  Summen  nehmen  eine  etwas  ttbersichtlichere  Form  an,  wenn 
man  q^==p*  setzt.    Da  q  =  e^^8g^  go  ist  auch: 


00  CO  OO 


—OD  —00  — 00 

wenn  znr  Abkürzung  logq  =  a  nnd  xi  <=  &  gesetzt  wird.    Man  kann 
den  vorstehenden  Ansdmck  dahin  Terallgemeinem.  dass  in  derSamme: 


OD 


15)  S  =  2«*"*+'*'*+* 


—00 


a,  b  nnd  c  beliebige  reelle  oder  complexe  Grössen  sind.    Setzt  man 
a  ==  a+ßi^  so  ist  das  Verhältnis  zweier  süceessiven  Tenne  der  Snmme  S: 


^an^+2bn-\'C 


^2n+l)a+26 


^^(2n+l)a+2*[ßQg(2n+l)i9+t8in(2n+l)iSj 
Ist  nun  a  negativ,  so  hat  der  vorstehende  Ausdruck  Null  ^zur 
Grenze,  wenn  n  unbegrenzt  zunimmt    Die  in  15)  aufj^sfellte  ßeih^  S 


i 


\ 
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ist  also  immer  convergent,  wenn  der  reelle  Teil  von  a  negativ  ist, 
welche  endlichen  Werte  auch  b  nnd  c  haben  mögen;  es  kann  h  reell, 
imaginär  oder  compiex  sein.  Die  Quantität  c  kommt  nicht  weiter  in 
Betracht,  da  ^  gemeinschaftlicher  Factor  aller  Terme  der  Reihe  S  ist 
Der  Einfachheit  halber  werde  c  =  0  gesetzt  Lässt  man  in  der  Glei- 
chung 15)  a  und  h  variiren,  so  lassen  sich  Reihen  herstellen,  in  denen 
das  reihende  Element  nur  gerade  oder  nur  ungerade  ist,  die  Terme  der 
Reihe  abwechselnd  positiv  oder  negativ  sind,  wobei  die  Reihe  mit  einem 
Constanten  Factor  multiplicirt  erscheint  Man  überzeugt  sich  leicht  von 
den  folgenden  Relationen: 

Diese  Reihen  8ind  die  in  13)  aufgestellten  Reihen,  nur  in  etwas  ver- 
änderter Schreibweise. 

Die  in  13)  und  15)  aufgestellten  Reihen  sind  Reihen  von  Exponen- 
tialgrössen,  bei  welchen  das  reihende  Element  im  Exponenten  in  der 
ersten  und  in  der  zweiten  Potenz  erscheint,  können  also  als  eine  Er- 
weiterung des  Begriffes  der  Exponentialreihe  oder  der  binomischen 
Reihe  angesehen  werden.  Jacobi  hat  diese  Gebilde  einer  eingehen- 
den Untersuchung  unterworfen  und  in  Beziehung  auf  Relationen  zwi- 
schen derartigen  Reihen  die  Fundamente  zu  einer  ebenso  interessanten 
wie  wichtigen  Theorie,  der  Theorie  der  Theta-Functionen,  ge- 
legt Wir  wissen,  dass  sowohl  die  Logarithmen  und  die  cyclometri- 
schen  Functionen  wie  ihre  Umkehrungen,  die  Exponentialfunctionen 
und  die  trigonometrischen  Functionen,  sich  mit  Hülfe  der  binomischen 
Reihe  leicht  entwickeln  lassen.  Analog  erscheint  die  Lehre  von  den 
elliptischen  Integralen  und  ihren  Umkehrungen,  den  elliptischen  Func- 
tionen, als  eine  Folgerung  der  Lehre  von  den  Theta-Functionen,  eine 
Folgerung,  welche  im  Folgenden  nach  dem  Vorgange  von  Jacobi 
dargelegt  werden  soll.  Diese  Darstellung  nimmt  in  der  Hinsicht  keinen 
unnötigen  Raum  in  Anspruch^  als  die  zu  entwickelnden  Gleichungen 
zwischen  Theta-Functionen  nicht  nur  ftir  die  Lehre  der  elliptischen 
Functionen  und  Integrale  wesentlich  sind,  sondern  die  Theta-Functionen 
für  verschiedene  Zweige  der  Mathematik  von  grosser  Bedeutung  sind. 
Wir  werden  sehen,  dass  die  Thetaiunctionen  am  besten  geeignet  sind, 
die  Eigenschaften  der  elliptischen  Integrale  aller  Gattungen  zu  ent- 
hüllen.    Deshalb  nahm  Jacobi  später  in   seinen  Vorlesungen  über 
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dfipfisehe  FanctioDen  die  Betrachtaug  der  von  ihm  eingeAihrten  neuen 
Truiflcendente  6  zum  Ausgangspunkt  der  ganzen  Theorie.    «Bedenkt 
iBan",  sagt  Dirichlet  in  seiner  „  Gedächtnisrede  au/Jacobi"  (Ges,  Werke  I, 
J4),  .dass  die  neue  Function  jetzt  das  ganze  Gebiet  der  elliptischen 
IVanseendenten  beherrscht,  dass  Jacobi  aus  ihren  Eigenschaften  wich- 
tige Theoreme  der  höheren  Arithmetik  abgeleitet  hat,  und  dass  sie 
^e  wesentliche  Rolle  in  vielen  Anwendungen  spielt,  von  welchen  hier 
^u   die  vermittelst  dieser  Transcendente    gegebene  Darstellung  der 
'  ^tstionsbewegung  erwähnt  werden  mag,  welche  eine  von  Jacobi's 
'^t^ten  und  schönsten  Arbeiten  ist,  so  wird  man  dieser  Function  die 
''S^hste  Stelle  nach   den  längst  in  die  Wissenschaft  aufgenommenen 
^^mentartranscendenten  einräumen  müssen.     Auffallender  Weise  hat 
^^^e  so  wichtige  Function  noch  keinen   andern  Namen  als  den  der 
'^^^i^nscendente  9,  nach  der  zufälligen  Bezeichnung,  mit  der  sie  zuerst 
'^^i  Jacobi  erscheint,  und  die  Mathematiker  würden  nur  eine  Pflicht 
^^r  Dankbarkeit  erftillen,    wenn   sie    sich   vereinigten    ihr  Jacob  i's 
tarnen  beizulegen,  um  das  Andenken  des  Mannes  zu  ehren,  zu  dessen 
Schönsten  Entdeckungen  es  gehört,  die  innere  Natur  und  hohe  Be- 
deutung dieser  Transcendente  zuerst  erkannt  zu  haben''. 

Der  von  Jacobi  eingeschlagene  Weg  ist  später  in  zwei  bemerkens- 
werten Abhandlungen  weiter  verfolgt  worden,  indem  statt  der  ein- 
fachen Summe  S  der  Gleichung  15)  eine  Doppelsumme  von  der  Form: 


s 


^/im*4' tf  I  w,'4- 2&m  Wi  4- 2<;m + 2<T,  w,  4-|7 


ZU  Grunde  gelegt  wurde,  in  welcher  0,  ai,  ^,  c,  c^  und  g  beliebige 
Quantitäten  und  m,  mi  summirende  Elemente  sind,  welche  unabhängig 
von  einander  alle  positiven  und  negativen  ganzzahligen  Werte  an- 
nehmen. Die  Betrachtungen  einer  Doppelsumme  von  der  obigen  Form 
fllhrte  auf  Functionen  von  zwei  Variabein  und  vier  Perioden,  auf  Func- 
tionen, welche  nach  Jacobi's  Vorschlag  „AbeTsche  Functionen'^ 
heissen.  Die  beiden  oben  erwähnten  Arbeiten,  welche  zuerst  in  her- 
vorragender Weise  ein  ganz  neues  Gebiet  der  Analysis  erschlossen 
haben,  sind  die  folgenden:  Göpel:  „Theoriae  traiiscendenttum  Abelia- 
narum  primt  ordinis  adumhratio  levis''  (Grelle,  J.  XXXV,  277 — 312), 
und  Bosenhain:  „Memoire  sur  ks  fonctions  de  deux  variables  et 
ä  qtuitre  p^riodes,  qui  sont  les  inverses  des  integrales  ultra-elliptiques 
de  la  premiire  clcLsse*'  (Mdm.  prds,  p.  div,  sav.  ^tr.  XI,  j6i — 468, 
Paris  i8$i). 

Auszüge  aus  der  zweiten  Abhandlung  in  Briefen  an  Jacobi  ent- 
hält Grelle  J.  XL,  31g — j6o.    In  der  Einleitung  zu  seiner  Abhandlung 
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hat  Rosenhain  einige  Resultate  aas  der  Theorie  der  Theta-Fmielfanieii 
naeh  Jaeobi  aufgestellt 

Es  muss  hier  mit  Rücksicht  auf  weitere  Ausdehnungen  der  in  15) 
aufgestellten  Reihe  S  und  ihre  Anwendungen  in  der  allgemeine 
Theorie  der  Abel'schen  Functionen  bei  diesen  Andeutungen  bleiben. 
Die  allgemeine  Theorie,  das  Werk  der  bedeutendsten  neueren  Mathe- 
matiker, wie  Weierstrass,  Riemann,  Hermite  u.  A.,  erfordert 
weitere  Untersuchungen,  welche  ausserhalb  des  Gebiets  dieser  Vortrftge 
liegen. 


Fünfter  Abschnitt. 


§  17.    Die  Theta-Fnnetionen.    Beiiehungen  iwisehen  denselben. 

Im  Folgenden  werde  unter  q  ein  positiver  echter  Brueh  ver- 
standen, oder  allgemeiner,  eine  Exponentialgrösse  von  der  Form :  e^^^ 
wo  a  und  b  wesentlich  reelle,  positive  Quantitäten  sind.  Die  Variabele 
X  kann  jeden  beliebigen,  reellen,  imaginären  oder  eomplexen  Wert 
annehmen.  Dieses  vorausgesetzt,  werden  die  vier  Reihen,  welche  unter 
13)  in  §  16  aufgestellt  sind,  „Theta-Functionen*  genannt  und  nach 
Jaeobi  auf  folgende  Art  bezeichnet: 


00  CO 


m  =  —00  »*  =  1 

=  1— 2^  COS  2a: +2^^  COS  4a:— 2^^  COS  6a; +24F- «COS  8« — ... 


00  00 


'»1=— ao  r  =  l 

=  2^i8ina: — 2^*  sin  3x+2q^  sin  bx — 2^  sin  7a:+  . . . 

00  OD 

S)M^,q)=    2   ^^'"•^^^V^*^^^^  =  2  Sg^'^^^  C0S(2r— 1)0? 

m=—  00  r  =  1 

=  2q^ COS x+2q^ COB  3a:+2^T^cos6a:+2^cos7a:+ ... 

qC  00 

4)  ^3(a:,  ^)  —    2  ^'^*^'  —  1 + 2^  ^'^  ^^® ^^^ 

m=— 00  r  =  1 

=  1 +2^  COS  2a: +2^*  COS  4a: +2^®  COS  6a: +2^*  «COS  8a:  +  .... 
Diese  vier  {^'-Functionen  sind  von  den  beiden  Argumenten  x  und 
q  abhängig;  behält  q  im  Laufe  einer  Rechnung  denselben  Wert,  so 
soll  q  unter  dem  Functionszeichen  nicht  mit  angemerkt  werden,  also 
einfach  d-ix)  statt  B-ix^q)  gesetzt  werden.  Es  werde  vorläufig  x  reell 
genommen. 
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Jede  der  Thetafunctionen  gentigt  der  partiellen  Differentialgleichung 

,  de     d^e 

da  jeder  Term  ihrer  Reihen  derselben  genügt. 

Fttr  a:«=0  wird: 

*  (0,^)=  1— 2^+2r/— 2^«+2^i»— 2^25+...^ 

d-^iO.g)  =  0,  ^;(0)  =  2^1—2  .  3^^+2  .  5g¥— 2  .lrfi+..,, 

^2(0,g)  =  2^1 +2^*+ 2^ +2^+ ..., 
^3(0,^)  =  l+2^+2^H2^ö+2^»»+2^25+... 

4 

»{I'q)  =  *«(f .?)  ==  ^|(2«l-2«i-2*¥+2/T'+2?V-. ..) . 

Die  Functionen  ^,  *2,  *3  sind  gerade  Functionen  von  x,  die  Func- 
tion ^t  ändert  mit  x  ihr  Zeichen. 

Aus  den  Gleichungen  1)  bis  4)  ergeben  sich  unmittelbar  die  fol- 
genden Gleichungen,  in  denen  n  eine  ganze  positive  Zahl  bezeichnet: 

»iX  +  7lJt)  =  &{X\  ^(X  +  — ^  JC)  =  ^3(0;), 


5) 


Mx+njt)  =  (— 1)"^2(^),     ^2(^'+^^^)  =  (—1)^^*1(0:). 


Die  Gleichungen  5)  zeigen,  was  auch  unmittelbar  aus  der  Defini- 
tion der  Theta-Functionen  hervorgeht,  dass  dieselben  periodisch  sind. 

Setzt  man  in  den  Gleichungen  5)  — x  statt  x  und  berticksichtigt, 
dass  ^,  ^2?  ^3  gerade  Functionen,  d^i  aber  ungerade  ist,  so  erhält  man: 
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d-3(x—nx)  =  *3(a:),  d;(x —  x)  =  #(x), 

fr,(a:-«;t)  =  (— l)-*,(x),  *i(x— -'^-«)  ^  (-l)»^-»*,(x) 

*i(a;— «ä)  =  (— l)"*,(a;),  *j(x— -^Jr)  =  (— l)"*,(x) 


5«) 


and  als  specielle  Fälle: 

Setzt  man  in  der  Gleichung  1)  x+-\ogq  statt  x,  80  folgt: 

— CO 

uo  oo 

— OD  — OD 

Da  m  alle  reellen  ganzzahligen  Werte  von  — cc  bis  +<x>  annin 
so  kann  man  in  der  letzten  Snmme  rechts  m+1  statt  m  setzen,  dann  fc 

t 


*(a;+^-log^)  =  — ^-i^'2](— DV"*^*^^'"^'^'^ 
d.  i.  in  Folge  der  Gleichung  2): 


— ao 


Nimmt  man  hierin  — i  statt  i,  su  ist: 


Ganz  auf  dieselbe  Art  folgt: 

Die  Gleichung  2)  giebt,  »r+-log^  statt  x  gesetzt: 

— 00 

OD 

imxi 


d.  i  naeh  1): 


—00 
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£^080  ist: 


Die  ZnBammenstellnng  der  vorhergehenden  Resultate  giebt: 

6)  '  ^ 

Yertanseht  man  in  den  vorstehenden  Gleichungen  x  mit  ^+-log^, 

Jt 

^  folgt: 

^  (x+ilog^)  =  — ^i^^(a;),         *2(ir+tlog^)  =  ^^^»^{x) 

hix+ilogq)  =  —^-i^Ä^'friCa:),        ^^(x+ilogq)  =  ^^^^3(«). 

Ans  diesen  Gleichnngen  und  den  Gleichungen  6)  leitet  man  die 

^^Igenden  ab,  in  welchen  m  eine  ganze  Zahl  bezeichnet: 

/  ^  (a;+milog^)  —  {—ly^r^^e^^^Hx), 

)  d'i(x+milogq)  =  {—l)'^r^^^^d'i{x) 
^2(0; + m  i  log  q)  =  ^-"  V"^»j(a:), 

*3(a;+milog  g)  =  q-^^e^'^d-^ix)^ 

^(a;+^^ilog^)  =  (— t)»"+i^        '  ^  e^^^^^.^iix), 

*s(«+-^^«log«)=  ?     ^   «   V*"+»«   *j(x). 

Mittelst  der  Gleichungen  5),  7)  und  8)  lassen  sich  drei  der  Theta- 
Funetionen  immer  durch  die  vierte  ausdrücken.  Wegen  der  Compli- 
eation  der  Argumente  ist  es  indessen  vorteilhafter,  sich  verschiedener 
Bezeichnungen  zu  bedienen. 

Vertauscht  man  in  der  ersten  Gleichung  8)  x  mit  .r+njr,  so  folgt, 

da  ^^'  =  (—1)",: 


7) 


8) 
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Nimmt  mau  hierin  x  =  0,  so  verschwindet  die  rechte  Seite,  man 
erhält: 

8)  ^(njt+^^nogq)-0. 

Analog  lassen  sich  die  Werte  des  Arguments  finden,  fttr  welche 
die  drei  anderen  Theta-Fnnctionen  verschwinden.  Man  findet  ohne 
Schwierigkeit  mittelst  der  Gleichungen  5),  7)  und  8): 

d-iinjc+milogq)  =  0, 


9) 


Die  Gleichungen  7)  zeigen,  dass  die  vier  Theta-Funetionen 
durch  Zunahme  des  Arguments  um  ein  ganzzahliges  Mnlti- 
plum  von  tlog^  in  sich  zurückkehren,  multiplicirt  mit 
einem  gewissen  Factor.  Der  Quotient  zweier  Theta-Funetionen 
behält  durch  eine  solche  Aenderung  des  Arguments,  abgesehen  vom 
Zeichen,  denselben  Wert.  Da  die  Theta-Functionen  an  sich  periodisehe 
Functionen  sind,  so  folgt,  dass  die  Quotienten  der  Theta-Fnnc- 
tionen doppelt-periodische  Functionen  sind.  Dieses  folgt 
auch  durch  Vergleichong  der  Theta-Functionen  mit  reellen  und  imagi- 
nären Argumenten ,  ein  Verfahren ,  welches  sich  leicht  auf  die  Lehre 
von  den  allgemeinen  Theta-Functionen  übertragen  lässt 

Für  jede  Function,  welche  mittelst  der  Fourier-Lagrange'- 
schen  Reihe  die  Form 


m  =  — OD  ,/ 


hat  und  der  Bedingung 

Aa;+nog^)  =  —^-1  e^fix) 

genügt,  gilt  der  Satz,  dass  sie  auch  in  der  Form  Ad^(x)+Bd'x(^)j  wo 
A  und  B  von  x  unabhängig  sind,  sich  darstellen  lässt  Man  vergleiche 
darüber:  ,yExtraüs  de  deux  Uttrcs  de  M,  Ch.  Her  mite  ä  M,  Jacob^', 
Grelle  J.  XXXII,  284,  Dies  kann  man  nach  der  Methode  von  Jacohi 
benutzen,  um  die  obigen  Reihen  1)  bis  4),  die  als  Definitionen  der 
Thetafunctionen  zu  Grunde  gelegt  werden,  umgekehrt  in  die  Prodncte 
ftlr  die  Theta  überzuführen. 
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Ehe  wir  zu  dieser  Vergleicbang  Übergehen,  sei  erwähnt,  dass 
Jacobi  die  obige  partielle  Differentialgleichang 

3»ö        ^  de 

der  wir  bei  der  Transformation  der  Thetafiinctionen  (§  46)  wieder 
begegnen  werden,  unabhängig  von  der  Reibenentwiekelnng  der  Tbeta- 
fnnetionen  durch  Betrachtung  des  allgemeineren  Integrals 

ftß-\l—t)y-ß-\l—rt)-'^dt,  welches  sich  für 

a  =  iS  =  i,    7=1,   r  =  k\    r  =  sin2^ 

auf  2  /    , L.^^'    reducirt ,  gewonnen  hat  f„  Ueber  die  i>artielle 

J  l/l— /r^sin^^p 

Differentialgleichung,  welcher  die  2^hler  und  Nenner  der  elliptischen 
Functionen  Genüge  leisten'',  Grelle  J.  XXVI,  8o — 88;  Ges,  Werke 
II,  i6i — 170).  Er  gelangt  zu  dem  merkwürdigen  Resultat,  dass  man 
aus  der  Definition  der  Function  8  durch  geschlossene  Integralausdrücke  * 


n 


WO  E{u)  =   /  ]/\—k'^%m^idip,     E=  I  Jdq>, 

(siehe  §  28)  die  Reihenentwickelung  dieser  Transcendenten  mittelst 
allgemeiner  Methoden,  ohne  einen  der  Theorie  der  elliptischen  Func- 
tionen eigentümlichen  Satz  zu  kennen,  ableiten  kann. 

I  18.    Tergleichnng  der  Theta-Funetionen  mit  reellen  und  imaginiren 

Argriunenten. 

Die  Theta- Functionen  mit  imaginärem  Argument  lassen  sich,  wie 
zuerst  Jacobi  (Fund.  §56,  Ges,  Werke  I,  214J  gezeigt  hat,  wieder  auf 
Theta-Functionen  reduciren,  in  welchen  das  Argument  reell  ist;  die 
durch  q  bezeichnete  Quantität  ändert  hierbei  ihren  Wert,  so  dass  die- 
selbe unter  dem  Fnnctionszeichen  mit  angemerkt  werden  muss. 

Die  einfachste  Methode,  Theta-Functionen  mit  imaginärem  Argu- 
ment zu  entwickeln,  rührt  von  Jacobi  her  und  ist  zuerst  von  Rosen- 
hain mitgeteilt  worden  (M4m,  d,  sav.  ^tr,  XI,  jp6j. 

Da  9  =  ^^''^^,  so  lässt  sich  die  Gleichung  4)  des  §  17  auch  auf 
folgende  Art  schreiben: 
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oder  xi  statt  x  gesetzt: 

Setzt  man  zur  Vereinfachung: 
1)  »,{xi,q).e''"  =  >p{x) 

nad  zor  Abkllrznng  log-  ^  a,  wo  also  a  wesentlich  positiT  ist,  so  folgt: 

Setrt  man  rechts  —x  statt  x  and  --m  statt  m,  so  bldbt  die  rechte 
Seite  nngeänderi  Es  ist  also  9^ — x)  =  qix).  Die  Gleichnn^  2)  giebt 
x+a  statt  x  gesetzt: 

fp{x+a)  =  ^^e^\        ') . 

Setzt  man  rechts  einfach  m  statt  m+1,  so  ergiebt  mch  wieder 
die  rechte  Seite  der  Gleichnng  2),  d.  h.  es  ist  9<a:+a)  =  9)(x).  Die 
Function  tp{x)  ist  also  eine  gerade  und  eine  periodiBebe  Function  von 
X  mit  der  Periode  a.  Nach  der  Reihe  yon  Fonrier  kann  man  eine 
jede  Function  9<x),  welche  innerhalb  der  Grenzen  0  und  a  des  A^u- 
mentes  endlich  nnd  stetig  bleibt,  darstellen  in  der  Form: 

3)  9)(a:)  =  -  /  g){v)dv  -^  -'^zoi /  91(1») COS A». 

Da  aber  unser  ^x)  sieh  nicht  ändern  darf,  wenn  fUr  x  gesetzt 
wird  x+o,  80  kOnnen  wir  hier  setzen: 

4)  <p(a:)  =  ^+22^»pC0S . 

und  es  ist: 

aAir'^ J   9(ii)coi du. 

Substituirt  man  reohts  unter  dem  Integralzeichen  fttr  f<u)  seinen 
Wert  aus  2),  so  folgt: 

l^»»  gesetzt: 


f 
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OD 

A,r=^J^e~^'*''^*<i08  2rxtv  dw, 
4  i. 

1  qp 

5)   Air=f  e~^\os2rjtwdfv+  ^  ,/^e"^^'''^*'^'eo82rjrn;rfw 


-  =  1  0 

OD 


•  =  1    ' 


Die  Snmmationen  rechts  lassen  sich  leicht  auf  die  Grenzen  Uber- 
tr^i^n.  Man  setze  im  ersten  Integrale  auf  der  rechten  Seite  der 
f*"X«chung  5)  fv  =  v.    Fttr  m+w  =  t;  folgt: 

y*  r^'"+''>'co82r:»:w  dw  =J*^    ^-^'cos  2rjtvdv. 

0  m 

Nimmt  man  m — fv  =  v^  so  folgt: 

y*  ^r-a(m^-ip)«  QQg  2rjtw  dw  =y^  ^"^'  C082rjr  i;  dv. 

e  m — 1 

Durch  diese  Transformationen  nimmt  die  Gleichung  5)  folgende 
Dnn  an: 

Air  =y  ^"^'^cos  2rjrt;  dv+  ^  J^    «-^''cos  2rxvdv 

0  ^B    m 


1       *" 


Durch  Zosammenziehnng  der  Grenzen  folgt: 

A,r  =  2/^  ^-«*^'cos2rjri;di;  =  \/^e~^. 
Die  Gleichung  4)  wird  hierdurch: 


r»7r« 


^^)=i/j(l+2S* 


2r:7ra;\ 

cos . 

a    ) 


Setzt  man: 


«a 


und  a  =  log-»  so  wird: 

log-  1  log-^ 

Der  Einfachheit  halber  führe  man  folgende  Bezeichnung  ein: 

Enneper,  ellipt.  Functionen.    2.  Anfl.  9 
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7)  \oeqlogq'  =  xK 

Die  Gleichung  6)  wird  dann  einfacher: 

V  logl  ^  .  logi'' 

da  nun: 

ri    ._o      2rxx      ^  f  nx 


1  lOfiT-  VlOff-      / 


log"         Uog 

so  ergiebt  sich  schliesslich: 

gl 

8)  *3(*', «)  =  l/^  .  «"''^sf^,  ^X 

^logl  Sogl     ^ 

wo  q  und  ^  durch  die  Gleichung  7)  verbunden  sind.  Die  Gleichung  8) 
lehrt,  die  Function  ^%  mit  imaginärem  Argument  auszudrucken  durch 
dieselbe  Function  mit  reellem  Argument;  sie  ist  eine  Fundamental- 
gleichung in  der  Theorie  der  Thetafunctionen.  Vertauscht  man  in 
dieser  Gleichung  x  mit  a:i,  so  folgt,  da  *ä( — ^^»^)  =  *s(^i^)  ist» 

log-  Mog- 

Eine  andere  Methode,  diese  Relation  zwischen  dem  Theta  mit  reellem 
Argument  und  dem  mit  imaginärem  herzuleiten,  besteht  darin,  die 
Function  ^3(0:,^)  durch  ein  bestimmtes  Integral  darzustellen  und  auf 
dieses  Integral  ein  Theorem  von  Lejeune-Dirichlet  anzuwenden. 
fLejeune-Dirichlet:  „Sur  Vtisage  des  integrales  d^finies  dans  la 
somviation  des  sdrtes  ßntes  ou  infinies".  (Lu  ä  PAc,  de  Berlin  le 
25.  Jui7t  183$),  (Extrait),  Grelle  J,  XVII,  57 — 6';,  beweist  auf 
Seite  60,  dass: 

WO  Ijt  das  grösste  in  a  enthaltene  Vielfache  von  jt].   Der  hier  zu  be- 
folgende Weg  ist  der  umgekehrte,  welchen  Jacob i  eingeschlagen  hat 
In  der  Gleichung: 

/-  -  (-V 


^  — J     e         Q0B2rbudu 

W  00 
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setze  man  snceessive  r  =  0,  1,  2,  3, v^  maltiplicire  die  erhaltenen 

Gleichungen  respective  mit  1,  2 cos 2a:,  2 cos 4 o:,.... 2 cos 2 ro;  und  bilde 
die  Summe  sämtlicher  Producte.    Man  erhält  so: 

10)     '^[1+26^«''  cos2ar+2^      Vfl/cos4a;+..+2«    *^fl^  cos2j'x] 

=  y^e'~''"[l+2cos26t<.cos2a:+  ...  +2co8  2j^&ttC08  2J'a;]rftt 


•30 


=  J^  -+cos2(ftM+x)+....+co82r(ftM+a:)  \du 

+  Je~''^*\  -+eo82(ftM— a;)+ ....  +eoB2v{bu—x)  \du 

00  L2 


ittiS     .      /-^        .    ^  V  ^«        .V  ^       .„^r\     -_/>9ai9 


_1  /•*-«•""  gin(2r+l)(ftM+a:)^       1 /^-«'"' sin  (21^+1)  (ftw—xK 

nJ        ^  ^—?T \ V äU+ —J        ^  ^—71 r au, 

2— X  Bm{bu+x)  2—00  8in(&u — x) 

Im   ersten   Integrale   rechts   setze   man   bu+x=^v^  im   zweiten 
bu — x  =  v,  die  rechte  Seite  von  10)  geht  dann  über  in: 

2b--<x>  sinv  2b  — oo  smt; 

=  >  r  L-(y)V.-C-f')>°q-+"''^. 

2ft  —00  [_  J       smt; 

Bringt  man  das  rechts  stehende  Integral  auf  die  Grenzen  0  und 
oc,  so  wird  die  Gleichung  10): 

— [l+^T]^       Vfl/eos2ra] 

^•^     L  J        sini; 

Lässt  man  in  dieser  Gleichung  v  unbegrenzt  zunehmen,  so  folgt 
nach  dem  Theorem  von  Lejeune-Dirichlet: 


V 


dass  i/~  00    — ^/^?lY 

-  [1 + 2  y]  <?       vfl  /  cos  2rx] 

Man  dividire  durch  [Z^,  maltiplicire  mit  a  und  setze  rechts 

9» 
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&'+e~^  =  2co8it^i, 
dann  folgt: 

1+22^6       \fl  /  cos2rx 

Fttr  ^  ^  =  ^  und  e  =  q*^  was  mit  der  Gleichung  7)  überein- 
stimmt, erhält  man  wieder  die  Fundamentalgleichung  9).  Wir  bemerken 
noch,  dass  die  hier  befolgte  Methode  sich  mit  Httlfe  der  vielfachen 
Integrale  verallgemeinern  lässt. 

Aus  Gleichung  9)  ergiebt  sich  eine  merkwürdige  Beziehung  zwi- 
schen Reihen  fttr  q  und  ^.  Setzt  man  nämlich  in  die  Gleichung  9) 
j:  =  0,  so  erhält  man: 


*s(0,^)=^/-^*s(0,^. 


log- 


Da  nun  log^  log^'  =  Jt^  so  ist  |/S=  ^  log  -  log  ^;    und    setzt 


1 

man  statt  der  Theta-Functionen  die  entsprechenden  Reihen,  so  folgt: 

|/log^  •  [1+2^+2^^+2(^9+  ....]  =  ^/log^  •  [l+2^+2^*+2^+  ...]. 

Von  dieser  Gleichung  behauptet  Abel  (CrelleJ.  IV,  gj;  Oeuvres 
2,  M,  I,  477),  dass  Cauchy  dieselbe  zuerst  in  seinen  „Exerctces  de 
math^matiques*'  aufgestellt  habe.  Man  findet  dieselbe  auch  in  der 
Abhandlung  von  Poisson:  ,^ur  les  integrales  d^finie^*  (/,  de  V£c, 
Polyt  ch,  ip,  XII,  420,  Parts  1823),  Die  von  Poisson  befolgte  Me- 
thode ist  indess  später  als  nicht  ganz  einwurfsfrei  erfunden  worden. 

Im  Folgenden  sollen  nun  auch  die  übrigen  Theta-Functionen  mit 
reellem  Argument  durch  solche  mit  imaginärem  Argument  ausgedrückt 
werden.    Die  Gleichung  9)  lässt  sich  auf  folgende  Weise  schreiben: 


—00  lOflT  -  — ao 

Man  setze  hierin  ^+^  statt  or,  es  folgt  dann: 
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^  / g'    ■     ?t'     00  (2m-f  l)7ga?4-»t;r» 

V  (— 1)'"^V'«^*  =  I  /  -5-  ^  logy "^4log^  V  ^'»•'tf         log ^"~ 

oder  rechts  nach  7)  ^ =  log^'  gesetzt: 

—30  lOff  -  -  — 00 

d.  i. 


log-  Mog- 

Wir  sehen  also,  dass  die  Function  d-  mit  reellem  Argument  sieh 
dnrch  die  Function  ^2  ^^^  imaginärem  Argument  ausdrücken  lässt. 
Umgekehrt  wird  die  Function  ^2  n^it  reellem  Argument  auf  die  Func- 
tion ß-  mit  imaginärem  Argument  ftthren.     Um  dies  zu  zeigen,  setze 

man  in  der  Gleichung  11)  x — -logg  statt  x\  hierdurch  wird: 

ar*       .       .,  _  2m7ix 


ix — Jlog^  « 


_^  J^ogg  V  (—1)"*  q*^*e  ^^«  ^ 

log-J 
oder  einfacher: 

. x^     ^  2mnx 

—OD  lOff  -  -  — <» 

Durch  Einführung  der  Bezeichnung  der    Theta-Functionen  lässt 
sich  die  vorstehende  Gleichung  schreiben: 

15)  *,(:r, ,)  =  l/l^i  ^4*(iEL  A . 

^log-  Mog^^     ^ 

Endlich   bleibt  noch   die  Function  ^,    zu   untersuchen.     In   der 

Gleichung  14)  vertausche  man  x  mit  -+x.    Die  linke  Seite  geht  dann 

über  in  — ß\ix^g)j  es  folgt: 
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X*      .       Ä 


/ J.  OD 

log  -  -OD 


JC' 


oder  rechts  nach  7)  -. —  =  log^  gesetzt: 


/ a?»     ^  (2in+l)7ra? 

loflT-  —CD 


log- 


oder: 


17) 


*t(^, q)  =  -'l/-^  ^^'«^''*i(^,  «-). 


log- 


log- 


Die  Zasammenstellnng  der  Gleiehnngen  9),  13),  15)  und  1^ 
folgendes  Resultat: 


18) 


*3(a?,^)  = 


«s 


log^ 


glogl^,^.^^     ^ 


log- 


r^)' 


*(a;,g) 


log- 


log-  Mog- 


log^f.log. 


log- 


log- 


Fttr  x  =  0  rednciren  sich  die  ersten  drei  Gleiehnngen  anf: 

*j(0,9)  = 


19) 


log- 
9 


*s(0,  «0, 


*(0,5)- 1/^*2(0,  «0, 


log- 


*j(0,«)  =  |/-^»(0,A 


log- 


le  Gleichungen  18)  und   19)  finden  sich,  ihrem  wesentlicheu 


log^.log^'«  jr2. 
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nach,  in  dem  Naehlasse  von  Ganss  (Werke  III,  436 J.  Es  scheint, 
dass  Ganss  schon  sehr  lange,  höchst  wahrscheinlich  schon  gegen 
Ende  des  vorigen  Jahrhunderts,  die  allgemeinen  Gleichungen  gekannt 
hat,  wenn  auch  nach  einer  Notiz  auf  p.  494  der  Heransgeber  für  die 
in  der  Abhandlung  II  mit  der  Ueberschrift:  „Zur  Theorie  der  trän- 
scendenten  Functionen  gehörig"'  enthaltenen  Untersuchungen  erst  das 
Jahr  1808  glaubt  annehmen  zu  dürfen.  Auf  alle  Fälle  zeigt  der  Nach- 
lass  von  Gauss  über  die  elliptischen  Functionen  einen  grossen  und 
reichen  Schatz  von  Entdeckungen,  der  weit  ttber  ein  halbes  Jahrhundert 
hinaus  der  wissenschaftlichen  Welt  kaum  vom  Hörensagen  bekannt  war. 
Untersuchungen  ttber  allgemeinere  Theta-Functionen  mit  Rtteksicht 
auf  reelle  und  imaginäre  Argumente  findet  man  bei  Meissel  (Beitrag 
zur  Theorie  der  n/(uh  unendlichen  S- Reihen,  Grelle  J.  XL  VIII, 
324 — 331),  Th  oma e  {Die  allgemeine  Transformation  derd^-Functünien. 
Göttingen  1864),  Enneper  (Schlömilch  Z.  XII,  7p — 8$). 

I  19.    Das  Jacobi'sehe  Fundamentaltheorem  für  die  Theta-Fnnctioncn. 

In  seinen  Vorträgen  über  die  Theorie  der  elliptischen  Functionen 
hat  Jacobi  eine  bemerkenswerte  Beziehung  zwischen  den  Summen 
zweier  Producte  von  je  vier  Theta-Functionen  derselben  Art,  aber  mit 
verschiedenen  Argumenten,  aufgestellt,  welche  als  ein  Fundamental- 
theorem in  der  Lehre  von  den  Reihen  mit  Exponenten  zweiten  Grades 
angesehen  werden  muss.  Auf  dieses  Fundamentaltheorem  hat  Jacobi 
sowohl  die  Lehre  von  den  elliptischen  Functionen  basirt,  wie  die 
Additionstheoreme  der  elliptischen  Integrale  von  Euler  und  Legendre. 
In  einem  Briefe  an  Hermite,  welcher  in  Grelle  J,  XXXII,  176—181 
(Jacobi* s  Ges,  Werke  II,  11^ — 120)  abgedruckt  ist,  hat  Jacobi  sein 
Theorem  erwähnt.  Jaeobi's  „Theorie  der  elliptischen  Functionen  aus 
den  Eigenschaften  der  Thctareihen  abgeleitet*  ist  nach  einer  Vorlesung 
Jacobfs  in  dessen  Auftrag  ausgearbeitet  von  C.  W.  Borchardt  und 
in  Jacobi" s  Ges,  Werken  I,  4^7 — $38  veröflfentlicht.  In  einer  Ein- 
leitung zu  seiner  grossen  Abhandlung  (AUm.  prds.  p.  div,  sav,  dtr, 
^^>  37 0  hat  Rosenhain  den  von  Jacobi  gegebenen  Beweis  mit- 
geteilt. Zu  bemerken  ist  nur,  dass  dort  die  Bezeichnung  ^  in  einer 
etwas  verschiedenen  Bedeutung  von  der  hier  gebrauchten  auftritt 

Der  Beweis  von  Jacobi  beruht  auf  dem  folgenden  sehr  einfachen 
algebraischen  Satze:  «Sind  die  Quantitäten: 

a,  ft,  c,  d\ 
<  b\  c\  d'; 
durch  eins  der  Systeme  von  Gleichungen  verbunden: 
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1)  c'  =  k{(i—h+c—d),        c  =  4(a  — ft'+c'— A 

so  ist: 

Bilden  a^b^c^d  ein  System  von  vier  gleichzeitig  geraden  oder  ungeraden 
Zahlen,  so  ist  dieses  auch  mit  af,  b\  c\  df  der  FalL  Darchlanfen  a^h^c^d 
alle  Systeme  von  vier  gleichzeitig  geraden  oder  ungeraden  Zahlen,  so  dnreh- 
laufen  a\  b',  c',  d'  dieselben  Zahlensysteme,  nur  in  anderer  Ordnung/ 

Die  Gleichung  2)  ist  offenbar  eine  unmittelbare  Folge  der  Glei- 
chungen 1). 

Was  die  Zahlensysteme  betrifft,  so  ttberzeugt  man  sich  leicht  von 
der  Richtigkeit  der  obigen  Behauptung  durch  die  folgende  Tabelle. 
Da  alle  Zahlen,  positiv  oder  negativ,  von  einer  der  Formen  ^,  4p+l, 
4j9+2,  4p +3  sind,  so  lassen  sich  folgende  Annahmen  machen,  in 
denen  a,  /},  /  und  6  beliebige  Zahlen  sind. 


A)  Für  4  gerade  Zahlen  a  = 

b  — 

c  — 

d  — 

4a, 

4iS, 

4y, 

4<J, 

4«, 

4U, 

4y, 

4<J+2, 

4«, 

4ft 

4r+2, 

4d+a, 

4«, 

4|J+2, 

4r+2, 

4d+2, 

4a+2, 

4ß+2, 

4y+2, 

4<J+2, 

die   selbstverständlich   untereinander   permutirt  werden  können,  setze 

man  zur  Abkürzung: 

a+ß+7+6  =  <        a+ß—yS  =  ß*, 
a—ß+Y—6  =  7',        a—ß—r+6  =  d*, 

dann  findet  man  mittelst  der  Gleichungen  1): 


a'  — 

b'  — 

c'  = 

d'  = 

2a', 

2^, 

2/, 

2&, 

2a'+l, 

2^-1, 

2/— 1, 

2rf'+l, 

2a'+2, 

2i3'— 2, 

2/, 

2^*, 

2a'+3, 

2iJ'-l, 

2/— 1, 

2d'— 1, 

2a'+4, 

2/9', 

2}^, 

2&. 

t,  b,  c,  d  gleichzeitig  nngerade  Zahlen,  so  kai 

a== 

ft  = 

c  — 

d  = 

4a+l, 

41J+1, 

4y+l, 

4(J+1, 

4a+l, 

4i9+l, 

4r+l, 

4rf+3, 

4a+l, 

4iS+l, 

4r+3, 

4d+3, 

4a+l, 

4|J+3, 

4y+3, 

4tJ+3, 

4«+8, 

4^+3, 

4y+3, 

4d+3, 
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and    diesen   Werten    entsprechen    nach    1)   folgende    Werte  von   a\ 

a'=  ft'=  c'=  #  — 

2a'+2,        2ß',  2/,  2d', 

2a'+3,         2ß'—l,        2/— 1,         2(J'+1, 
20^+4,         2i9'— 2,         2/,  2d', 

2a'+5,         2/9'— 1,         27'— 1,         2^*-!, 
20^+6,         2ß',  2/,  2(J'. 

Damit  ist  der  zweite  Teil  des  obigen  Satzes  bewiesen.    Nimmt 

man   z.   B.   a  =  1,   ft  =  3,   c  =  b,   d  =  7,   so   ist:   o*  =  8,   6'  =»  — 4, 

c'  =  — 2,  rf'  =  0;  umgekehrt  folgt  für  a  — 8,  ft  =  — 4,  c  =  — 2,  rf  — 0: 

a'  =  1,  ft'  =  3,  c'  =  6,  rf*  =  7. 

Mit  Hülfe  dieses  algebraischen  Satzes  wollen  wir  nnn  Jacobrs 

Fandamentaltheorem    beweisen.     Durch    eine  leichte   Transformation 

folgt  ans  Gleichung  4)  in  §  17): 

—  00  — OD 

— 00  —00 

Ebenso  ist: 


■—OD  — <I0 


Nehmen  »i,  m',  m"  und  m"'  unabhängig  von  einander  alle  ganzzahligen 
Werte  von  — <x  bis  +<x  an,  so  ist: 

3)  »»+a;»+y«+«»  t 


wo: 


■^(^logj+wy  +f^log«'+xtj  +f^log«+ytJ 


+ 


/2m"'  .    A» 

1-3-  log^+«i  j  , 


/2OT+1,        ,     V  ,  /2i»'+l,         ,     .V 
r  =  ( -^-  log«+wij  +  ( — ^  logtf+art  1 

,  (2m" +1:       ,    .\>     /2m'"H-l,        ,    .V 
+  (^ — 2^  ^ogq+ytj  +  l  —^  log«+«ij 


J 
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In  dem  Expanenten  ö  sind  in  den  Quadraten  die  Faetoren 

-log^  vier  beliebige  gerade  Zahlen,  nämlich  2m,  2m',  2m'^  2m^,  in 

Exponenten  r  sind  die  betreffenden  Factoren  vier  gleichzeitig  nnge 
Zahlen. 

Bildet  man  die  Summe  der  Gleichungen  3),  so  kann  man  sei 

wo: 

H-=^(^losq+fviJ+  (|log^+a:iy+  (^log  q+yij +(^\ogq+zij 

und  das  Zeichen  S*  sich  auf  alle  Systeme  von   vier  gleiohzeitig 
raden  oder  ungeraden  Zahlen  bezieht 

Mittelst  der  Gleichungen  1)  und  2)  lässt  sich  H  auf  folgende  ¥ 
darstellen : 

^  L         2  2  2  J 


[a+b—c—d\ogq      w+x—y—z  ."1» 

■*■[  2  2"  +  2  *J 

,  fa—b+c — eilog^  ,   w — x+y — z."]* 

+  L 2 2~  +  2  *J 

,  [a — 6— c+rflog^  -   w — X — y+z  .1^ 

+  L 2 2~+ 2  T 


Man  ftthre  nun  aus  1)  die  Quantitäten  a',  V^  cf  und  d*  ein, 
femer  zur  Vereinfachung: 

w'  =  -L^w+x+y+z),      X*  =  '^(w+x—y—z\ 
y'  —  ^n;—x+y—z%       z'  =  ^{w—x—y+z). 
Der  in  5)  aufgestellte  Ausdruck  von  E  nimmt  dann  folgende  F( 

7)  //=  {^\ogq+n>^i^  +  i^\ogq+x*^ 

+  (|^log^+y'i)V  (f  log^+z'i-y. 

Da  a',  h\  &  und  d*  ebenfalls  alle  möglichen  Systeme  vor 
raden  oder  ungeraden  Zahlen  durchlaufen,  und  nach  6) 

so  lässt  sich  die  rechte  Seite  der  Gleichung  4)  auch  sehreil 

H 

wo  nun  H  durch  die  Gleichung  7)  bestimmt  ist  und  siel 
>^        auf  alle  Systeme  von  vier  geraden  oder  ungeraden  Zahlen 
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^  bezieht    In  Folge  der  Gleiehangen  1)  und  2)  ist  aber  der  in  8) 
^%estellte  Ansdraek,  unter  Zuziehung  von  7),  gleich: 

^^  gelangt  hierdurch  zu  dem  folgenden  Fundamentaltheorem:  «Sind 
^'ö  Argumente  w,  ar,  y,  z  und  w\  x^^  y\  2' durch  die  Gleichungen 
verbunden: 

y-  =  -^fv—x+y—z\     y  =  ±ijv'—x*+t/—z% 
z'  —  l^n>—x—y + z),    z  =  \{rv^—xf—%f + «0, 
«^  iet: 

m  *3W*3(^)^3(y)^3W  +  ^2W^2(«)*2(y)*2(^) 

^  =  *3(lf;0*3(^0^3(y0^3(^0  +  ^2(«'0^2(a;')^i(y')^2(^')." 

In  dem  oben  erwähnten  Briefe  Jacobi*8  finden  sich  die  Worte: 
«^^ns  un  des  premiers  volumes  du  Journal  de  M.  Grelle,  j*ai  donnö 
^^^   formules   d'addition  et  de  transformations  conjointes,  ressortantes 
^^  la  multiplication  seulement  de  deux  B,    Ces  formules  fönt  voir  que  Ton 
P^titarriverpardeux  transformations  successives,  non-seulement  ä  la  multi- 
P^ication,  mais  encore  aux  formules  de  l'addition*  (Ges,  Werke  II,  116). 
Man  kann  das  von  Jacobi  bemerkte  Verfahren  der  Multiplication 
^^eier  ^Functionen  anwenden,  um  zu  dem  obigen  Fundamentaltheorem 
zu  gelangen.    Da  die  sich  ergebenden  Gleichungen  auch  fttr  andere 
Untersuchungen  von  Interesse  sind,  so  möge  bei  der  Wichtigkeit  des 
Theorems  noch  eine  zweite  Ableitung  desselben  angemerkt  werden. 
Bei  diesem  Verfahren  ändert  das  zweite  Argument  q  seinen  Wert,  das- 
selbe muss  also  unter  dem  Functionszeichen  mit  angegeben  werden. 
Aus  den  Definitionen: 


QO  QO 


*s(«,  q)  =  2^***~'''  *2^^'  *^  ■"  V«*"^^****""^'^' 


—OD  — 00 


folgt: 


10) 


— 00     — GO 

Durch  andere  Anordnung  der  Summation  auf  den  rechten  Seiten 
lassen  sich  wieder  Producte  von  ^-Functionen  herstellen,  in  welchen 
q  durch  q'^  ersetzt  ist    Man  setze: 

2    '  2 

dann  wird  die  erste  Gleichung  10): 


12)  MX,q)My^^)  =y\y\  ^2(«'2+;,'2)^2m'(x+y).+2«.'(x-|f)»; 


In  Folge  der  Gleichungen  11)  sind  m'  and  n*  ganze  Zahlen,  we: 
m  und  n  gleichzeitig  gerade  oder  ungerade  sind;  man  hat  dann  m' 


n*=  s,  wo  r  nnd  s  ganze  Zahlen  sind.    Ist  eine  der  Zahlen  m  and. 
gerade,  die  andere  ungerade,  so  haben  m'  und  n!  die  Formen  r+ 


S+-'     Unterscheidet   man    diese    Fälle   auf  der  rechten   Seite  de 
Gleichung  12),  so  folgt: 


OD  OD 


*3(a;,g)»3(y,«)  =  2    S  «*<'■' +">«*^'+'"'+*'<^'* 


r  =  — ao    t  =  — 00 
QO  <x> 


-I-    V      V^  ^t[(r-hl)i+(»+i)»]^H-ix*+FX+(««+iK«-y)<. 


r  =a  — X     I  =  — 00 


Die  Doppelsnmmen  rechts  repräsentiren  wieder  Prodacte  von 
Theta-Functionen ,  in  welchen  q  durch  q^  ersetzt  ist;  die  vorstehende 
Gleichung  lässt  sich  also  auch  auf  folgende  Art  darstellen: 

13)  ^z(x,q)^z(y,q)  =  ^z(^+y.q^)»z(x—y,q^)+»i{x+y,q^)M^x>—y,q^). 

Setzt  man  x+y  =  u,  x — y  =  t;,  so  giebt  diese  Gleichung: 

14)         ^^^^^    ^)*{?    ^)  =  ^8(t*,^')^3(t^,^^)  +  *2(U,^^2(t;,«^). 

Wendet  man  auf  die  zweite  Gleichung  10)  ähnliche  Betrachtangen 
wie  auf  die  erste  an,  so  erhält  man  mittelst  der  Substitution  11): 


00  00 

=V^  V]^2[(r-i-l)>-H2]e(2H-iK»+y)t+«*(«-r)»' 


—00       —OD 

00  00 


+  >]  >^^2[r2-HH-i)«]e2r(*-hf).-H2*+lX«-F)»^ 

— 30     —00 

d.  h.  es  ist: 

15)    Mx,q)»%{y,q)  =  ^2(a:+y,^^)*3(a:— y,^^)+^3(^+y,«^)*2(a:— y,^*). 
Fttr  x-{-y  =  u  und  x — y=^v  giebt  die  vorstehende  Gleichung: 

16)      ^2('^^  ^y^l^,  q)  =  ^2(w, q')Hv.q')+»ziu.q^)Mv,q^. 

Mittelst  der  Gleichungnn  14)  und  16)  beruht  der  Beweis  des  Fun- 
damentaltheorems auf  einer  einfachen  algebraischen  Identität  Setzt 
man  zur  Abkürzung: 


fl'i 
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«o  ist  nach  13)  and  15): 

18)  »3(w)&3(x)»s(yy»3(i)+»ii«>)»i(x)»t(y)H2) 

=  (at^+aa'){bb'+ßß^+(aa'+afa){bß'+b'ß). 
I^e   leehte  Seite  dieser  Gleichung  ist  auch  gleich: 

19)  iab+aß)  {a!b'+afß^+(aß+ba)(qfß'+b'c^. 
Nua  ist  nach  17): 

20)  ab+aß  =  »3ix+y,qi)»3iw+z,q'^)+»i{x+y,qi)&i(w+z,q^. 
Ijater  Anwendung  der  Gleichung  14)  folgt  hieraus,  u  =  w+z,  v  =  x+y 


21)    ab+aß  =  »3\^   ^    2         '  vH 2^~' V' 

vertauscht  man  y  und  z  respective  mit  — y  und  — z,  so  ist  analog: 

22)a'y+a'^=»,("'+7y-^  ,y3('?-^y-^ ,) 

Nach  17)  ist  ferner: 

^T^ter  Zuziehung  der  Oleiehung  16)  folgt  hieraus: 

oQ\       Ott.        A  ffv+x+y+z      \    (rv—x—y+z      \ 
23)     a/9+fta  =  *2( ^ '  V^\ 2 '  V 

Vertauscht  man  hierin  y  und  z  mit  — y  und  — z,  so  folgt: 

24)    «'^'+6V  =  *3(^'^±^=^^.)*,(^-^-A.) 

Mittelst  der  Gleichungen  21)  bis  24)  lässt  sich  der  in  19)  auf- 
gestellte Ausdruck  durch  ^-Functionen  mit  dem  zweiten  Argument  q 
darstellen.  Da  dieser  Ausdruck  gleich  ist  der  rechten  Seite  der 
Gleichung  18),  so  ergiebt  sich  durch  Substitution  unmittelbar  das  Fun- 
damentaltheorem. Auf  dieses  Fundamentaltheorem  hat  Jacobi  in 
seinen  zu  Königsberg  gehaltenen  Vorlesungen  die  Theorie  der  ellipti- 
schen Functionen  basirt.  Eine  entsprechende  Formel  für  die  a-Func- 
tion  hat  Weierstrass  in  seinen  Vorlesungen  hergeleitet  Sind  nämlich 
Uly  tit,  t/3,  U4  yier  beliebige  Argumente,  so  besteht  die  identische  Gleichung 

{9Ux Ftt.>)(pM3— I^W4)+(l^"l— FW3)(P2^4— P«2)+(l^«l— PW4)(PW2— I^Ws)  —  0. 

Wendet  man  hierauf  die  Formel  10)  §  15 

ö{u+v)o{u — i;) 

an,  so  ergiebt  sich 
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<3f(«*l  +«2)<3f(ttl— Wj)  <3f(tts+W4)  Ö  («3—^4) 
25)  1    +ö(WiH-M3)ö(Wl— M3)ö(W4  +  W2)ö(t<4— Wj) 

H-ö(Mi  H-W4)  <J(Wi--W4)ö(W2+tt3)  <^(«2— «^3)  =  0. 

(WeterstrasS'Schwarz,  Formeln  und  Lehrsätze  38^, 

Eine  Herleitung  der  Weierstrass'schen  Formel  ans  der  Jacobi- 
schen  ist  von  Seheibner  gegeben  (CreUe  J.  CII,  2^8).  Dass  um- 
gekehrt die  Jaeobi'sche  Formel  eine  Folge  der  anderen  „dreigliedrigen* 
(wie  sie  Halphen,  Tratte  des  fonctums  elliptiques,  244,  nennt)  ist, 
wird  schon  in  Briot  et  Bouquet,  Tratte  des  fonctions  elliptiques, 
Livre  VII,  chap,  i  gezeigt.  Eine  andere  Herleitnng  beider  Formeln 
durch  Betrachtung  der  Producte 

^A(So  +  gl)^A(£o-Sl)^A(£2  +  &)^A(g2-S3)    (Ä  =  0,    1,    2,    3) 

gab  Kronecker:  „Bemerkungen  über  die  Jacobischen  Theta/ormeln" 
(Grelle  /,  CII,  260 — 2^2),  Auf  Gleichungen  von  der  Form  der  Glei- 
chungen 13)  und  15)  hat  Kruse  mar  ck  nach  einer  Methode  von 
Eisenstein  einen  Abriss  der  Theorie  der  elliptischen  Functionen  in 
CreUe  /.  XL  VI,  18 g — 233  basirt.  Das  Verfahren  ist  dem  von  Jacobi 
ganz  ähnlich,  nur  weniger  einfach. 

Die  Gleichungen  13)  und  15)  bilden  einen  sehr  speciellen  Fall 
eines  allgemeinen  Satzes  von  Schröter,  von  welchem  bei  Gelegenheit 
der  Modulargleichungen  die  Bede  sein  wird* 

I  20.    Anwendungen  des  Fundamental-Theorems.    Die  Theta-Fonctionen  mit 

zusammengesetzten  Argumenten. 

Die  in  §  19  entwickelte  Fundamentalformel  lautete: 

1)  ^3W^3(a:)^3(y)^3(^)  +  '^2(«')^2(^)^2(y)^2(2) 

=  ^3(«'0^3(a;0^3(j/0^3(^0  +  ^2(«O^2(^^2(y0^2(A 

Lässt  man  die  Argumente  tv,  x,  y,  z  um  gerade  oder  ungerade  Multipla 

von  ->  -log^,  ^  +  ^^ogq  zunehmen,  so  giebt  die  Gleichung  1)  zu  einer 

grossen  Menge  interessanter  Belationen  zwischen  ^-Functionen  Ver- 
anlassung. Von  diesen  Relationen  sollen  nur  die  erwähnt  werden, 
welche  ftir  die  Theorie  der  elliptischen  Functionen  wesentlich  sind. 
Die  Zunahmen  der  Argumente  ti\  x,  y^  z  sollen  so  gewählt  werden, 
dass  9t^,  xf^  y\  z'  um   positive  oder  negative  Multipla  einer  der  drei 

• « 

5r     t  X      t 

Quantitäten  -»  Aogq^  -  +  -logq  zunehmen,  also  wieder  auf  Theta- 
Fonetionen  mit  dem  zweiten  Argument  q  reductibel  sind.    Dieses  ist 


ih... 
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asifirlieh  niebt  für  alle  Zonabmen  der  Fall;  läset  man  z.  B.  ff  nm  - 
zunehmen,  so  nehmen  iv',  x\  y'^  z*  sämtlich  am  --  zu,  Functionen  von 

4 

der  Art  wie: 

lassen  sich  nicht  durch  die  Functionen  ^(x),  d'i{x\  d-^x)  und  ^3(0:) 
ausdrucken,  in  welchen  das  zweite  Argument  q  unverändert  geblieben 
ist.  In  dem  folgenden  System  von  Gleichungen  ist  die  Herleitnng 
jeder  Gleichung  angegeben.  Zur  Abkürzung  ist  gesetzt  „in  1)  «>+jr*, 
statt  ,in  der  Gleichung  1)  w  mit  w+jt  zu  vertauschen*,  ebenso  be- 

zielien  sich  rechts  fv*+-^  ^+0»  y'+ö»  ^'+0    *^^    ^®    gleichzeitigen 

entsprechenden  Zunahmen  von  w\  a:',  y\  z'  um  -  in  Folge   der  Glei- 

ebnngen  2).    Aehnliches  ^It  für  die  Übrigen  Gleicbnogen. 

I. 

.  *3(«')*3(a;)*s(s/)*3(2)+*i(«')*i(a;)*2(y)*j(z)  = 

In  1)  «'+*.  «^+f,  x'+l,  y'+|,  z'+|. 

^  *(»o*(aO*(y'W2')+<^i(«'')*i(«0*i(yO*i(^0- 

In  1)  w+-,  x+^,   y+|,   2+1  •  ip'+Jt. 

„.  »{w)»(x}&(y)»(z)+»i{w)»t{x)»i(t/)»t(z)  = 

'  *3(»P')*3(«0*3({O*3(2')— *j(«'0*j(a;')*l(j/0*l(2')- 

In  3)  «+^.  «-'+|,  a:'+|,  y'+|,  2'+|. 

''  *(«'')*(«')*(yO*(2')'-*i(«'')*i(J50*i(y')*i(20. 

In  1)  »+2.  «+2-  »"  +2'  *  +2' 

,.  *(»')*(«)*j(!/K^3(2)+*.(«')*i(a:)*2(y)*2W  = 

In  5)  »+jr.  w'+l,  a:'+|,  y'+|,  2'+|- 

.  *(wW4;)i^3(S')*3(^)— *i('")*i(a;)*i(y)*i(2)  = 

^  *8(«'')<^3(a^*(yO*(20+*i(«'0*i(a;')*i(y')*i(*')- 

•  •  •  ■ 

Ii»  5)  y+g'^og^»     ^+^log^,  »'+^log^,    x'+^log^. 
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'''  *i(w')*,(xO<^3(yO*j(20+*(w')*(a;')*i(yO*2(20. 

In  7)  W+3C.  w'+l»  x'+l,  y'+|,  2 

In  7)  nnd  8)  w+|,  x+|-  »'+|,  a 

^^'  *,(«-')*i(xO<^(yO*(2')+*(«Wa^i(yO*i(20. 

In  7)  nnd  8)  y+|,  2+|-  «-'+|,  a 

<H»)*(x)*i(y)*,W+*,(«')*,(a;)*(y)*(z)  = 

^^^  — *j(w0*i(a:0<^3(y0*3(20+*s(«O*3(a;')*j(y0*2(z'). 

*W*(x)*,(y)*i(2)-*,(w)*,(x)*(y)i^(r)  = 

Die  Snmme  der  Gleiehnngen  9),  10),  11)  nnd  12)  giebt: 
1  ox  *,(»)*3(a;)*i(y)*jW+*(«')*(x)*,(y)*,(z)  = 

^'^^         *3(«'')*s(»0*j(y')*i(z')+*(«'Wa^*i(yO*i(20. 

Die  Snmme  der  Gleichungen  11)  nnd  12)  von  der  Snmn 
Gleichungen  9)  nnd  10)  abgezogen  giebt: 

In  1)  x+^logsr,    y+|,    z+±  +  ilogq. 

f'+^  +  ^\0gq,  or'-J  y'-i 

In  15)  «'+:;r.  ti>'+-,  x'+^,  y'+|,  ; 


15) 


^"'  — *,(«'0*s(a:0*i(yW2')+*3(«^)*j(x')*(yO*i(2')- 

Ans  den  Gleichungen  1)  bis  4)  von  I.  lassen  sich  vier 
chungen  herstellen,  welche  den  Relationen  zwischen  den  Argun 
IV,  ip'  etc.  analog  sind.    Man  setze  zur  Abkürzung: 

»{w)»{x}»(ymz)  =  Ä,  *.(«;)*,(a:)*,(!/)*,(2)  =  *!, 

*,(*)*j(x)*i(y)*2(2)  =  Äi,      *3(»«')*3(a;)*3(y)*»(2)  =  Ä,. 


F 
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Ftlr  die  Argumente  rv\  x\  y*,  z'  werden  die  entsprechenden  Pro- 
ducte  durch  h\  h'u  h\^  h'-^  bezeichnet  Durch  Verbindungen  mittels 
Addition  und  Subtraction  geben  die  bemerkten  Gleichungen: 

Ä',  =  i(Ä8+Ä,— Ä-Äi), 
h\  =  i-{h-h—h+h,\ 

h'    =    i  (A3— Äl  +  Ä— Äi). 

Legt  man  dem  Argumente  w  besondere  Werte  bei,  so  lassen  sich 
AUS  dem  System  I.  Gleichungen  herstellen  zwischen  Theta-Fuuctionen 
i^t  ZQsammengesetzten  Argumenten.    Nimmt  man  z.  B. 
^"^—(x+y+z),  so  ist  ir'=0,  x'=—(y+z),  y'=—(x+z\  z'=—{x+y). 
^'e  Gleichung  2)  von  I.  giebt  dann: 

Hx+y+z)&^{x)(h^{y)^%{z)  —  Mx+y+z)Hx)^i(y)Mz)  = 

m)Hx+y)^ix+z)d'(y+z). 

Die  rechte  Seite  bleibt  ungeändert,  wenn  x,  y,  z  vertauscht  wer- 
^en  mit  jr-^-    y+o»  ^+o-    Man  gelangt  so  zu  der  folgenden  Doppel- 

2  ^  ^ 

gleiehnng : 

IL 

=  *(0)*(ar+y)*(a;+2)ö^(y+2). 
In  1)  ic+     statt  x. 

Hx+y+t)»{x}»M»»U)-»i(-^+y+i)»\ixy»t(l/)h{z) 

=  »(0)H^+y)»3{x+2)»(y+i)- 

In  2)  y+^logq,     2— glogy  statt  y,  z. 

»(x+y+z)Hx)»i(y}»2{z)-»,{x+y+z)»i{x)»MhU) 

=  »{oy»i(x+y)»iix+z)»(i/+z). 
In  3)  x+-  statt  x. 

»i{x+y+z)»3{x)»i{y)»i{z)—»i{x+y+z)Mx)»3(y)»3{z) 

=  »(fi)»i{x+y)»t{x+z)»(t,+z). 
Für  «'  =  — (x+y+z)  giebt  die  Gleiehnng  15)  von  I.  analog  der 
Gleiehnng  1)  von  IL  zu  folgender  Doppelgleichnng  Veranlassung: 

KonepcT,  aUipt.  Vonctlonru.    2.  Aufl.  10 
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=  »{0)H^+y)Mx+z){^i(y+z). 

Die  in  II.  aufgestellten  Gleichungen  lassen  sich  leicht  vermel 
indem  man  z.  B.  Gleichungen  aufstellt,  bei  denen  die  Constante 
durch  1^2(0)  oder  ^3(0)  ersetzt  ist.  Da  die  betrefifenden  Gleiehui 
im  Folgenden  nicht  zur  Verwendung  kommen,  so  sollen  diese 
nicht  weiter  ausgeführt  werden.  Von  grösserer  Bedeutung,  als  di 
II.  enthaltenen  Gleichungen,  sind  die  Relationen  zwischen  Theta-F 
tionen  mit  den  Argumenten  x+y  und  x — y. 

In  den  Gleichungen  2)  und  4)  von  I.  setze  man  w  =  — x^  z  = 
also  w*  =  0,  o:'  =  0,  y*  =  — (x — y\  z*  =  — {x+y).    Es  folgt: 

n(.^)^liy)-Ki^WM  =  ^KO)Hx+ymx-y\ 

d'\xW{y)—^\{x)^\(y)  =  ^mS)Hx+ymx-y\ 
und  aus  diesen  Gleichungen  folgt  unmittelbar: 

6)      n{x)K(y)+Ki.^WM  =  ^Kx)d'Hy)+^\{xWM. 

Addirt  man  die  Gleichungen  1)  und  3)  von  L,  so  folgt: 
^^{w)^^{x)^z{y)^'s{z)+H'v)nx^)^(y)H^^ 

+  h{w)fh,(x)^^(y)^,(z)  =  2H^')H^^z(y')Mzy 
Setzt  man   hierin   w  =  — .r,   z  =  — y,   so  folgt  mit  Rücksicht  auf 
Gleichung  6): 

m. 

^  =  K(0)Mx+y)^z{x—y). 

In  1)  und  2)  a:+-log^  statt  x, 

»lix)my)-»Hx)»',(!/)  =  —»',(x)»Hi/)+»l{x)»l(i,) 
^  =  K(0W2{x+y)Ux-y). 

»'^{x)»l{y)-mxy»\(t/)  =  »Hx)»l(t,)-»\{x)»H!,) 
^  =  »l(0)»dx+y}»i(x—y). 

Aehnlicb  wie  die  Gleichungen  2),  3),  4)  aas  1)  folgen,  ergc 
sich  im  Nachstehenden  immer  ans  der  zuerst  entwickelten  Gleich 
die  drei  folgenden.  In  der  Gleichung  5)  von  I.  setze  man  w<=- 
z  =  — y,  dann  folgt : 

»\xWM-K^x)»\{ii)  =  *»(0)*3(a:+y)*3(x-y). 
Vertauscht  man  x  und  y,  so  ergiebt  sich  folgende  Doppelgleichanj 


r 
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.-x  *«(a:)*J(y)-*;(«)*,'(y)  =  *J(a:)*%)-*|(a;)*?(y) 

ß.         <^J(a;)*J(y)-*J(x)*|(y)  =  *»(«)*%)-*?(a;)*J(y) 
'  =  »\0)9{x+y)»{x-y). 

-»*(xy»l(y)+»Kx)H(y)=  »l(x)»^(y)-»l{xW,(y) 
'  =  nO)*i(x+y)*i(x— y). 

— *J(a;)*J(j/)+*,'(a;)*|(y)  =  »\(x)»Hy)-»\x)»\{y) 

In  der  Gleiehang  14)  von  I,  setze  man  «;  =  — x,  z  =  — y,  ver- 
nachher  x  mit  y,  wodurch  die  rechte  Seite  nnverändert  bleibt 
9a  findet  dann: 

o^  <^J(a:)*I(y)+*^a;)*f(y)  -  *J(a;)*J(y)+*f(x)*«(y) 

''  =  *J(0)*3(a;+y)*j(a;— y). 

^  =  *J(0)*(a;+v)*(a:-y), 

.  *J(a:)**(y)-*J(x)*f  (y)  =  *J(a:)*J(y)-*2(a;)*Ky) 

'  =  *J(0)*,(»+y)*,(a>-y). 

^  =  <^J(0)*,(x+y)*i(x-y). 

Die  vorstehenden  zwölf  Gleichungen  gehören  zu  den  Fundamen- 
^^gleichnngen,  durch  welche  die  Theorie  der  Theta-Fnnctionen  mit 
^er  Lehre  Ton  den  elliptischen  Functionen  in  Zusammenhang  gebracht 
"Vverden  kann. 

Setzt  man  in  den  Gleichungen  1),  2)  und  11)  von  IIL  y  =n;,  so  folgt: 

IV. 

1)  *J(0)*3(2x)         =mß)+&\(x)  =  »*{x)+»\{x\ 

2)  *J(0)i^(0)*(2x)    =»\{x)»\x)+»\(x)»\(x\ 

3)  *J(0)<^j(2a:)         =  »\{x)—»\{x)  =  »l{x)—»*{x). 

Die  Functionen  9;  ß-^,  ^s  mit  dem  doppelten  Argument 
lassen  sich  also  durch  Functionen  mit  den  einfachen  Ar- 
gumenten ausdrucken.  Dieser  Satz  lässt  sich  noch  erweitern,  wenn 
man  die  Gleichungen  lY.  mit  den  Gleichungen  11.  combinirt.  Die  Gon- 
stanten  ^0)  und  ^5(0)  sind  positiv,  die  rechten  Seiten  der  Gleichungen 
1)  und  2)  von  lY.  sind  Summen  von  Quadraten.  Hieraus  folgt,  dass 
d-i{2x)  und  ^2x),  also  auch  &t{x)  und  9ix)  fVa  reelle  Werte  des  Ar- 
guments X  immer  positiv  sind. 

Nimmt  man  in  den  Gleichungen  1)  bis  4)  von  HI.  y  =  0,  so  er- 
hält man  lineare  Gleichungen  zwischen  den  Quadraten  der  vier  Theta- 
Fnnctionen,  nämlich  die  folgenden: 

10* 
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V. 

1)  ^m^iix)  -  K(o)K(^)+»m»Kx\ 

3)  mohKi^)  =  K(o)mx)-^m^'M 

4)  »l(0)^',{x)  =  ^liO)^Kx)-^Hmiix), 

Die  vorstehenden  Gleichungen  repräsentiren  zwei  Gleiehnngen,  da 
aas  zwei  derselben  die  beiden  anderen  folgen.  Mittelst  dieser 
Gleichungen  lässt  sich  das  Quadrat  einer  jeden  Thetafnne- 
tion  linear  durch  die  Quadrate  von  zweien  der  übrigen  Theta- 
functionen  ausdrücken.  Dividirt  man  die  Gleiehnngen  2)  und  4) 
durch  {h\x) .  ^2(0),  so  erhält  man  leicht: 

1 21.    Die  ({iiotienten  der  Theta-Functionen,  das  Additionstheorem  derselben. 

Die  Constante  ^i'(O). 

Für  x  =  0  reducirt  sich  die  Gleichung  V,  1)  des  vorhergehenden 
§  auf  die  merkwürdige  Beziehung: 

1)  mo)=^m+K(o) 

d.  i.: 

(1+2^+2^4+2^»+...)*— (1-2^+2^*— 2^»+...)«+16(^i+^*+^X+...)S 
oder 

OD  OD 

[l+22^'"'+22^*"""'^']' 
1  1 

=  [1+2^^*— 22^^<«— "*]*  +  16   2^^  . 

1  1  L  1  J 

Setzt  man  zur  Abkürzung: 

dann  giebt  die  Gleichung  1)  zwischen  k  und  k*  die  Beziehung: 

3)  k't+k'^  =  1. 

Fuhrt  man  die  Werte  von  k  nnd  k',  definirt  durch  die  Gleichungen  2), 
in  die  beiden  letzten  Gleichungen  von  §  20  ein,  so  werden  dieselben: 


4.   m^  =  1 

'      »\x)      k' 


l_/f(-)- 


»\x)'°k'l      k  »\x)j 


»\x) 

In  Folge  der  Gleichungen  4)  lässt  sich  ein  beliebiger  Quotient  zweier 
Theta-Fnnetionen  durch  einen  bestimmten  Quotienten  zweier  derartiger 
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Functionen  aasdrttcken.  Da  in  Folge  der  zweiten  Gleichung  4) 
/r>^'    ^  ?  so  kann  man 

setzen.    Die  Gleichungen  4)  werden  dann  einfacher: 

Die  Quadratwurzeln  nehme  man  positiv;  wird  zur  Abkürzung,  wie 
schon  früher,  die  Legendr  ersehe  Bezeichnung 

7)  ]/l—kHm'^^  =  Ai^) 

gewählt,  so  geben  die  Gleichungen  5)  und  6)  das  Resultat:  Es  lässt 
sich  immer  ein  Winkel  (p  so  bestimmen,  dass  gleichzeitig 

ist,  wodurch  die  algebraischen  Relationen  zwischen  den  Theta-Func- 
tionen  bestimmt  sind. 

Um  die  Vieldeutigkeit  von  q>  zu  heben,  die  in  den  Gleichungen 
8)  liegt,  da  sin^',  cos  9),  Ag>  bei  Aenderung  von  gpum  2n3t  ungeändert 
bleiben,  setze  man  fest,  dass  q>  mit  x  zugleich  verschwinde.  Nimmt 
man  femer  an,  dass  x  und  q  (dessen  Modul  immer  <1  vorausgesetzt 
wird)  beide  reell  seien,  so  werden  nach  2)  auch  k  und  k*  reell  und 
<1,  ebenso  wird  nach  8)  q>  reell,  und  da  für  reelle  Werte  von  x  und 
//  die  Functionen  ß^^{x)  und  d^{x)  ausschliesslich  positive  Werte  haben 

(s.  S.  147),  so  ist  die  Quadratwurzel  \/l—k'^Bm^g>  stets  positiv  zu  nehmen. 
Für  die  Quotienten  der  Thetafunctionen  ^^pX  ^\  ^'z-J    lässt 

ih{x)       d-^X)       d'{x) 

sich  nun,  unter  Zuziehung  der  Gleichungen  in  §  20,  auf  folgende  Art 
ein  Additionstheorem  herleiten,  d.  h.  die  Fundamentaleigen- 
schaft, dass  die  Function  der  Summe  zweier  Argumente 
sich  algebraisch  durch  die  Functionen  der  einzelnen  Ar- 
gumente ausdrücken  lässt. 

In  der  Gleichung  §  20  1, 15  setze  man  w  =  x^  z  =  y,  also  w'  =  x+y^ 
x*  =  x — y,  y'  =  0,  z'  =  0.    Man  erhält  dann: 

Hierin  x  und  y  vertauscht: 

2Hx)&,{x)iUy)Hy)  =  HO)Ho)[M^+y)H^—y)+H^+y)M^^—y)]' 

Aus  der  Summe  dieser  beiden  Gleichungen  findet  man  leicht: 

a^  Mo)Ho)M^+y)Hx-y) 

-"^  =  ß{x)&i{x)&2(y)»z(jy)+Hy)^x(y)^2(x)H^)' 


i 
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Nimmt  man  iv  =  y,  z  =  x,  also  n/  ==  x+y,  a/  =  0,  y*  =»  — (x — y),  z*  •=  0 
in  den  Gleichungen  I,  6)  nnd  I,  8),  so  geben  dieselben: 
.rt>,  H0)»3(0)H^+y)»ix-y) 

^"^  =  Hx)»3i3;)Hy)»3(y)-»iix)»i(x)»t(t,)&iiy), 

...  Ho)Ho)H^+y)Hx-y) 

'  =  Hx)»i{x)Hy)»^iy)-»iix)&iix)»i{yy»3(y). 

Die  Gleichung  I,  6)  giebt  für  tv  =  x,  z  =  y: 

oder  y  mit  y+^-  vertauscht: 

12)         »H0)»ix+y)»{x-y)  =  9-Hx)»iiy)—»',(x)»]iy). 
Dividirt  man  die  Gleichungen  9),  10)  und  11)  durch  die  Gleichung 
12),  so  folgt: 

Mo)»j(fi)  Hx+y)  ^  H^)H^)Hy)Hy)+Hy)»iiyy»i(x)»six) 
»Ho)    '  H^+y)  H^)»Hj/)-»'X^)»\(y) 

H9)  H-^+y)  ^  »(a;)»(y)»iC^)»2(y)— »i(a^)»i(y)»»(a;)»5(y) 

m  Hx+y)  »Hx)»\y)-»\{xy»\(!,) 

»M  H^+y)     Hx)Hy)H^)»»(.y)-H^)»i{y)»2{x)»i{y) 
Ho)  H^+y) "  Hx)»H.y)—»*(.^y»l(.y) 

In  den  vorstehenden  drei  Gleichungen  werden  Zähler  und  Nenner  des 
letzten  Bruches  rechts  jedes  Mal  durch  9-Hx)9-Hy)  dividirt,  alsdann  er- 
giebt  sich  unter  Einführung  des  doppelten  Vorzeichens  von  y: 

*i  (^)  Ml  b(y)  ^  *t(y)  M^  M^ 

1o^   »Mb^  »i(^±y)_  H^)  Hy)  Hy)'^Hy)  H^)  H^) 
'^^    HO)  m"  »i^±y)~  ._*M*f(y) 

»Hx)Hy) 

Hx)  *i(y)       *^  *^(y)  ^(^  M) 

.       Ml)  Mx±y)  ^  H-r)  Hy)      H^)  Hy)  H^)  Hy) 

"*^  HO)  '  Ht±y)  '  "»f(a;)  »\Q) 

9-\x)  »Hy) 

»zix)  H(y)  i  M)  M)  MI  *?M 
..)       M)  »3(a:±y) ^  »»(.t)  Hy)      H^)  Hy)  H^^)  Hy) 

'^''  »(0)'*(u:±y)  ,     »?(^)»Ky) 

»Hx)9-Hy) 

Hiermit  ist  jede  der  drei  Functionen  #^^  ^^^  -^^^ 

*(a;±y)    H^±y)    H'»'±y) 

n         A  Q, 

rational  durch  die  Fanclionen   ^.-1  -^-j  -^  für  die  einfachen  Argumente 

xr      xr      ir 

dargestellt.    Da  sich  nun  je  zwei  der  Brüche  -^  x'  in\^  ~S\   durch 

vyXj        xryXj        ''v^/ 

den  dritten  mit  Hülfe  von  Quadratwurzeln   ausdrücken  lassen,  so  ist 
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die  Fnndamentaleigenscbaft  des  Additionstheoremg  fllr  jede 
der  Functionen  t'Ä^,  ^^,  §^  in  den  Formeln  13),  U),  15)  ent- 

ir(X)       v\X)        vyX) 

halten.    Die  Gleichungen  13),  14)  and  15)  lassen  sieh  einfacher  schreiben, 

wenn  man  \/k,  \fk'    mittelst   der  Gleichnngen   2)  einführt  und  drei 
Winkel  9>,  ip  und  a  darch  folgende  Gleichungen  deiinirt: 

/*i(«)     ./,-  •       *i(y)     ./i-  •       *i(a;+y)     ,/t-  ■ 


16) 


dix)       V  k 
*,(«)  ^  J(9)) 

^  H^)      \/J' 


icos«)  ^^  =  l  / *  eostp  ^^(^+y>  - 


*»(y) 


1^ 


Mx+y) 


=   Y  pCOSÖ, 

4ö) 


Die  obigen  Gleichungen  nehmen  hierdurch  die  folgenden  einfacheren 

Formen  an: 

sin  9>  cos  ^  J  (^) + sin  ^  COS  9>  J  (9>) 


17) 


1 — k^mn^q)  sin^tp 
cosgpcostp — 8inyBiDyzi(y)  J(y) 


Die  beiden  ersten  Fonneln  gehen,  wenn  wir  k  =  0  setzen,  in  die  be- 
kannten Additionstheoreme  fUr  die  trigonometrischen  Functionen  über. 
Ueber  die  Intervalle,  innerhalb  deren  sich  die  Winkel  x  and  g) 
bewegen,  lässt  sich  leicht  eine  Bestimmung  treffen  durch  den  Kach- 
weis, dass    —und ^gleichzeitig  positiv   sind.     Setzt   man   in 

siUc?:  coso:  °  °   '^ 

den  Gleichnngen  4)  und  3)  des  §  17,  die  man  auch  schreiben  kann: 
^3(  X,  q)  =^  ^"•*  cos  2mx,      ^2(^1  q)  =2  ^         ^^  ^^^ ""  ^)  ^' 


— tx> 


—00 


q^  statt  q  und  2x  statt  x,  so  folgt  durch  Addition  und  Subtraction: 

00  OD  00 

^^qV2m):i  cos4wa;+2^**"-^>* cos2(2m— l)a;  =^cr^eos2mx. 

— an  — X  — OD 


00 

^3(20:,  q^y—iH^x,  ^)  =  ^{—l)'^q^^eoB  2mx, 


d.  i. 


—00 


^°^  ^>j(2x,«r<)— .<^j(2a;,j'*)  =  *(a;,^). 

Man  setze  hieraus  die  Werte  von  9'i(x,q)  und  *(j;,4r)  in  die  Glei- 
chung IV,  3)  des  §  20,  nämlich  in: 


loa  (§  'i 

dann  wird  die  Gleichong  in  folgende  transfonnirt: 
oder  einfach  x  statt  2x  gesetzt: 

19)  K(0,q)»iix,q)  =  8Hx,q*)»Mq*)[»\{x^9*)+»l(^,9*)]- 

Vertanscht  man  o:  mit  x+|,  so  erhält  man: 

20)  »\iO,q)H^,q)  =  8*,(a:,  <?«)*(^,«r«)[{^f  (x,?<)+*Ka?,^«)J. 
Fttr  x='0  giebt  die  Gleichung  19): 

21)  »l(0,q)  =  8*i(0,?«)*,(0,4r«)[*J(0,r/«)+*3'(0,?«)]. 

Die  Gleichungen  19)  nnd  20)  dividire  man  dnrch  die  Gleichung  21). 
Zur  Abkürzung  setze  man: 

»»(g;,  q*)    »l(x,q*)+»lix,q*)  __  ^ 
UO,Q*)     n{0,q*)  +  n{0,q*)  "  "^^^'^  '' 
»(x,q*)    »]{x,q*)+»\x,q*)  _ 

»Mi*)    n{0,q*)+»liO,q*)  -  '^'^'''*  ^• 

Da  die  Functionen  &■  und  d-3  immer  positiv  sind  fUr  reelle  Werte 
des  Arguments,  so  sind  F  nnd  Fi  wesentlich  positive  Qnantiülten  fUr 
ein  reelles  x.    Die  vorhin  bemerkte  Division  giebt  nun: 

d-i{x,  q)  _  »i(pc,q*)  ^       .         »lix^q)       »i{x,q*)     ,        . 

hM  ~  HoW^""'^  ^'     HO,  q)     HO, q*r^^ *  ^• 

In  jeder  dieser  Gleichungen  setze  man  q*,  q^\  ^*..,  statt  q,  mnl- 
tiplicire  die  so  erhaltenen  Resultate  mit  einander.  Greht  man  zur 
Grenze  ttber,  so  folgt: 

fttr  ein  anbegronzt  zunehmendes  q.    Es  ist: 

Da  nun  ^<1,  also  lim  ^^  =  0  fllr  (>=«:,  so  ist: 

lim  — ^^^  =  cosa:, 

und  durch  Vertauschung  von  x  mit  -z+x  folgt: 

um    "•  '*  '  =  sin X. 
H0,9^) 


bL 
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Mit  Rücksicht  darauf,  dass  ^2(0,  g)  wesentlich  positiv,  ebenso  (H^,  q\ 
geben  die  Gleichungen  22): 

^7  '\  =  cosa; .  C^,       ~Kr-^  =  s^i^^  •  ^> 

wo  C  und  .V  reelle  Grössen  sind.  Diese  Gleichungen  in  Verbindung 
mit  den  Gleichungen  8)  zeigen,  dass  sin9>  mit  sinx  und  cosg)  mit 
coso;  immer  dasselbe  Zeichen  hat,  die  Winkel  q>  und  x  liegen  also  in 
demselben  Quadranten.    Bestimmt  man  also,  dass   g>  =  0  für  a:  =  0, 

so  ist  auch  cp  =  -  flir  a;=  -• 

^2  2 

Die  vorhin  entwickelten  Gleichungen  geben  den  Wert  einer  Con- 
stanten, welche  im  nächsten  §  neben  den  Constanten  ^(O),  ^2(0)  und  ^3(0) 
auftritt,  es  ist  dieses  die  Coustante: 

C-^r-^L  0 = ^:^^)  = '  |:(-irK2r-i)/'^^ 

=  2(q\-3fß  +  5q\'-lq': ). 

Um  Wiederholungen  zu  vermeiden,  soll  der  Wert  der  betreffenden 
Cons tauten  mittelst  der  Gleichungen  1),  18),  20)  und  21)  kurz  her- 
geleitet werden.    Die  Gleichung  1)  giebt,  wenn  q  mit  q*  vertauscht  wird : 

^;(o,^y*)-^;(o,^)=^^(o,^*), 

dividirt  man  auf  beiden  Seiten  durch  0^l{0,q^y-ß-l{0,q^),  so  folgt: 

23)  nio,,*)+no,,*)  =  ^y(ö;|^^|^,.) 

In  dem  Product  der  Gleichungen  18)  x  =  0  gesetzt,  giebt: 

Wendet  man  dieses  auf  die  rechte  Seite  der  Gleichung  23)  an,  so  ist 
einfacher: 

Den  Wert  der  linken  Seite  substituire  man  auf  der  rechten  Seite  der 
Gleichung  21),  die  sich  hierdurch  wie  folgt  vereinfacht: 

24)         rAi\q)nO,q)HO,q)  =  S^KO.q^)HO^q^)HO,q^). 

Die  Gleichung  20)  werde  nach  x  differentiirt  und  darauf  o:  —  0 
gesetzt;  da  die  Differentialquotienten  der  drei  geraden  Functionen  mit 
dem  Argumente  x  verschwinden,  so  bleibt  einfach: 

K{0,QWXO,q)  =  Sd\0,q^)^\{0,q^\ 

und  dividirt  man  diese  Gleichung  durch  die  Gleichung  24),  so  nimmt 
dieselbe  folgende  symmetrische  Form  an: 

KiO,q)  *;(0,^*) 


25) 


^(0,  ^)^2(0,  ^)*3(0,  q)       ^(0,  q^)HO,  q')HO,  q') 


Bezeichnet  man  die  linke  Seite  dieser  Gleichung  anrou  ,^^^^ 

A^)  =  A^O-    ^^^  hierin  q  durch  q^,  ^*«, ersetzt,  so  (olgi  f{q)  = 

lim/(^^)  für  ()=  oc,  oder  da  ^  =  0,  so  ist  f{q)  =  f{o).    Nun  ist: 

^^^^      (l+^2+...)(i+2^...)(l— 2^...)' 
also  für  ^  =  0  ist  /(o)  =  1.    Jeder  der  Brüche  in  der  Gleichung  25) 

ist  folglich  gleich  der  Einheit,  woraus  sich  die  bemerkenswerte  Glei- 
chung ergiebt: 

^;(o,^) = ^(0,^)^2(0,^)^3(0,^) 

oder,  indem  man  das  Argument  q  einfach  weglässt: 

26)  ^\{0)  =  HO)»tmM 

wo  ^; (0)  =  (^ ^i (x))      bedeutet 

\ax  /  jT  =  0 


Sechster  Abschnitt. 


I  22.    Uebergang  Ton  den  Theta-Funetionen  zu  den  elliptisehen  Functionen. 

Die  Gleichung  13)  von  §  21  differentiire  man  nach  y  und  setze  nach 
der  DiflFerentiation  y  =  0.  Mit  Rücksicht  auf  *'(0)  =  0,  *;(o)  =  0, 
^'3(0)  -  0  folgt: 

»2(0)^3(0)  d  fH^)\^K{o)H^)^^(^) 

^Hp)     dx^^x))       &{0)  Hx)  &{x) ' 

oder,  da  nach  26)  *U0)  =  ^0)^2(0)^3(0), 

d  (Ux)\  _  ^^  H^) 

dx \^{x) )  ~  ^^^ •  d{x)  '  dix) 

femer  da  nach  8): 

so  wird  die  obige  Gleichnng  einfacher: 

Setzt  man  noch  nach  2)  §  21  k'^{0)'^^HO),  so  findet  zwische 
und  X  die  folgende  Differentialgleichung  statt: 

Da  nach  dem  vorigen  §  90  zugleich  mit  x  verschwindet,  so  ist: 
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/9 


2)  p^    ^y     =  X .  *j(o), 


nnd  da  .r  uud  9>  gleichzeitig      werden,  so  ist: 

st 


n 


3)  K=  f\        ^^        =  >J(()), 


mithin  folgt  durch  Elimination  von  ^J(O)  zwischen  diesen  Gleichungen: 


J^  l/l— Ä^sin^"^  ~"  "^ ' 


Die  Gleichung  3)  in  Verbindung  mit  den  Gleichungen  2)  des  vorigen 
Paragraphen  giebt: 

Führt  man  wieder  die  Bezeichnungen   der  elliptischen  Functionen 
ein,  so  ist  (p  =  am  — -  •    Die  Gleichungen  1)  geben  dann : 


jt 


6) 


l  ^"^iW       ,/7-      2Ä^a; 


d'{x)  \/k'  it 
Geht  man  von  der  Theorie  der  Theta-Functionen  aus,  so  sind 
mittelst  der  vorstehenden  Gleichungen  die  elliptischen  Functionen 
durch  die  Quotienten  zweier  Theta-Functionen  definirt.  Nimmt  man  k^ 
also  auch  k^  K  und  IC  als  gegeben  an,  so  geben  die  Entwickelungen 
des  §  18  mit  der  grössten  Leichtigkeit  q  in  Function  von  k.  Geht  q 
über  in  </,  so  möge  k.  in  /  übergehen.  Es  sei  t  der  Complementär- 
modul  von  /,  durch  L  und  V  sind  die  elliptischen  Integrale: 

bezeichnet.    Den  Gleichungen  5)  entsprechen  dann  die  Gleichungen: 

Mittelst  dieser  Gleichungen  und   der  Gleichung  5)   nehmen  die  Rela- 
tionen 19)  des  §  18,  nämlich: 


ä 
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l§2 


^"^e-  log- 

log- 


folgende  Formen  an: 


7) 


£= 


jtL 


kK 


^^r,    k'K=^^l. 


log-  log-  log- 

^  q  ^  q  ^  q 

Dareh  Division  der  zweiten  and  der  dritten  vorstehenden  Oleiehai 
dareh  die  erate  folgt  k  =  /',  k'  =  /,  es  sind  also  k  und  /  Complementä 
modali,  mithin  ist  Z  =  A^.    Die  erste  Gleichung  7)  giebt  dann: 

8)  ^^S-  =  ^7^'    ^  =  «         > 

wodurch  q  in  Function  von  k  bestimmt  ist. 

Definirt  man  die  elliptischen  Functionen  allgemein  durch  d 
Gleichungen  6),  so  geben  die  Gleichungen  18)  von  §  18  unmittelb 
den  Zusammenhang  der  Functionen  mit  reellem  und  imaginärem  A 
gument.    Durch  Division  folgt: 

_   /  jtxi        \  ^  /  Jtxi        ,\ 

Hx,q)   " 


9) 


Hx,q) 


viog- 


>^j 


log- 


(  Jtxi        \ 


^^{x,  q) 
»{X,q) 


log- 


^2( — Y'  ^ ) 


log- 


Geht  nun  q  in  ^'  über,  so  geht  k  in  k'  und  AT  in  A"  über.    Den  Gl( 
chungen  6)  entsprechen  dann  die  folgenden: 


10) 


■) 


*(y.«)      i/*    \  *       / 
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Nimmt  man  in  den  Gleichungen  10)  y  =  — — ,  also   mit  Rücksicht 

auf  8): 

jr         ,     1  jr 

log- 

und  fuhrt  in  9)  mittelst  der  Gleichungen  6)  und  10)  die  elliptischen 

Functionen  ein,  so  sind  die  Argumente  der  Functionen  links  —     und 

jt 

k.  die  Functionen  rechts  haben  die  Argumente und    V,     Nimmt 

2Kx 
man  einfach  =  ?/,  so  führen  die  Gleichungen  9)  auf  die  folgenden, 

welche  identisch  sind  mit  den  in  §  8  gefundenen  Relationen  8): 

1 


11) 


sn  (?<,  k)  =  -— /tn  (M/,^')»    cn(7/,  k)  = 


dn(w,A:)  = 


cn  (w/,  k') 
dn  (tti,  k^) 


cn  (ui.  k') 
oder  ui  für  u  gesetzt: 

12)      sn(tt/,^)  =  itn(M,Ä'),    cn(tti,Ä)  =  — /-r^,     dn(?«,Ä)  =  ^^J-. 
^  ^  V  '    /'  cn(w,A:')  '  ^       cn(M,Xr') 

§  23.    Spezielle  Sigmafunctionen.    Zusammenhangr  derselben  mit  den 

Thetafunctionen. 

Wir  hatten  bereits  in   §  6  den  Zusammenhang  der  Function  pn 
mit  der  Function  snu  ersehen  aus  der  Gleichung  24): 

sn2  (1/^1—^3«) 
Versteht  man  unter  dem  Grade  einer  elliptischen  Function  die 
Zahl,  welche  angiebt,  wie  oft;  diese  Function  innerhalb  eines  Perioden- 
parallelogramms unendlich  gross  wird,  wobei  jede  Stelle,  an  welcher 
die  Function  unendlich  gross  wird,  so  oft  zu  zählen  ist,  als  die 
Ordnungszahl  des  Unendlichgrosswerdens  an  dieser  Stelle  anzeigt 
(Weierstrass-Schwarz,  Formeln  etc,  Art  4),  so  ist  die  elliptische 
Function  pm  vom  zweiten  Grade.  Sie  liess  sich,  wie  wir  in  §  15  61.  10) 
gesehen  haben,  durch  die  <J-Function  in  folgender  Weise  darstellen: 

2)  P«-P. ^^ 

Allgemein  lässt  sich  jede  elliptische  Function  r^**"  Grades  9<u)  darch 
die  a-Function  mit  demselben  Periodenpaar  2(t>,  2a>'  darstellen  in  der  Form 


# 
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^  ^^  0(U—Vi)  Ö  iu—V2) . . .  ö{U—Vr)  ' 

WO  zwischen  den  Grössen  u  und  v  die  Beziehnng 

4)  Wl+«2+  ...  +Ur  =  Vi+Vi+...  +Vr 

stattfindet  ( Weürstrass-Schwarz,  Formeln  etc.  Art  13,1  u,  $). 

Setzen  wir  in  die  Gleichung  2)  für  v  co,  wofttr  pu  —  e^  wird,  soc: 
ergiebt  sich 

_        <J(U+Q?)<J(U— (O) 

Nach  19)  in  §  15  ist  aber 

und  wenn  man  u--(o  fUr  u  setzt, 

<j(m+ö>)  =-  — ^'^'*<J(w— Q>); 
mithin  wird 

Ganz  analog  erhalten  wir  fllr  poal  =  ^2»  P(ö>+co')  =  pco"«=  ^3,  »'  =  — . , 
„       <f(o" 

/5\  —-2»"«   ö^W+0>") 

7)  *,«-e3=.    '^'^l^^'- 

Da   nun  in  den   Gleichungen  5)  bis  7)  rechts  volistilndige  Quadrate 

stehen,  so  lässt  sich  ein  Wert  der  Wurzeln  [/pm — e^  \Jipu — «2,  l/p« — e^ 
ebenfalls  rational  durch  die  <J-Function  ausdrücken. 

Nun    fuhrt   Weierstrass    drei  neue  o-Functionen   OiU,  c^Uy  03U, 
ein  durch  die  Gleichungen 


8) 


diU 


O^U  =  


6(d" 


^i^  = TZ? 


(WeierstrasS'Schwarz,   Formeln  etc,  i8,ij.    Dadurch  gehen  die  Glei- 
chungen 5)  bis  7)  über  in: 
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9) 


V 


pU—€^ 

Chi 

pu—e^ 

Chi 

pu—e-s 

dhi 

Eliminirt  man  hieraus  pu,  so  erhält  man 

(ei—et)c^u+c\u—clu  =  0, 

10)  I  (er—ezjc^u+clu—islu  =  0, 

ie^—ei)(fiu+alu—c*u  =  0 
und  daraus  die  merkwürdige  Relation 

11)  ie'3—e2)c^,u+{ei—e^)clu+{e^—ei)c\u  =  0. 

Aus  den   Gleichungen  9)  folgt  sofort,  dass  die  Functionen  -—9 

-^»         elliptische  Functionen  sind,  d.  h.  der  elliptischen  Differential- 
gleichung 

^  =  i/(i^z2)(ri:^.2)- 

genügen.    Denn  setzt  man  die  Werte 

o^u  cu    du\cu) 

in  die  Differentialgleichung  fttr  pu: 

{fp'u)^  =  4.{pu—ei)(pu—e^(pu—ez) 
ein,  so  erhält  man 

[K^")I=[a7-H[(^);H' 

und  ebenso  für  die  beiden  andern  Functionen  —  und  —  • 

Cu  cu 

Dividirt  man  die  erste  und  dritte  Gleichung  10)  durch  c^u^  so  er- 
hält man 

also 

\jir\cu)\       \cu)  \cu) 
Zieht  man  hier  die  Wurzel  aus,  so  muss  man  rechts  das  negative  Vor- 
zeichen setzen,  da  -^  mit  — hMo  und  ^-f--)  mit — -s+fwlo  anfäufffc 

cu  u    ^  ^  du\cuj  u^     ^  ^  ° 

Auf  diese  Weise  erhält  man,  unter  Hinzufttgung  der  den  beiden  andern 
Functionen  entsprechenden  analogen  Formeln : 
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[§23 


12) 


dt\ou) 
du\ouJ  c 


O^U     O3U 


d  fciu\ öiM 

^ti\  6u  J  öu 


öu 

au 

Ö3M 

aiu 

au 

au 

ClU 

-  —  • 

a^u 

au 


Bei  dieserGelegenheiterinneru  wiran  das  in  §  6  erwähnte Gleichungssystem 

dx  dy      ,  dz 

für  die  Functionen  x,  y,  z  von  u;  demselben  genügten  die  elliptischen 
Functionen  snu^  euu^  Anu, 

Ueberhaupt  genügen  alle  aus  den  vier  Sigmafanctionen  au,  Oft«,  a^u, 
a^u  zu  bildenden  Quotienten  je  zweier  derselben  der  elliptischen  Differen- 
tialgleichung.   Wir  begnügen  uns  damit,  dies  ftlr  die  drei  Quotienten 


au 
Ö3M 


=  §03, 


atu 


a2u_ 
a^u 


zu  zeigen,   welche  in  den  Anwendungen   am  häufigsten  vorkommen. 
Schreibt  man  diese  Functionen  in  der  Form: 


§03 


au 


^''  ~  au  '  au 


^   a^u  a^u 


und  differentiirt,  so  erhält  man  mit  Hülfe  von  12)  und  10)  zunächst 
die  Gleichungen 


13) 


du    -  ^''  ^^' 

diu         ,         \f    j. 

-^  =  — («)— «»)s«s  go», 


Die  Gleichnngen  10)  lassen  sich  aber,  wenn  man  sie  dnrch  a\u  divi- 
dirt,  schreiben  in  der  Form: 

gfa— |l3+(«,-e2)§S.  =  0, 
lä.  — 1+(«.2— e:,)§<!3  =  0, 

Mit  Hülfe  dieser  Gleichungen  verwandelt  sich  das  Gleichnngssystem  13) 
in  folgendes: 


14) 
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Damit  ist  bewiesen,  dass  die  Functionen  — »    *  »  —  der  elliptischen 

ö^u   a^u   ö^u 

DiffereHtialgleichnng  genügen. 

Hinsichtlich  der  übrigen  ans  je  zweien  der  vier  Sigmafnnctionen 
2a  bildenden  Quotienten  verweisen  wir  auf  Art.  23  und  25  der  Formeln 
nnd  Lehrsätze  von  Weierstrass-Schwarz,  wo  die  Verwandlungs- 
formehi  ftlr  die  Quotienten  zweier  Sigmafunctionen  sowie  die  Dimeren- 
^Igleiehungen  fbr  diese  Quotienten  zusammengestellt  sind. 

Durch  Vergleichung  der  obigen  Differentialgleichungen  14)  mit 
der  Differentialgleichung  flir  snu: 


(^^y=  (1— sn2M)(l— ^^gn^tt) 


^'gehen  sich  nun  folgende  Beziehungen  zwischen  den  Functionen  — 
>r^^  ^  -^  und  snu,  cnw,  dnw.    Setzen  wir 

15)  k^  =  ^"^? , 


^    erhalten  wir: 


16) 


ex — ^3 

^  =  cn  (l/ei— ^3w), 
03M 

C2U 


^  =  dn(|/<?|— <?3M) 
03W 

f  IVeürstrcLSs^chwarz,  Formeln  26, 2J. 

Wir  wollen  jetzt  aus  der  Darstellung  von  öu  als  einfach  unend- 

Uches  Product  (§  15  GL  35  und  36)  die  analoge  Darstellung  ftir  die 

Functionen  diU,  öiu,  o^u  herleiten.    Letztere  gehen,  wie  die  Gleichungen 

8)  zeigen,  aus  jenen  hervor,  wenn  wir  das  Argument  um  eine  halbe 

Periode  vermehren.    Wenn  wir  in  dem  Exponenten  2fi(X)v^  =  ^  w  um 
(o  vermehren,  so  erhalten  wir 

Bei  Vermehrung  des  u  um  a/  aber  wird 

"~2^"~-2^  +  "^r+TJ' 
nach  Formel  39)  in  §  15  ist  aber 


—  =  ^  +^r— ' 
Q>  '      2(o 

£  n  n  e  pe  r ,  ellipt.  Kunctionen.    3.  Aufl.  1  ] 
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(§ 


mitfaiii  wird,  wenn  wieder,  wie  auf  S.  110,  —  =  r  gesetzt  wird, 

CD 

DrittenB  erhält  man  bei  Vermehrung  des  u  um  cd"  =  10+0»': 

2C0  *^  2CD  CD  2CD 


£+'<'-+g)+TV+S) 


2©       V        2ö>/  '    2  V    ■  2cD^ 
=  2J?cm;2+^''w+T^W'+-i-jri+-f txt+iöri. 

Daraus  ergiebt  sich  flir  die  Grössen  t;,  z  und  ^^^^  beim  Uebergange 
von  u  in  resp.  u+co,  u+09',  u+cd''  folgende  Yerwandlungstabelle: 


u 

V 

X 

«a»«^ 

u+co 
u+(o' 
u+(o" 

f+-l- 

• 

iqit 

Unter  Benutzung  der  ersten  Gleichung  8)  wird  nun  aus  35)  §  15: 


<JlU  — 


und  hieraus  erhält  man  <>cd,  wenn  man  u  =  0  setzt,  wodurch  CiU  *«  1, 
t;  =  0,  z  e»  1  wird.  Verfährt  man  ganz  analog  mit  den  beiden  Übrigen 
Functionen  ö^iu  und  o^tiy  so  ergeben  sich  schliesslich  fttr  die  Constanten 
0(0,  cm\  cm"  die  Gleichungen: 


Ö(0 


TT 


17) 


W      ,4v'«»'2ß> ,  /T  (1— ?*-^)* 

4lG9  «=  «»  ' 1/f  ^-^>i «.c;»' 


ÖCO 


/f 


und  fttr  die  Fanctionen  «i«,  Oju,  «ju  die  Entmokelongen: 


18) 


,^^^,^^.^±iziri^i±^^^. 


n  =  l 


.  „  _  ^2,«n>»  J7(l+g*^^')(l+g*-'x-'), 


11=1 

00 


ft+Ö*^^' 


»s=l 


I»] 

oder  analog  der  Fonnel  36)  in  §  15: 
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19) 


a.u  =  a.(2an»  =  .^^"^cos../Z^+^^^^°;;:+^-. 


«=1 


OD 


(^^^iierstrass'^fikwarz,  Formeln  31,9,  4,6,,,  ;o/ 

ITir  kOpDien  de^  vier  ^gmiüFimctionen  0u^  Ci%  6%ii^  ihu  noeh  eine 
pl^GTe  Oestftlt  geben,  w^elejiß  zwar  scheinbar  i^eht  ipo  einfach,  aber 
ft^  de  Berechnung  vorteilhafter  ist  Setzen  wir  nämlich  in  7)  zue^ 
v*==*  (D,4iumi  jn6)  Ur=  -reo  iuid  drittens  in  7)  v  — rr-cp",  so  erbeten  wir 


20) 


tfj_^3  =  ^-2i?V 


^1-^2-^       02a,<^"' 


Hierin  setzen  wir  die  Werte  von   <jcd,  aw\  ca/'  ans  17)  ein,  nachdem 
wir  der  Ktbm  lialber 

00  OD  (f> 


»  =  1 


OD 


nsl 


gesetzt  haben,  swisohMi  welchen  Grossen  die  Oleiehnng 

21) 
besteht    Alsdann  wird: 


PiAöj  =  l 


oder  unter  Ber^ctsichtigaiiig  iroo  21)  ap4  nach  Ausziehwg  der  vierten 
Wurzeln: 


!!♦ 


22) 


Was  die  Vieldeutigkeit  der  Wurzeln  betriflFt,  so  wollen  wir  1/  —  po 

tiy   nehmen,   wenn   alle  e  reell   sind;   im   anderen  Falle   nehmen 
denjenigen  Wert,  worin   der  imaginäre  Teil   positiv  ist;  alsdann  si 
die  vierten  Wurzeln  bestimmt    Die  0  sind  positiv,  wenn  alle  e 
sind. 

Nun  erhalten  wir  durch  Multiplication  der  drei  Gleiehnngen 
und  mit  Rücksicht  auf  21) 

'2a>\3  */ 1 

oder 


23) 


2q>     1^^ 2g^Q 

~^  '  Ol 


V  ~^  ^^^^~^^^  i^i—^i)  («2—^) 


Mit  Hülfe  dieser  Gleichung  können  wir  jetzt  die  Entwiekelangen  der 
vier  Sigmafunctionen  in  folgender  Form  schreiben: 


24) 


2a> 

—  cu  = 


e^->gi  z-z-l     * 


1/ («1 —«3)  («1  — Ci)  («i— «s)        '     "  =  * 

~0,u  =  . ^—{z+z-')  //(l— g»"Xl+g'"^'Xl+g*"g-'). 

KZ  ,2Ö»  « 

(WeürstrasS'Schwarz,  jj^u-uj.    Bei  dieser  Entwickelung  haben  wir 
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diejenigen  Perioden  ausgewählt,  für  welche  pto^^ei,  ^co"  =  e^^  pco'  =  ^3; 
wir  bemerken  dazu,  dass  Alles  seine  Gttltigkeit  behält,  wenn  wir 
irgend  welche  Fundamentalperioden  nehmen« 

Auf  der  rechten  Seite  der  Ausdrucke  24)  ftlr  die  vier  Sigmafunc- 
tionen  begegnen  wir  nun  wieder  denjenigen  unendlichen  Producten, 
die  uns  in  §  16  auf  die  Jacobi'schen  Thetafunctionen  geführt  haben. 
Es  ist  jetzt  leicht,  die  Sigmafunctionen  durch  die  Thetafunctionen 
auszudrücken. 

Setzen  wir  nämlich  in  die  Gleichungen  14)  %16  e^=^z  und  berück- 
sichtigen die  Definitionsgleichungen  der  Thetafunctionen  §  17,  1) — 4), 
so  erhalten  wir 


00 


»=—00 
+00 


7/(1— (/'")(i— r""'^^)(i— «'''^^^~^=S— i)''«"'^^"=^(^i^)7 


n  =  l 

OD 


»  =  — OD 
+00 


rj\(2+z-i)  n{l-q''^)(\+q'"^z^(XWz'-'^  =  S  (?^"+*^'2'"+'  =  ^i{z.q\ 


rZ  +  Z-^ 

q^- 


n  =  \ 

OD 


II  =  — 00 
+00 


.'^-//(l-^/")(l'-^'"^'Xl--^"*^"')  =  ■j^i—lYq^'''^^^  z^'^^'^^^(z,q\ 

'       n  =  1  *  n  =  —00 


um 


Hierdurch  gehen  die  Gleichungen  24),  in  denen  z  =  «*^*  =  «^^  war,  über 
in  folgende: 

(JW=-(?2ö'^/^,    A     C    =  1/-^  l^(^I— ^2)(«2— ^)(«l— <?3), 


25) 


tju'^ 


Alle  vier  Sigmafunctionen  können  als  Functionen  der  drei  Varia- 
bein u,  CO,  co'  oder  der  drei  Variabein  u,  g^^  g^  aufgefasst  werden,  und 
sie  genügen  einfachen  Differentialgleichungen,  in  denen  ihre  partiellen 
Ableitungen  nach  den  drei  Variabein  enthalten  sind.  Wir  wollen  uns  hier 
auf  die   Herleitung   einer  Differentialgleichung  zwischen   <j(m,  g^^  g^) 

8'^("'^^'M  So(^ff2.g,)^^^MY^^ff^)  beschränken,  welche  W  ei  er- 

Ott*  3^2  8^3 


I 


straHs  in  seinen  Vorlesangen  gegeben  bat    Aas  der  Gleiehiug  fltr 

26)  (^)'  =  ip'-giP-g* 

folgt,  wemt  man  pu  als  Fnnotkm  tod  u,  g^,  fft  nudelit, 


27) 


du^ 


2^.,,ü^  =  (lSp>^,)|^_p, 


du    du .  d^s 
2??  .  .J^  =  (12^-,.)|^1. 


a&i 


mithin: 


28) 


Femer 


du    du .  dffi 


Bffi 


du 


Bffi 


dp 

du  J 


1     P 


Ci)' 


d 
du 

(dp  1 

9ö'8 

dp 

l  3m  i 

J.    1 

2 


©■ 


l^if  V*=  _ 


mithin 

29) 


du\du) 


(6F' 


8/2p^- 


-^^*>(^) 


3i^s<»+-i-i^* 


du\       dp      )~''  (dpY 

du  \du) 

Setzt  man  in  28)  and  29)  den  Wert  von  [^  j  aas  26)  ein,  so  6 Aalt  man 

dp 

d 


30) 


,  8 
^'du 


dj_ 

dgz 


du 


+'^'dü 


dffi 


8p 
l  du) 


-^^^d-u\~W~)' 

du 


Hieraas  folgt  darch  Integration  nach  u: 


oder 


^dp  ,  ^^    dp        „81gö    dp  ,  „  , 


^^)    ^»  8iir8^+^®^»8iir87,  -  ^~8ir   "8ii5~6t,-8iirj  +ff^- 
Die  Gonstante  fällt  fort,  da,  wie  man  sich  leieht  dorch  Entwickelang 
von  Igöu  ttberzeagt,  kein  von  u  anabhängiges  Glied  vorkotami    Da 
nan  aas  27)  folgt: 

/8»lgöY_     3*lgö..^ 

and  da 

j_  d^fdlgay     dlgo  d»\ga     /8»lg<>Y 
'  du\  du  )        du   '    8tt3'"^\  8a»  /  ' 

so  lässt  sieb  31)  schreiben: 
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Eine  zweimalige  Integration  nach  u  ergiebt  jetzt : 

-.sigö        aigö_  s/aigöV    sa^igö    i 
^«1^+1^»!^— 2^-äirj  +2"äii^+8^*" 

oder 

^»  "ä^"^^®^»!^    2"ö  ■  8ir»+ 8^*"  • 

Aach  hier  fällt  die  Constante  fort,  da  der  Coeffieient  von  u  nach  Ein- 
fUhning  der  Reihe  fbr  ]gau  verschwindet  nnd  der  von  u^  anf  beiden 

Seiten  derselbe  wird.    Setart  man  non  noch  für  -^—  =  - .  — ,  so  er- 

CX  6      OX 

hält  man: 

32)     ^, 12^s ^^ +  -^, g^ £^^»UMU,^2,^3) 

(WeterstrassSckwarz,  Formeln  ^,f). 

Von  dieser  Differentialgleichung  macht  Weierstrass  in  seinen 
Vorlesungen  Anwendung  anf  die  Entwiekelnng  der  Fnnction  au.  Eine 
Tabelle  fbr  die  Goefficienten  bis  zur  Potenz  u^^  hat  H.  A.  Schwarz 
in  Art  5  der  soeben  genannten  Formelsammlnng  gegeben. 

Wegen  der  analogen  partiellen  Differentialgleiehnngen  fttr  die 
ttbrigen  Sigmafnnctionen  nnd  der  entsprechenden  Ableitnngen  nach  den 
Perioden  verweisen  wir  anf  die  Abhandlungen  von  C.  Weierstrass: 
,.Zur  Theorie  der  elliptischen  Functionen'',  BerL  Monatsber,  1882, 
443 — 4$i,  und  G.  Frobenius  und  L.  Stickelberger:  „Ueber  die 
Differentiation  der  elliptischen  Functionen  nach  den  Perioden  und 
Invarianten",  Grelle  J,  XCII,  311 — 32*/,  1882. 

Wir  bemerken  zum  Schluss,  dass  die  Modificationen  der  obigen 
Formeln  beim  Uebergange  von  dem  primitiven  Periodenpaare  (2a>,  2oo>) 
zu  einem  äquivalenten  Periodenpaare  (2c5,  ^S)  im  Art  33  der  „Formeln 
und  Lehrsätze"  von  Weierstrass-Schwarz  ttbersichflich  zusammen- 
gestellt sind.  Die  Artikel  40 — 42  desselben  Werkes  enthalten  Ent- 
wickelungen  der  Grössen  K^  IC  und  q  nach  Potenzen  des  Moduls  k 

und  nach  Potenzen  der  Grösse  /  =  —^^7=^  Reihen,  welche  fttr  die  nu- 

merische  Berechnung  sehr  vorteilhaft  sind.  Art  48  lehrt  dann  die 
Berechnung  eines  zu  gegebenen  Werten  von  pu  und  p'u  gehörenden 
Wertes  des  Argumentes  w.    Wenn 


4 _  4  *™  n         4 4 •* 


gesetzt  wird,  so  hat  die  fintwickelang  die  Form  (1.  e.  5): 
k(]/'^v+  l/«rt«)*w  =  /-7=^— ==^Solog  nat(<+  .V^=7») 

wo 

.1  =  So-1.  So.2  =  8«.i-(|)'/«,   a.^  =  So.*-(^-;|y/»,  etc. 


So, 

Für  den  Fall  reeller  Invarianten  bringen  dann  die  folgenden  ArtikeK^ 
49  und  50  specielle  Formeln  zur  Berechnung  des  Argamentes  u,  daa^ 
zu  gegebenen  Werten  von  pu  und  p'u  gehört,  in  den  Fällen  L  X  =  1,^ 
fi  =  2,   r  =  3,    IL  A  =  3,   fi=2,   v  =  l^    III.  -i  =  2,   fi=lj   «^  =  3,^ 
IV.  ;i  =  2,  ^  =  3,  r  =  1. 

Da  Weierstrass  seine  Methode,  welche  von  der  Jaeobfa  und  J 
AbeFs  wesentlich  abweicht,  mit  Rücksicht  auf  weitere,  über  die  ^ 
Theorie  der  elliptischen  Functionen  hinausgehende  analytische  Ent-  - 
Wickelungen  gewählt  hat,  so  ist  es  an  dieser  Stelle  nicht  möglich, 
dem  Studirenden  die  volle  Bedeutung  der  von  Weierstrass  ge- 
schaffenen neuen  Grundlagen  der  Theorie  der  analytischen  Functionen 
zum  Bewusstsein  zu  bringen.  Nur  eins  wollen  wir  erwähnen,  was  den 
Schöpfer  der  neuen  Theorie  bewogen  hat,  einen  andern  Weg  einzu- 
schlagen, als  die  früheren  Mathematiker.  Jacobi  hatte  sich  zuerst 
die  Aufgabe  gestellt,  wie  wir  später  bei  der  Transformation  näher  er- 
örtern werden,  die  Gleichung  sn(M,Ä-)  =  sn(aM,Jl)  zu  lösen.  Erfand 
unter  den  Substitutionen  solche,  welche  X  immer  kleiner  machten,  )e 
grösser  a  wurde,  bis  er  zuletzt  durch  einen  Grenzübergang  zu  bekann- 
ten Integralen  gelangte.  Da  aber  dieser  Weg  nicht  streng  war,  weil 
sich  nicht  nachweisen  liess,  unter  welchen  Bedingungen  jener  Grenz- 
übergang gerechtfertigt  war,  so  verliess  Jacobi  denselben  und  ent- 
wickelte in  seinen  Vorlesungen  die  Functionen  auf  synthetischem  Wege. 
Abel  beschäftigte  sich  besonders  mit  der  Aufgabe,  sn (nu)  durch  snu 
darzustellen  und  die  Grenze  aufzusuchen,  gegen  welche  die  Function 
convergirt,  wenn  n  unendlich  wird.  Auch  Abel  machte  den  üeber- 
gang  von  einem  endliehen  Product  zu  einem  unendlichen,  ohne  die 
hierzu  nötigen  Bedingungen  aufeustellen.  Er  erhielt  auf  diese  Weise 
ebenfalls  eine  Darstellung  durch  unendliche  Prodncte  und  für  sn(u,A:) 

P  P 

einen  Quotienten  -•     Nun  ist  allerdings  ^  die  Grenze  des  Quotienten, 
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aber  nicht  /'  die  Grenze  des  Zählers  und  Q  die  Grenze  des  Nenners. 
Dieser  Uebelstand  machte  das  Bedürfnis  einer  strengeren  Begründung 
geltend. 

Die  neue  Bezeichnungsweise  ist  von  Weierstrass  in  der  Absicht 
gewählt,  um  fortwährend  den  Zusammenhang  aller  elliptischen  Func- 
tionen mit  der  einen,  der  Function  ou,  vor  Augen  zu  haben.  Die  ne- 
ben dem  öu  eingeführten  Functionen  a|U,  OiU^  o^u  sind  eigentlich  keine 
neuen  Functionen,  da  sie  rational  aus  jener  zusammengesetzt  sind, 

und  die  Function  pu  ist  mit  au  durch  die  Gleichung  pw  =  — — logdw 

verbunden.  Wie  wir  gesehen  haben,  unterscheidet  sich  die  Function 
ou  von  der  von  Jacob i  und  Abel   gleichzeitig  entdeckten   Theta- 

function  nur  durch  einen  Exponentialfactor  von  der  Form  e""'. 

§  24.    Zusammenstellnng  der  fOr  die  Anwendongen  wichtigsten  Reihen  und 
Prodncte  in  der  Theorie  der  elliptischen  Functionen. 

Da  mehrere  der  bisher  entwickelten  Reihen  und  Prodncte  für  die 
Anwendungen  ganz  besonders  wichtig  sind,  so  erscheint  es  zweckmässig, 
eine  Znsammenstellung  dieser  Resultate  zu  geben,  zugleich  um  bei 
den  folgenden  Entwickelungen  einfach  auf  diese  Zusammenstellung 
verweisen  zu  können.    Nach  §  11  Gl.  15) — 17)  ist: 

,v        2Kx        .       j^f/1+q^'^^y  rr    l--2^«''cos2a;+^'' 
1)    sn     -  =  sino://^  ^^^^,,  j  Jl^^^^..-—^-. 


<Xi     ,  .  «_      1..  «        OD 


"'   ""^  ^    -  C08.r/^  ^  j^^,,  j  JJ  i_2q^'-'eOB2x+9*'-' 

Q^   A   2Ax_  ly/l— g**-' Y  17-1+ gg^*^^  eo8  2x+ g«'--" 

'  X   ~         fj^  U+9*'^7  fJi  1— 2g*'^>C082x+««'-» 


nnd  nach  §  11  61.  9)  and  §  13  GL  19)  and  20): 

.  ,=r?>-n*^(ji±-£,)',/p-4(i=^y. 

Die  entsprechenden  Entwickelungen  fUr  die  Sigmafunctionen  lauten, 
wenn  man  in  §  15,  Gl.  36)  und  in  §  23,  Gl.  19)  vx  =  x  setzt: 

[_2^2»-cos2a;+^*^ 


5)  (,  f  _.__==  ^       n  — QUixil \ — 


9'n^ 


0?« 


0)         o{---)^e      -cosx^— L_ 
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7) 


<^)-/'«-Zf 


«» 


und  nach  37)  in  §  15  ist 


9) 


^^"ii-i^^4  (--") 


Wenn  jw»  3=  ^j,  j?co"  =  i^(cö+cö')  «»-=  «2,  |»a>'=  «3  ist,  so  wird  ij  = 


ö(0 


f{  =  —-j,  «"  =  — jj  und 


cw 


10) 


<K» 


<,a,  =  ?^ei'/'»'=' 


n  (l+g»0» 


11) 


Cm 


n 


^       n  (1— ff*o* 

r  =  l 

*  2g*  n  (1—«*)* 


OD 


12) 


Ans  1)  folgt,  da 


J7  (!-<?»'-»)« 


00 


2^*17  (1— ö'^O' 

r  =  l 


f     2Jra; 

sn 


sinx  ;-r=o 


r  (f      2irxl 
—  sn  — 
dx       Jt 


dx 


smx 


ist, 


«  =  o 


13) 


nnd  ans  den  Gleichnngen  4)  nnd  18)  leitet  man  leicht  die  folgendei 


14) 


Wegen  der  Gleichnngen  14)  lassen  sich  die  Gleichnngen  1),  2 
auf  folgende  Art  schreiben: 
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15) 


16) 


2Kx       2q^    . 

*         ]/k 


OD 


1 — 2^*'' COS  20;+^'* 


cn 


2Kx 


rr     1 — ay    cos  za;  -f-  y- 
f^i  1 — 2y*^*C082x+^''-^ ' 

2g^  Y  ^eosxn  ^_a^-ieo82a:+g^--^  ^ 


OD 


17)        dn^  =  l/Ä>7/i^ 


l+2q^^^eoB2x+^ 


r—2 


X         '     :r_^  1 — 2y*'^^co82a:+^'*-^ 

Ersetzt  man  die  Summen  in  den  Definitionsgleiehnngen  1)  bis  4)  des 
§  17  durch  die  Prodncte,  die  nach  §  16  GL  10)  diesen  Snmmen  gleich- 
wertig sind,  so  ist: 

&(x)=  n  (1—q^)  n  (1— 2y»^^COS2a;+y*^*), 


18) 


d-^(x)  =  2qiBinx  U  {l—q^O  II  (1— 25^^008  2a;+^''), 

r=l  r=l 

^2(x)  =  2ö'*eo8a;  U  (1— g^O  U  (l+2y^'"eo8  2x+^0, 

r=l  r=l 

^3(0:)=  Ä  (1— ^^0  n  (l+2y2'-'co82a;+y<'-*); 

r= 1  r=l 

nnd  fbr  die  Nnllwerte  des  Argumentes: 

l  HO)  —  S  (l—q^^)  n  (1— y'^'-^)^ 

19)  ^  ^2(0)  =  2\/qn  (1-^0  n  (i+q'y, 

r=l  r=l 

*5(o)  =  n  (1—q^n  n  (i+«*^>)*, 

r  =  l  ra:l 

deren  Prodact  nach  61.  26)  in  §  21  (S.  154): 

30)  *(0)*2(0)*,(0)  -  *'.(0)  =  (^  *,(«)  )^  ^  ^ , 

woraus  sich,  wenn  man  bedenkt,  dass 

n  (n-«»o(i+«"-')=  -ö  (i+«0,  n  (i—g^od— «'*•-')  =  ^  d— «0 

r=l  r=l  r=l  r=l 


*',(0)  =  23*J7(1— ^«0». 


ist,  ergiebt: 
21) 

Hierbei  ist  zu  beachten,  dass  ^',(0)  =  (— ^^  1      ,  also 


(dH{v)\       „Jd^iM]      ,     (^^1)       ^  ^  (dHix)\ 


ti;rt 

da  z  — e-'*^  =  e^«  =  e2^  ist 

Die  Gleichungen  15),  16),  17)  lassen  sich  nach  den  Gl.  18)  auch  wie  folgt 

darstellen: 


I 
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22) 


»i(x) 


2Kx 


cn 


2Kx 


X 

2Kx 


In  dem  ausgezeichneten  Werke  von  Briot  and  Bonqaet:  „Thü^rte 
des  foncitons  elltptiques" ,  Parts  187 ß,  werden  p.  118  die  drei  ellipti- 
schen Functionen  definirt  durch  die  Gleichungen: 

^^~ fk wr ^^^  V k Hzv ^^^ - v^ -m^ 

Da  die  Symbole  X^  fi,  v  noch  häufig  benutzt  werden,  so  wird  es  nicht 
ttberflttssig  sein,  dieselben  hier  zu  erwähnen. 

Ftthrt  man  die  Definitionen  der  Theta-Functionen  in  Form  unend- 
licher Reihen  ein,  so  ist: 


23) 


OD 


^{x)  =1+22:  (— 1)''^'"  cos  2rx, 


r  =  l 


^i(a:)  =  2  S  (— l)'^V-i>»8in(2r— 1)0:, 


r=  1 

OD 


^.^(a;)  =  2  S  r/^-i>'cos(2r— Da:, 

r  =  l 


24) 


^3(0:)  ^l+^S  q^^  COS  2rx. 

r  =  1 
V  =  *!>«>)-  1  +  2  2:  ff'», 


r=l 


,/r;_l/«iZl£2_:^0)_ 


r  =  l 


Die  Cons tauten  der  Thetafunctionen  sind  mit  den  Wurzeln  ^i,  ^2«  ^3 
der  Gleichung  p'w  =  0  nach  §  23,  25)  durch  folgende  Relationen  ver- 
bunden : 


§24] 


173 


25) 


kK 


/««-^3  =  ^*J(0)  =  ^' 


2a>   *  CO 


and  hierans  folgt,  da  ei+«2+«3  =  0  ist, 
Nach  §  12  61.  19),  20)  and  21)  ist: 


2r— 1 


2Kx 


3t 

2Kx    ./- 


3 


C082ra!:. 


Wegen  der  Gleichnngen   13)  and   14)  lassen   sich   die   vorstehenden 
Gleiehnngen  einfacher  schreiben: 


27) 


28) 
29) 


2r— 1  ' 

ikK     2Kx       ,^^    q  ''         •   ,o       .^ 


2A:ir     2irx 
cn = 

2K  ^    2J^x 

Jt 


2r~l 
2 


^  =  *2l-H^>''"«^2r-l);r, 
dn  — =1+42^*' 


COS  2rx. 


üt        jt  ^^  iH-^^*" 

Ans  den  Gleichungen  15),  16)  und  17)  erhält  man  unter  Berück- 
sichtignng  der  Gleichungen  22),  24)  und  26)  des  §  11: 

o/^^       ,  2Kx      ,     /2gisina:\  ,  ^^^-,  1     q"" 

30)      logsn  —  =  log(^-^-^ 


X 

2Kx 


31)  logen  ^  =  log(2^i  y-  .  C08a:)+22  J  T+^)^  ^^^  ^'''^^ 

32)  logdn  ?^  =  log  l/*' +42  2;.i.i  x^^s=:if  C08(4r-2)x. 
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Aas  den  vorstehenden  Gleichungen  ergeben  sieh  unmittelbar  die 
folgenden : 

2ICx\ 


33) 


sn 


log 


smx 
2Kx 


«  =  o 


,     2K      ,     2^*   ,  „  V'  1     Q^ 


sn 


log 


n 


eosx 


__,>.^?f  -  .o<Ml/?)«Si 


J-qY 
1 +(—«)' 


In  der  Gleichung  30)  nehme  man  x^-,  in  den  Gleiehangen  31) 


und  82)  x  =  0,  dann  folgt: 


34) 


(-1)' 


log(2.Vf)+22^ 


logl/A'+4V 


1+?' 


r  =  0, 

q' 


2r— 1 

=  0. 


=  0, 


Mittelst  der  Gleichungen  13)  und  14)  erhält  man  aus  §  13: 


,2r— 1 


85)      (?M)^„^  =  82-^^.^-8  V^ 


C062ra;, 


^^.       /2k KV     ^Kx      ^^7,      q^^-^       .  ^^%r^    rq"- 


37) 


2Kx 


\JtJ  Jt 


1+82 


»2r 


(i+?ö'»+^Sw"^''''''^- 


Die  Gleichungen  18)  geben: 

log/.(x)--2^j5,-.-2S7 

log*,(:r)-=-2^j^ 


38) 


^4 


jj:eo8  2ra5, 
C082rx, 


1— ff*- 


log  *!(«)  =  log  (2gl  sin  «)— 2  7  r.i::^?~^S  r  1-=^  ^^  ^'''*' 
log*,(x)=log(2ff*coex)-27 i-lV    g2^~^ 


Die  Gleichungen  35)  bia  88)  sind  für  die  Erforschung  der  ellipti- 
schen Integrale  von  der  grOssten  Bedeutung ;  mit  ihrer  Httlfe  gelang  es 
zuerst  Jacobi,  die  wahre  Natur  dieser  Transcendenten  zu  enthttllen. 

Jaeobi  leitet  zunächst  in  §  41  der  Fund,  ans  der  Formel: 

'ikK    2JKc  _  4t/g  sina;     4l/g»sin3a;      4|/VBin5g 
n         0€  1 — q  1 — q^  1 — ö' 

die  Formeln  fttr  die  Quadrate: 
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(^  j  «"V =^»i  1=^-+ t;p-+ ^W~+ -1' 


wo 


!(!-<?)*  ■  (1-«»)'  ■  (1— fl*)' 
ist,  her;  alsdaim  in  §  42  die  Formeln  fttr  die  reeiproken  Werte: 

J2Kx'        J^Kx 
and  endlich  die  entsprechenden  Entwiokelongeii  fttr  die  dritte  Function : 


(^7 


f2K^^^2Kx^ 

X 

Alsdann  folgen  ia  §  4d— 46  allgemeine  Formeln  fttr  die  Entwiekelnng 

2Kx  1 

der  Functionen  sn" und  — — ^-  in  Reihen,  welche  nach  dem  Sinus 

X  ^2Kx 

sn" 

X 

oder  Cosinus  der  VieKaohen  des  x  foitsehieüen. 

Ans  den  obigen  Oleieliungen  hst  Jaeobi  (Fimd.  §  jp,  Ges. 
Werke  I,  ij6  u. /.J  durch  Differentiation  eine  grosse  Menge  neuer 
Entwickelungen  hergeleitet,  von  dmien  nur  die  wesentlichsten  hier  an- 
gemerkt werden  mögen.    Die  Gleichungen  30),  31)  und  32)  geben: 

2KXj.  2Kx 

cn dn 

o^x  dy        2Kx      2K  X  X        cosa;     A-^ry    f       .    « 

39)  3-logsn =  —  • —=z = 4  >,T^— r  sin  2rx. 

'         dx    ^      X         X  2Kx  sma;       4Wl+ä^ 

sn 

X 

sn dn 

.ri\  ^1         2JKr       2K         X  X       smx  .  .w-^       q""        .  ^, 

40)  -  flogen—  = ^^^_=-_4-42iq:p^.8m2rx. 

cn 

X 

,j.2£x     2Kx 

...  d.      .    2Kx       2K  X  X        .'«ri    q^^^     .  ,^      ^. 

41)  --logdn-^-  =  -^ -^ 82iZ:^i^flin(4r-2)x. 
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Vertauscht  man  in  den  Gleichungen  27),  28),  29),  39)  und  40)  x 
mit  - — X  (die  Gleichung  41)  bleibt  dadurch  unverändert),  so  ftthren 
dieselben  auf  folgende  Gleichungen : 

^KX  2r-l 

^2)      '-f  •'^=       42(-l)-jl^;reos(2r-l)., 


dn 


sn 


2Kx 


2r— 1 


^^      -T-T^.-       42(-l)-,--V^-;^sin(2r-l)., 


2kk'K    _x    _        ,^,     ,,,_,    q  * 
dn 


dn 


Ä'^sn 


45^       ffL ^^ =  »iu>^      iV^~^^      ^   Hin  2r:r 

cn dn ^ 


2^x 

^^^       jr          2JKr ,  2Äa:      sin  o:^^^  l+(— ^)'- 
sn an 

Die  Gleichungen  45)  und  46)  ergeben  sich  auch  durch  Addition 
aus  den  Gleichungen  39),  40)  und  41).  Mit  Rttcksicht  auf  die  Glei- 
chung 13)  ist  nach  den  Entwiokelungen  des  §  12  (Seite  81) 

47)  —  •  -4l^  =  -^  +4y! ::   "'oT-,  sin (2r-l)  x, 

sn  — 

X 

Wird  hierin  x  mit- — x  vertauscht,  so  folgt: 

A    ^ 

48)  -  —7^  =  -  —+^y\  (-l)*--'  T-^F-r  C0S(2r-l)a-. 

^         n         2Kx        cos  X        Jhd  1 — flr*'--! 

cn 

X 

2K 
Vertauscht  man  q  mit  — g,  so  geht  nach  13)  und  14)  —  ttber  in 

X 

— .    Vertauscht  man  in  der  Gleichung  47)  gleichzeitig  q  mit  — ^ 

X 

X 

und  X  mit  - — ar,  so  folgt: 
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en —  ^ 

n 

Hierin    . — x  statt  x  gesetzt: 

,    ^IKx 
an 


sn 


«•)     "^fs-a^-^Siii«™«*-«- 


Es  ist        —  =  dnM.    Setzt  man  w=      -,  so  folgt  nach  29): 

.      2Kx 
Jam  — 

und  diese  Gleichung  zwischen  den  Grenzen  0  und  x  integrirt  giebt 

2Kx  _     ,  ^^^^  1  ^ 

Es  ist  ferner: 


51)  am    — =a;H-2>  -  — 7-i-sin2rar. 


^  ,  2ÄX  ,  ^Kx 
.  ,  l+sn —  «r,dn  — 
1^, Jt    —  ?^  ^ 

2  rfa;  ^^,         2Kx  ~  'H  ~~iKx 
1 — sn cn  — 

,  ,  ,      2Ji^x                    2&X 
^    .       I+Arsn «rr,  cn 

1  d_.  X     _2Kk X 

2  dx  ^^'  "  "     2Kx  ~  ~ir  ,    2kx 

1 — ^Arsn —  dn 

X  X 


Substituirt  man  hierin  rechts  aus  42)  und  48)  die  entsprechenden 
Reihenentwickelungen  und  integrirt  nach  x  zwischen  den  Grenzen  0 
und  0-,  so  folgt: 


1+sn 


1 — sn — 

X 
Enneper,  ellipt.  Functionen.    S.  Aufl.  |2 
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2ICX  2r— 1 


l+*8n 


r-l        /,     2 


53)       ilog -%-  =  4y;^,^^^    r - «i^i 8in(2r— l)x 

1 — knn 


^-^      cos(2r-l)(^a:) 


q  ' 


—  4V-^ 

^  1— ^»^^  2r— 1 

Die  beiden  rechts  stehenden  Sommen  lassen  sich  als  Logarithm« 

darstellen  mittelst  der  Gleichung: 

l+2pcos(^a:)+p^  .  .  «     .       .    • 

,  \2      /  ^  _ ,     1+ 2p sin a:+P^ 

.     o         f^      ^^     ~*^^1— 2psinz+p« 

1 — 2p  cos  ( -r — X  I  +p?  '^  ^ 


=  4^J^r-l 


COS  (2r 


-«(H 


2r— 1 

Man  setze  zuerst  p-»  9,  q\  9^  .  .,  wodurch  sich  die  Summe  auf  der 
rechten  Seite  der  Gleichung  52)  ergiebt  Für p  =  g4,  qi^  qi...  ergiebt 
sich  die  rechte  Seite  der  Gleichung  53).  Geht  man  von  den  Loga- 
rithmen zu  den  Zahlen  über,  so  geben  die  Gleichungen  52)  und  53): 

7"!      2äS 
1+sn 


p  .V       / ^  ^_  I  /l+sino:  rj- 1 + 2g*'sin  x+q^ 

^  ^  \  /    .         2Kx^y  1— sina;"  1— 2^''sina:+^**' 


1 — sn  *  * 


l+^sn^—  ?^ 

Pt\       /  ^  ^^#1+2^  *  sinar+fl'^''-^ 

^^^/  — 2^^/y — iFi — ^ — 

Für  a:  =  -  giebt  die  Gleichung  55) : 

2r— 1 

i^*  -  //(i±^)'- 

Es  lassen  sich  noch  analoge  Gleichungen  wie  die  Gleichungen 
53)  und  55)  aufstellen,  was  der  Kürze  halber  übergangen  werden  möge. 

Die  in  den  Gleichungen  22)  vorkommenden  Constanten  lassen  sich 
noch  auf  folgende  Art  darstellen:  In  der  Gleichung  29)  nehme  man 

o;  «=  0,  in  47)  ^  =  ^,  dann  folgt: 

2^"      ^  ,  .w:^    g**         ,  ,  .x:^.    ,.^1    (f^^ 


56)      ^\iff)  =  ^  «  1  +42  -^r  =  1  +42(-l)^' 


+q^r  '    ^^^      '       \—q 


«r— 1 
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In  27)  x  =  ^  und  in  28)  x  =  0  gesetzt,  ftthrt  auf: 

«r— 1  2r— 1 

57)       *|(0)  =  ?f=42:(-l)-^i^.=42:4:^. 
Nimmt  man  in  den  Oleichnngen  44)  und  49)  x  =  0,  so  folgt: 

Die  Oleichnng  46)  nach  x  differentiirt,  darauf  a:  =  -  gesetzt,  giebt: 

Analog  giebt  die  Gleichung  45)  nach  x  differentiirt  und  darauf  x  =  0 
gesetzt : 

Zieht  man  diese  Gleichung  von  der  Gleichung  59)  ab,  so  folgt: 

Die  rechten  Seiten  der  Gleichungen  59),  60)  und  61)  lassen  sich 
noch  auf  folgende  Art  darstellen.  Die  Summe  der  Gleichungen  35) 
und  36)  giebt: 

Man  addire  die  Gleichungen  35)  und  87)  und  setze  darauf  x  =  0. 
Es  folgt  dann: 

Von  dieser  Gleichung  die  Gleichung  62)  snbtrahirt,  giebt: 

In  Folge  der  Gleichungen    14)  geht  kK  durch  Vertauschung  von 

{j  mit  \/g  über  in  2  l/^/f,  analog  folgt  \/k'K  aus  Ar'A'  durch  Vertauschung 
von  g  mit  ^^.  Wendet  man  dieses  auf  die  Gleichungen  57),  58),  60) 
bis  64)  an,  so  erhält  man: 


Sr— 1  ir—l_ 

2f—i 


12 


i 
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tr— I 

In  der  letzten  der  vorstehenden  Gleichungen  vertanBche  man  q  i 
— q.  In  Folge  der  Gleichungen  14)  geht  dann  klC^  ttber  in  tA:A^ 
Man  erhält  so: 


-  42  (-i)-^^';~ii.  =  42  (-1)^^  ^ 


Es  lassen  sich  auch  höhere  Potenzen  von  — ,  multiplicirt  mit  Fui 

tionen  von  k  und  Ar',  durch  q  ausdrücken.    Differentiirt  man  z.  B.  ( 
Gleichung  28)  zwei  Mal  nach  x  und  setzt  darauf  a;==0,  so  ergi( 

sich  eine  einfache  Reihe  für  ki  —  j  .    Dasselbe  Verfahren   auf  i 

Gleichung  36)  angewandt  giebt  k^i — j  .    Man  kann  mittelst  Diffen 

tiation  der  im  vorstehenden  §  gegebenen  Entwickelungen  Gleichung 
von  der  bemerkten  Art  leicht  herstellen  und  aus  denselben  durch  V 

tauschung  von  q  mit  \/q,  q^  und  — q  neue  Resultate  herleiten, 
dieselben  keine  grosse  Bedeutung  zu  haben  scheinen,  so  sollen 
hier  nicht  weiter  ausgeführt  werden. 

Durch  Vergleichung  der  Darstellungen  von  d'x{x)  in  Gl.  18)  a 
23)  erhält  man  merkwürdige  analytische  Formeln,  die  auch  für  i 
Zahlentheorie  interessant  sind.    Dividirt  man  nämlich  die  Produet-  ü 

die  Summenform  durch  2^^,  so  erhält  man: 

65)      sin  a:  (1—^2)  (i_2^2  cos  2a:+^*)  (1— g*)  (1—2^*  cos  2x+q^) . . 
=  8ina:--^2gin3;i;^^6gin5;j;__^iigiu7^^^i0giii9^__^30giniij-^^42giijj[3;j._ 

und  wenn  man  hier  a:  =  -  setzt  und  durch  4"  1^3  hebt, 

3 

(l—^«)(l—gl2)  (1—^18)  .  .  .  =  l_^«_^12+^80+^42«.^72_  .  .  . 

Setzen  wir  q^  =  z^  so  erhalten  wir 

66)      (1— 2)(1— 22)(1— 23)(1_24)...==  l_;l_^2+^6+^7_^li_., 

8m2±M 

d.  h.  eine  Reihe,  deren  allgemeines  Glied  (—1)^2    ^      ist,  oder: 

r  =  1  m  =  — OD 

Diese  Darstellung  eines  unendlichen  Productes  durch  eine  Potenzrei 
deren  Exponenten  eine  arithmetische  Progression  zweiter  Ordnung  l 
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■  den,  liat  zaerst  Eni  er  durch  Indaction  gefunden  (Introductio  in  anor 
I      fysin  infin.  §  323)  and  später  in  den  Schriften  der  Petersburger  Aka- 
f      demie  sehr  scharfsinnig  bewiesen.     Aus  den  Theta  -  Entwickelungen 
\       leitete  de  Jacobi  her  (Fund.  §  66,    GL  6;   Ges.    Werke  I,  2sy). 
c       Daselbst  findet  sich  fttr  den  Cubus  des  obigen  Productes  eine  ähn- 
liehe Reihe,  in  der  die  Exponenten  gleichfalls  eine  arithmetische  Pro- 
gremon    zweiter  Ordnung  bilden.     Dividirt  man  nämlich  die  obige 
Gleiehong  65)  durch  sino;  und  setzt  dann  a;  =  0,  so  erhält  man 

{ (1— ä'^Xl— Ö'^Xl— ^«)...  P  =  1— 3^^+6g«— 7^J2+9g2o_ . . . 
oder,  fttr  q'^  wieder  z  gesetzt, 

68)      j  (1— z)(l— z»)(l— z3)...  j3  =  i_3z+523_7^6+9^io_... 
oder 

OD  »^^  wa-f-a 

69)        77(1—^'")^  =  2<— ^)''(2^+^)^ '  • 

r=l  n=0 

^^i'Sleicht  man   nun  beide  Summen  miteinander,  so  erhält  man  das 
«merkwürdige  Resultat: 

ms— 00  J        n=0 

später  hat  Jacobi  diese  Formel  unabhängig  von   der  Theorie  der 
^^ptischen  Functionen  auf  elementarem  Wege  bewiesen  (CrelleJ.  XXI, 

'3S2j. 

Auf  die  Wichtigkeit  der  von  Jacobi  gefundenen  Werte  fttr  yk 
^d  \/l?  (GL  4,  S.  169),  nämlich: 

^=  ^'  ^*  (lT^ä+^"^)Ti  T^^r.T. ' 
^^    (i+^Xi+^')(i+^^)... 

für  zahlentheoretische  und  algebraische  Untersuchungen  hat  zuerst 
Her  mite  aufmerksam  gemacht  („Sur  la  risolution  de  l'dqtmtion  du 

cinquieme  degrd",  Paris  18^9)  und  fttr  \/k  und  l//r'  als  eindeutige 
Fonetionen  des  in  9  =  e^^  auftretenden  Moduls  cö,  die  Bezeichnungen 
ifidS)  und  ^cö)  eingeftthrt  Diese  Hermite'schen  gp-Functionen  sind 
in  der  Transformation  der  elliptischen  Functionen  von  grosser  Be- 
deutung. 
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Siebenter  Abschnitt. 


g  25.    Das  Additionstheorem  der  elllptisohen  Fnnetioneii  and  Integrale 

erster  Gattung. 

Die  GleichuDgen  17)  von  §  21  gestatten  die  elliptischen  Functionen 
mit  zusammengesetzten  Argumenten  durch  die  Functionen  der  einzelnen 
Argumente  auszudrücken,  lieber  die  Gleichungen  13),  14)  und  15) 
daselbst  vergleiche  man  Richelot  „Ueber  eine  merkwürdige  Formel  in 
der  Theorie  der  elliptischen  Transcendenten,  und  eine  Ableitung  des 
Fundamentaltheorems**  in  Grelle  J.  L,  41 — ^5/.  Bringt  man  die  Glei- 
chungen 6)  von  §  22  zur  Anwendung,  so  geben  die  Gleichungen  16) 
in  §  21: 


2Kx 

w  —  am 1 

Jt 

V 

=  am 

Jt 

ö 

2Kix+y) 
am  —  V-^-^' 

X 

Man  setze  einfacher 

• 
• 

( 

t 

=  tt, 

2Ky 

X 

=  v, 

also: 

1)  ^  =  B,mu,  ^  =  amt;,  (J  =  am(w+«;). 

Die  Gleichungen  17)  von  §  21  nehmen  dann  folgende  Formen  an: 

snttcnt;dnt;+snt;cnudnu 


2) 


sn(w+t;) 


1— A:2  sn^  sn^ 


,    .    ^      cnucnt; — snusnt;dnudnt; 
cn  (M+f)  = L — 70 — ^ 0: ' 

,    ,    .    ^      duMdnt; — Ar^snusurcnttcnt; 
dn(M+t;)  = 


1— Ar^sn^Msn^i; 

Die  Gleichungen  2)  bilden  die  Additionsgleichungen  der  ellipti- 
schen Functionen;  mit  ihrer  Hülfe  lassen  sich  Functionen  der  Summe 
zweier  Argumente  ausdrücken  durch  die  Functionen  der  einzelnen  Ar- 
gumente, mithin  auch  Functionen  mit  complexen  Argumenten  —  wenn 
vi  statt  V  gesetzt  wird  —  durch  Functionen  mit  reellen  Argumenten. 
Die  Functionen  snu,  cnt/,  dnu  besitzen  also  ein  algebraisches  Ad- 
ditionstheorem (s.  S.  10).  Diese  Additionstheoreme  lassen  sich, 
unter  Benutzung  der  Gleichungen  15)  §  6 

sn'u  =  cnudnu,   cn'u«' — snudnti,   dn'w  =  — khnuenu 
folgendermassen  schreiben : 
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snu8ii't;+snt;Bii'u 


8n(M+t;)  = 


1 — lO'  sn^w  sn^ 


,    .    .  cnucnt; — en'ttcnV 

du  u  dn  t;  — r^dn'tt  dn't; 
dn(M+«;)  =  — 


^(1— dn^)(l— dn^) 


Ar2 

Daraus  sehen  wir,  dass  jede  der  Functionen  8n(M+t;),  cn(w+t;),  dn(tt+t;) 
sieh  rational  ausdrücken  lässt  durch  dieselbe  Function  fllr  die  Argu- 
mente u  und  V  und  durch  die  ersten  Ableitungen  derselben  Function 
nach  u  und  v.  Nun  wird  in  der  Theorie  der  analytischen  Functionen 
bewiesen,  dass,  wenn  eine  analytische  Function  9)(u)  die  Eigenschaft 
besitzt,  dass  q>(^•\'V)  rational  ausdrtickbar  ist  durch  9)(u),  90(1;),  9)'(^), 
^\v\  diese  Function  eine  eindeutige  Function  ihres  unbeschränkt 
veränderlichen  Argumentes  ist,  welche  für  alle  endlichen  Werte  der- 
selben den  Charakter  einer  ganzen  oder  gebrochenen  rationalen  Func- 
tion hat  Die  Functionen  snu,  cnu,  dnu  sind  also  eindeutige 
doppeltperiodische  Functionen,  welche  fttr  alle  endlichen 
Werte  des  Argumentes  den  Charakter  rationaler  Func- 
tionen besitzen.  (Vgl.  §  9). 

Gehen  wir  nun  über  zu  den  Integralen,  so  ist  nach  den  Gleichungen  1) 


also 


oder 


/^  dq!  P"^  dw'  P^  dw' 

«/o  •'O 


3)  F(%k)+F{tp,k)  =  F(ö,k). 

Die  Gleichung  3)  enthält  das  Additionstheorem  der  elliptischen 
Integrale  erster  Gattung,  darin  bestehend,  dass  die  Summe  zweier 
elliptischen  Integrale  erster  Gattung  mit  demselben  Modul  /:,  sich  durch 
ein  Integral,  ebenfalls  mit  dem  Modul  k,  derart  ausdrücken  lässt,  dass 
zwischen  den  oberen  Grenzen  der  drei  Integrale  eine  algebraische 
Relation  stattfindet. 

Statt  der  Gleichungen  17)  des  §  21  (S.  151),  welche  diese  al- 
gebraische Relation  geben,  kann  man  sich  zur  Berechnung  der  oberen 
Grenze  0  aus  den  beiden  anderen  q>  und  tp  einer  einfacheren  Formel 
bedienen.  Um  diese  zu  erhalten,  multiplicire  man  in  der  zweiten 
Gleichung  17): 


eosyeosy — ginysinyjy^ 

1 — Ar*  sin^  sin*y 
m  SäUer  und  Nenner  des  Braches  mit  (sin^^) — sin^);  alsdann  VS»m 
^tcä  ier  Nenner  zerlegen  in 

v*uiT  ^^V^  ^V'+si^i  V' <5089)  Jg))  (sing)  cos  V?  ^V— sin  v^cosgp  J9)) 
Ulli  Man  erhält  leicht: 

_  siny  cosy  Jy — siny  cosy  Jy 
sing)  eoB^  /ttp—sin^  aosg)  Ag> 
Vwl^  man  hieranf  die  Formel 

^2       1/  1+cosö 
4111^  80  ergiebt  sich  9 

.    ö Bmg)Atp+Bm^Ag> 

2  cosg)+cosi>> 

I^Hf^e  elegante  Formel  ist  von  Schellbach  fDü  Lehre  van  den 
optischen  Integralen  und  den  Thetafundionen,  S.  lojj  ans  den 
Gmndformeln  der  Thetafnnctionen  hergeleitet 

Setzt  man  in  der  Gleichung  3)  sin  ip'  =  t  und  weiter  siay  <»  o:, 
^n^aay,  sin(]f  =  z,  so  erhält  man: 

1/(1— /«)(i— ^2/2)  y  j/(iiz^-2)^xiii2^)  y  1/(1— ^«)(i— Av«)' 

and  die  Gleichungen  2)  nehmen  folgende  Formen  an: 

X  l/l— y2  )/^IIj^i^y  1/1— a;t  \/\—Kh^ 
^  ^  l—k^x'hf^ 

5)     ^     \/l-z^  -  i-ki^2 ' 

./1     ^2-2  _  l/i— ^^^  t/l^^y^— ^^a:y  i/l— a?2  ^/i— y* 

Dio  Gleichungen  4)  und  5)  in  etwas  veränderter  Schreibweise  hat 
zuerst  Euler  gefunden.  Legendre  (Fonct  elL  I,  2)  bemerkt  zu 
der  im  vorigen  Jahrhundert  einzig  dastehenden  Entdeckung  von  Euler: 
,  Euler,  par  une  combinaison  qu'on  peut  regarder  comme  fort  heureuse, 
quoique  ces  hazards  n'arrivent  qu'ä  ceux  qui  savent  les  faire  nattre, 
trouva  rint^grale  alg^brique  complöte  d'une  öquation  difförentielle  com- 
posöe  de  deux  termes  söparäs,  mais  semblables,  dont  chacun  n'est 
intigrable  que  par  des  arcs  de  sections  coniques.  Cette  däcouverte 
importante  donna  lieu  ä  son  auteur  de  comparer  d'une  maniöre  plus 
gAnirale  qu'on  ne  l'avait  fait  avant  lui,  non  seulement  les  arcs  d'une 
P0me  ellipse,  d'une  mSme  hyperbole,  on  d'une  mSme  lemniscate,  mais 
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en  g^n^ral  toutes  les  transcendantes  contennes  dans  la  formule  J—^- 

on  P  est  nne  fonction   rationelle  de  a;,   et  ^  la  racine  qnarröe  d'un 
polynom  en  x  du  quatriöme  degr^.^ 

Die  ersten  Untersnehangen  Enler's  sind  enthalten  in:  „Novt 
Comnientarn  Ac,  Sc.  Pctrop,  i';6i,  VI,  jyj,  wo  sich  folgende  Ab- 
handlang befindet:  Enler:  „De  integrattone  aequationts  differentialis : 

mdx    ndy     % 

l/l— a;*  ""  l/l— y*' 

In  dem  Vorbericht  (Summarium  DissertahanumJ  p.  8 — 9  wird 
bemerkt:  .Neqne  vero  talis  admiranda  integratio  in  ipsa  tantam  aeqna- 
tione  differentiali  locam  habet:  sed  simiU  omni  modo  Gel.  Anctor 
ostendit  hanc  aeqnationem  differentialem  mnlto  latins  patentem: 

mdx  ndu 

\/J+2Bx^  +  Cx*  ~  ]/J+2By^+Cy^ 
per  aeqnationem  algebraicam  complete  integrari  posse,  si  modo  nnmeri 
m  et  n  sint  rationales,  quin  etiam  eandem  integrandi  methodnm  ad 
hanc  aeqnationem  mnlto  generaliorem  extendit: 

mdx  ndy  % 

\/a+2Bx+Cx^+2Dx^+£x^      \/A+2ßy+Cy^+2Dy^+Ey^ 

Am  Schlnss  wird  bemerkt:  ,nnde  patet  hanc  dissertationem  mnlto 

plures   investigationes   continere,   quam   titalas   qnidem  prae  se  ferre 

yidetor.''    Die  Integrationsmethode  für: 

dx dy 

\/A+2Bx+Cx^+2Dx^+Ex^  ~  \/A+2By  +  Cy^  +  2Dy^+Ey^ 

findet  sich  anf  pag.  50  nnd  etwas  erweitert  p.  54  and  55.    Als  Fort- 

setznng    dieser   Abhandlang  enthalten  die  Nävi  Cammentarü  lyöi, 

VII,  j:  Enler:  „Spectmen  alterum  methodt  novae  quantttates  traft" 

scendentes  tnter  se  contparandi  de  comparatione  arcuum  Ellipsis" 

Die  wesentlichsten  Untersnehangen  dieser  Art  finden  sich  ver- 
einigt in:  Enler:  „Instttutiones  Calc.  Int,  Vol.  I."  Sectio  secunda, 
Caput  VI,  wo  namentlich  Problema  81  zu  vergleichen  ist  Der  von 
Euler  eingeschlagene  Weg  ist  im  Wesentlichen  folgender.  Zwischen 
X  und  y  bestehe  die  Gleichung: 

6)  (aa:2+2a'a;+a")  y2+2(te2+ft'a:+y')y+ca:2+2c'a;+c" 

=  Zy2^-2ilfy+^  =  0, 
oder: 

7)  (ay2+2^y+c)a:2+2(ay+2ftV+c>+aV+2yV+c'' 

=  />a:2+2(>a:+Ä  =  0. 
Difi'erentiirt  man  eine  der  Gleichungen  6)  oder  7),  so  folgt: 


I 


8)  (Px+t»Är+(Zy+J«Ody  =  0. 
Es  ist  fenier  aas  6)  und  7): 

(Px+Qy  =  Qi—PR,  (li/+M)^  —  Mi— LH. 
Nimmt  man: 

9)  Px+0==\/Q^^PR,  Ltj+M=\/Mi—LJV, 
80  wird  die  Gleichnng  8): 

dx  \/^^R+^  ]/j(l^—LA  =  0 
oder: 

\lM^—Lh    \jg^—PR 

Substitnirt  man   für  Z,  M,  If,  P,  Q,  R  ihre  Werte  ans  6)  and  T 
BO  wird  die  vorstehende  Differentialgleichung: 

10) 


+  ,  K 0. 

l/(aV' + 2*'y + c*)*— {ay* + 2fty + c)  (a'V + 2ft'V +c'0 
Sollen  die  Polynome  nnter  den  Waizelzeichen  respective  dieaelbeo 
Fanctioneo  von  x  und  y  sein,  so  ergeben  sieh  folgende.  Bedingnngen: 
b^ — ac  —■  a'ä — Od", 
%W — a<! — de  ^  2a'ft' — oh" — a"6, 

W  =  (£c\ 
2*'*"— a'e"— «"c*  —  2ftY— ftc"— fc"c, 
j"i — (["c"  ^  ,Ji — cd'. 
Snbstitairt  man  die  Werte  von  c  nad  d  ans  der  ersten  und  dritten 
in  die  sweite  Gleichnng,  so  folgt  a'  =  b.    Die  erste  nnd  dritte  Qlei- 
ohnng  geben  dann  a"  =  c  und  b"  =  c'.    Hierdurch  werden  die  braden 
Übrigen  Gleichmigen  identisch.    Ftlr  ci=b,  if^c  und  6"  =  c*  wird  die 
Gleichnng  6): 

11)    arV+2*xy(a;+j/)+c(j;*+y*)+4ft'xy+2c'{a;+y)+<:"  =  0. 
Die  Gleichung  10)  nimmt  die  Form  an: 

12)  ^  ~^  I    .  ^^   -  =0 

\/ä-\-%Bx+Cx^+2Dx^+Ex^     l/^+3*tf+Cy'+2/)tf»+i:y* 

A  —  d^—cc",        B  =  2A'c' — ic" — cc' 

C  —  4*"*— «"— c*— 26c', 

^  —  246*— ac'-^C         Ä  =  6»— oc. 
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Setzt  man  in  9)  für  />,  ft  Ä,  Z,  M^  N  ihre  Werte  ans  6)  und  7),  femer 
a!  =  b,  a"  =  c,  b"  =  c\  Q'^—PR  =  ¥,  M^—LN=X,  so  nehmen  die 
Gleichongen  9)  die  Formen  an: 


Hieraas  folgt: 


1^^^-i^ 


Man  bilde  das  Quadrat  dieser  Gleichung  und  setze  rechts  nach  11): 

ferner  fttr  D  und  E  ihre  Werte  aus  14),  es  folgt  so: 

15)      ^k^zV?y=  £(a:+y)2+2/>(a:+y)+(2&'— c)«— oc". 

Sind  A^  B^  C^  D  und  E  gegeben,  so  bleibt  in  Folge  der  Gleichungen 
14)  eine  der  sechs  Quantitäten  o,  fr,  c,  b\  d  und  d'  willkürlich.  Ist 
die  Differentialgleichung  12)  oder  13)  gegeben,  so  findet  zwischen  x 
und  j/  die  endliche  Relation  15)  statt,  in  welcher  der  Ausdruck  {%V — c)^ — ad* 
eine  beliebige  Gonstante  enthält,  also  selbst  als  die  willkürliche  Gon- 
siante  angesehen  werden  kann,  welche  die  Integration  der  bemerkten 
Differentialgleichung  involvirt 

Will  man  die  in  den  Gleichungen  4)  und  5)  enthaltenen  Resultate 
ableiten,  so  kann  man  auf  folgende  Art  verfahren.    Man  setze  in  12): 

A=\,  B  =  0,  (7=— (1+A:2),  Z>  =  0,  E  =  k\ 
Die  Gleichungen  14)  gehen  hierdurch  über  in: 


(    c'^cc"=l,    (2V—c)d—bd'  =  0, 
}    ^V^ad'- 


16)  )    4^2— ac"—c2—2&c' =  —(1+^2), 

I    {2b—c)b—ad  =  0,    b^—ac^k^ 

Um  weitläufiger  Rechnungen  überhoben  zu  sein,  genügt  es,  zu  be- 
merken, dass  Ä  und  V  nur  gerade  Potenzen  von  x  und  y  enthalten, 
die  Differentialgleichung  12)  also  durch  gleichzeitige  Vertauschung  von 
o:,  y  mit  — x,  — y  unverändert  bleibt  Da  dieses  auch  mit  der  Glei- 
chung 11)  der  Fall  sein  muss,  so  erhält  man  unmittelbar  6  —  0  und 
d  =  0.  Die  Gleichungen  16)  reduciren  sich  hierdurch  auf: 
—cd'  =  1,  4J>'^—ad'—c'^+l+k^  =  0,  —ac  =  k^ 
oder: 

17^  ."  1   n         *'   AV2      (l-c^)(Ar^-c^) 

17)  c  =— ,  ö  =  --,  4&2= -^ 

Die  Gleichung  11)  giebt  für  ft  =  0,  c'  =  0: 

d'+axh^^+c(x^+y^)  =  —4b'xy, 
oder  quadrirt  mit  Rücksicht  auf  17): 


f 
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Diese  Gleichung  nach  -^  geordnet  giebt: 


[1  +k^xiy^—c\x'^+y^Y  =  4  [ä»-(1  +k^c^+c*]xhj\ 

1 

c' 

(1-k^x^y^)-^     ,(l+/c^x'y')(xi+y»)-2(l+*')a;V  .  ,„, ..^      ^ 

^4 2 ^j +{x^—y')^  =  0, 

und  hieraus  folgt: 

(i k^x^v^)^ 

.^'  =  x\l—y^){l—kh)^+ym—x'>){X—k'ix'>) 

+2a:y  ]/{X—x^(l—k^x^  l/(l-y«)(l— A:V), 
oder:  

Es  bedeutet  in  der  vorstehenden  Gleichung  c  eine  beliebige  Con- 
stante.    Integrirt  man  die  Oleichung  13)  und  zwar  von  a;  =  0  an,  so 

giebt  die  Gleichung  18)  für  a:  =  0,  j/  =  -,  wodurch  die  untere  Grenze 

c 

des  Integrals  in  Beziehung  auf  y  bestimmt  ist    Die  Ausführung  der 

Integration  giebt: 

J  1/(1-/2)  (l_^      J  l/(i_^2)(l_^272) 

c 

Die  Gleichungen  18)  und  19)  sind  mit  den  Gleichungen  4)  und  5) 
identisch,  wenn  -  =  z  und: 

gesetzt  wird. 

Die  von  Euler  angewandte  Methode  zur  Integration  der  Diffe- 
rentialgleichung 10)  ist  ungemein  einfach;  wegen  der  notwendigen 
Auflösung  einer  quadratischen  Gleichung  ist  dieselbe  nicht  zu  einer 
Verallgemeinerung  geeignet,  wie  ein  anderes  Verfahren,  welches  von 
Lag  ränge  herrührt  Unter  dem  Titel:  „Düudäalwnes  super  methodo 
eleganttssima ,  qua  iUustris  de  la   Grange  usus  est,  in  tntegranda 

aequatüme  -;=-  =  — -ß^**  hat  Euler  die  Arbeit  von  Lagrange  weit- 

^  \/X         \/Y  ^ 

läufiger  behandelt  in  den  Acta  Acad,  Imp.  Sc.  pro  Anno  lyyS  T.  IL 
P,  I  p.  2o — $y,  oder  auch  Institut.  Calc,  Integr.  IV,  46^ — ^24,  (Supplc- 
mentum  VIII  ad  Tom.  I,  Sect.  II  Cap.  VI).  Charakteristisch  für 
Euler  ist  die  grosse  Bewunderung,  welche  derselbe  der  Arbeit  von 
Lagrange  zollt,  wie  dieselbe  sich  in  den  Worten  zu  Anfang  vor  §  2 
kund  giebt  „Istudautemegregiuminventum  eo  magis  sum  admiratus  etc." 
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Die  Abhandlang  von  Lagrange:  ,JSur  VinUgrcUtan  de  quelques 
^quattons  dtff^rentieües  etcJ*  ist  enthalten  in  MisceU,  Taurin,  IV, 
auch  unter  dem  Titel:  Milanges  de  Philos,  et  de  Math,  de  la  Soc, 
R.  de  Turin,  p.  L  a.  ij66 — 1769,  p.  p8 — i2j.  Bepublicirt  findet  man 
dieselbe  in:  „Oeuvres  de  Lagrange  p.p.  Serret".  II,  jjj.  Paris  1868. 
Auf  p.  102  reprodncirt  Lagrange  die  Methode  von  Eni  er  und  be- 
merkt zu  derselben  auf  p.  103:  «Cette  intögration  est  d'antant  plus 
remarqnable  qu'elle  n'est  düe  qu'ä  une  espöee  de  hazard  heureux,  et 
qu'il  ne  serait  pas  m6me  possible  d'y  arriver  par  les  m^thodes  eonnues 
des  GÄomötres  jusqu'ä  präsent* 

Die  Principien  seiner  Methode  hat  Lagrange  in  den  folgenden 
bemerkenswerten  Zeilen  niedergelegt :  ^^Quandon  a  une  6quation  diflfö- 
rentielle  du  premier  degrä  dont  on  ne  peut  trouver  Tintegrale,  il  faut 
la  diffärentier  et  examiner  si  en  eombinant  cette  nouvelle  ^qnation 
avec  la  proposäe,  on  pourrait  trouver  une  äquation  integrale  du  premier 
degr6  autre  que  Fäqnation  propos^e;  car  alors  en  chassant  par  le 
moyen  de  ces  denx  äquations  les  premiöres  diff^rences,  on  aura  une 
^qnation  alg^briqne  qui  sera  Fint^grale  cherch^e.  Si  Fint^gration  ne 
r^ussit  pas  de  cette  maniöre,  il  faut  passer  k  la  diff^rentielle  du 
troisi^me  degrä,  et  chercher  si  Ton  pourrait  ainsi  parvenir  k  une 
nouvelle  äquation  du  second  degrä;  en  ce  cas  il  n'y  aurait  plus  qn'ä 
eliminer  les  diffärences  secondes  et  troisiömes  par  le  moyen  de  F^qua- 
tion  propos^e  et  de  sa  diff^rentielle.    Et  ainsi  de  suite.'^ 

Zur  Abkürzung  werde  gesetzt: 

20)  A+Bx+Cx'^+Dx^+Ex^  =  X,  A+By+Cy^+Dy^+Ey*  =  F, 
Zwischen  x  und  y  finde  die  Differentialgleichung  statt: 

21)  _^  +  _^==0. 

]/ä      i/r 

Man  sehe  x  nnd  y  als  Fanetionen  einer  Variabelen  /  an,  und  ersetze 
die  Gleichung  21)  darch  die  folgenden: 

22)  ^-l/l,      l^-l/i-- 

Für: 

23)  x+y=p,  x—y  =  q, 

folgt  durch  Differentiation  nach  (  mit  Btlrksieht  anf  22): 


24) 


^?  =  ^  +  ^  =  l/J_l/P 
dl       dt^dt      ''^    l^^' 

dt      dt     dt      v^+Vf^ 

t^P  ^JCdx r  dy     x+r 

dti      2\/Ädt      2\/rdt''      2 
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Die  letzte  Gleichung  wird  nach  20): 

25)  %  =  B+ <7(«+y)+|/>(«»+y')+2^(x»+y»). 

Die  beiden  ersten  Gleiohongen  24)  maltiplicirt  geben  naeh  20): 

nnd  auB  dieser  Gleichmig  und  der  Gleichung  25)  folgt: 
oder  X — y  —  q^  x+y  =p  gesetzt: 


«s-if=«^+*+« 


d.  i. 


q  dt\q  dt) 


D+2Ep. 


Diese  Samme  mit  ^  maltiplicirt  giebt: 


dt\q  dt)  dt  '       dt 

and  bedeutet  F  eine  Constante,  so  folgt  dnreb  Integration: 


\qdt) 


Dp+Ep'^+F. 
Setzt  man  wieder  j»  =  a:+y,  q^=x — y  und  nach  24): 

1=1/1-1/?, 

so  folgt: 

*^'^'=  Z>(x+y)+£(x+j/)2+/'. 


(> 


Setzt  man  2B  und  2Z>  statt  ^  und  />,  so  wird  die  vorstehende 
Gleichung  mit  der  Gleichung  15)  identisch,  wenn  die  Integrations- 
constante  durch  F  bezeichnet  wird. 

Die  vorstehende  Darstellung  enthält,  mit  unwesentlichen  Modifica- 
tionen,  die  von  Euler  gegebene  Vereinfachung  der  Methode  von 
Lagrange  (Institut  Calc.  Int,  IV,  466 — 46^),  Lagrange  (L  c, 
108)  nimmt  statt  der  Gleichungen  22)  die  folgenden: 

dx  _  dt     dy rf^ 

wo  T  eine  Function  von  /  bezeichnet,  die  so  bestimmt  wird,  dass  sich 
eine  Integration  ausfuhren  lässi  Im  Verlaufe  der  Abhandlung  ver- 
sucht Lagrange   vergeblich,  seine  Methode   auf  eine   Differential- 
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gleichnng  von  der  Form  21)  anzuwenden,  in  welcher  ^  und  Fbe- 
1  i  e  b  i  g  e  Polynome  respective  von  x  und  y  sind.  Alle  Annahmen  ftlbren 
wieder  auf  die  in  20)  gegebenen  Formen  von  X  und  V  zurück. 

Wir  wenden  die  soeben  entwickelte  Lagrange-Enler'scbe  Me- 
thode auf  die  Integration  der  elliptischen  Differentialgleichang  in  der 
Weierstrass'schen  Form 


an.    Hier  ist 

and  wir  erhalten 

fy^'^—g^  ^^— 1/4^?— ^t^i— ^y  _4(v+^^)  =  jr. 

Beide  Functionen  s  und  si  genügen  der  Differentialgleichung 

ds 

setzen  wir  nun 

so  kann  sich  das  Argument  von  ^1  nur  um  eine  Constante  unterschei- 
den, wir  können  also 

*i  =  P(M—a), 
oder  da  p  eine  gerade  Function  ist, 

*i  =  P(«— w) 
setzen.    Alsdann  wird 

Um  die  Constante  zu  bestimmen,  bringen  wir  die  linke  Seite  auf  die 
Form 

4(pu+p(a—ü))(pu .  P(a—ü)—ig2y-'2gz—2p'u .  pXa—u) 


{pu—p(a—ü)y 
oder 


F, 


<'+^')('<->-^)-Ä'-»Ä''<«-">  r 


/     p(a-u)  y 


Setzt  man  jetzt  m  =  0  und  berücksichtigt,  dass  aas  den  Formeln  28) 
bis  80)  des  §  G  (Seite  40)  folgt 

«  =  0  P*u 

so  erhält  man 

4pia)  —  F, 
also: 
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4(pu—p{a—u)y 
Daraus  ergiebt  sich  sofort  das  Additionstheorem  für  die  Fnnctiou 
p(u).    Setzen  wir  nämlich  a — u  — t^,  also  a  =  u+v^  so  erhalten  wir: 

P  {u+v)  =  -77 ^  — pu—pv 

oder 

orn-UiA  —  2  (pupv~kg^  {pu+pv)-^z—PWv 
^^  "^  ^  2ipu—pv)^ 

Eine  bemerkenswerte  Ausdehnung  der  Methode  von  Lag  ränge 
hat  Richelot  gegeben  in  der  Abhandlung:  „Ueber  die  Integration 
eines  merkwürdigen  Systems  Differentialgleichungen  (Grelle  J.  XXI IL 
3 $4— 36g),  Es  sind  dieses  Differentialgleichungen,  aufweiche  Jacobi 
die  AbeTschen  Functionen  basirt  hat 

AbeTs  Ausdehnung  des  E nie r'schen  Additionstheorems  fttr  ellip- 
tische Integrale  auf  beliebige  Integrale  algebraischer  Differentiale  fin- 
det sich  schon  in  einer  Abhandlung  aus  dem  Jahre  1825,  die  mit 
seinem  Nachlasse  zuerst  veröffentlicht  ist  (Oeuvres,  2.  ^d,  II,  jjj: 
„Sur  la  comparaison  des  fonctions  transcendantes".  In  ihr  ist  das 
berühmte,  nach  Jacobi's  Vorgange  sogenannte  „AbeFsche  Theorem", 
das  FundamentaUheorem  der  Functionentheorie,  wonach  die  Summe 
von  beliebig  vielen  Functionen,  deren  Differential  algebraisch  ist,  durch 
eine  bestimmte  Anzahl  derselben  Functionen  ausgedrückt  werden  kann, 
deutlich  ausgesprochen.  Es  fand  sich  schon  in  der  am  30.  October 
1826  der  Pariser  Akademie  übersandten  Abhandlung:  „Memoire  sur 
une  propri^t^  gön^aU  d*une  classe  tres-^tendue  de  fonctions  trmi- 
scendantes",  Möm,  prös,  p,  div,  scpv.  VII,  Paris  1841  (Oeiwres, 
2.  ^d.  I,  14$ — 211)  und  wurde  später  in  CreUe  J.  IV,  200 — 201,  182^ 
unter  dem  Titel:  „D&monstration  d'une  propridtö  g^närale  d'une  cer- 
taine  classe  de  fonctions  transcendantes"  veröffentlicht. 

In  einer  grösseren  Abhandlung:  „Einige  Bemerkungen  zum  Euler' - 
sehen  Additionstheorem"  (Grelle  J,  XLIV,  2yj — 2^4)  hat  Richelot 
an  die  Methoden  von  Euler  und  Lagrange  eine  Reihe  interessanter 
Bemerkungen  geknüpft  und  namentlich  zuerst  die  Herleitung  der 
Gleichung  15)  aus  der  Gleichung  6)  oder  7)  gegeben. 

Das  Additionstheorem  von  Euler  ist,  mit  mehr  oder  minder  gutem 
Erfolg,  so  häufig  Gegenstand  neuer  Herleitungen  geworden,  dass  eine 
vollständige  Erwähnung  aller  darauf  beziehlichen  Arbeiten  in  keinem 
Verhältnis  zu  dem  relativen  Werte  derselben  stehen  würde.  Es  sollen 
daher  nur  einige  Methoden  erwähnt  werden,  die  sich  durch  Einfach- 
heit auszeichnen  oder  allgemeiner  bekannt  geworden  sind. 
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In  C  R.  18^6,  XLII,  io8y  hat  Lionville  den  von  Despejrous 
(„Origine  gdom^trique  des  fondtons  eUiptiques  et  formules  fondameiu 
tales",  Mdm,  de  Toulotise  (j)  V,  211 — 22g)  gegebenen  Beweis  des 
Eule  r'schen  Additionstheorems  gegen  eine  Bemerkung,  welche  sich  in 
den  Unterlassenen  Papieren  von  Sturm  vorfand,  redamirt.  Die 
sogen.  Stürmische  Methode  ist  folgende.    Die  Differentialgleichung 


dx 


+  -^  =  0  oder  \/y dx+\/Xdy  =  0 


\/X       ]/Y 
wird  für  X={l—x^){X—k'^x'^\    Y  =  (X'-^'^){l—k^y^  mit  dem  Factor 

- — T2~T'2  niultiplicirt  und  dann  integrirt    Bedeutet  c  eine  Gonstante, 

so  folgt: 

J  1— Ä2a;2y2  J  1— ^2a;V 

Sind  P  und  Q  folgende  symmetrischen  Functionen  von  x  und  y: 
^  xy\2k'^(x^+y^)—{l+k^){X+k'^x'^y^)]  2k^xY 


^  (l—k^xhf^^  '      "      (1— A»a;»y»)« 

so  folgt  durch  partielle  Integration: 

/'l/(i-y')(i-AV).  _ 

J  1— A»a;V  "" 

V^^^,^  r  P^        _  fo)/il-y^)(l-k^^äx 

und  durch  Yertauschung  von  x  und  y  der  analoge  Ausdruck  ftlr  das  zweite 
Integral.  Setzt  man  diese  Werte  ein,  so  verschwinden  in  Folge  der 
Differentialgleichung  die  Tenne  unter  dem  Integralzeichen  und  man 
erhält  unmittelbar  das  algebraische  Integral  der  Differentialgleichung. 
Das  angewandte  Verfahren  ist  eine  directe  Erweiterung  der  Methode, 
deren  Lagrange  sich  zur  Integration  der  Differentialgleichung: 

~  -  +  -yM=.:==0  oder  \/l—y^ dx+  \/l—x^ dy  =  0 


\/l—x^     \/l—y^ 

bedient,  also  zur  Herleitung  des  Additionstbeorems  ftlr  die  Function 
arcsino;  (Miscell.  Taur.  IV,  looj.  Die  Stürmische  Methode  ist  zwar 
sehr  elegant,  läset  aber  nicht  ersehen,  woher  der  integrirende  Factor, 
welcher  pure  angegeben  wird,  kommt  Deshalb  hat  H.  Schröter 
(Schlömilch  Z.  XVII,  i8y2,  $08 — ^1$)  ein  Verfahren  der  Integration 
der  elliptischen  Differentialgleichung  angegeben,  bei  dem  sich  dieser 
integrirende  Factor  von  selbst  darbietet,  und  gezeigt,  wie  bei  ver- 
schiedener Wahl  desselben  die  verschiedenen  Formen  des  Additions- 
theorems hervortreten.  Die  Bemerkung  über  Differentialgleichungen, 
welche  oben  nach  Lagrange  mitgeteilt  ist,  in  Verbindung  mit  einer 

Enneper,  elllpt.  Fanotionen.    3.  Aufl.  13 
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Bemerkung  von  Abel  ttber  die  Combination  der  particaläreo  Integrale 
einer  linearen  Differentialgleiehnng  zweiter  Ordnung  ( Cr  eile  J.  II,  22) 
finden  sieh  sehr  geistreich  vereinigt  in  einer  kurzen  Note  von  Darboux 
(Ann.  de  l'£c.  Norm.  IV,  Sj,  iSö^J,  welche  ihres  geringen  Umfangs 
wegen  hier  erwähnt  werden  solL  Es  sei  z  als  Function  von  u  bestimmt 
dureh: 

26)  ^  -  \/{l-z^){l-kH^. 

Diese  Gleichung  nach  u  differentiirt  giebt: 

Sind  X  und  y  zwei  particuläre  Werte  von  z,  welche  der  Gleichung  27) 
genügen,  so  ist: 

^ (l+k^x+2k^x^      g  =  _{i+A:»)y+2ArV. 

Diese  Gleichungen  geben: 

Da  nnn  x  und  y  aneh  der  Gleiebnng  26)  genttgen,  so  ist: 

Die  Gleichung  28)  hierdurch  dividirt  giebt: 

d^x       dHf 
^du^    ^  difl  2k^xy 


(^i)-('0 


1—k^xh/^ 


dx      du 
Multiplicirt  man  auf  beiden  Seiten  mit  y;r+^;^i  ^^  wird: 


d.  i. 


d^x      d^y 
dx      du 

^dT-'i 


2kh^f/  dx,    ^\ 
1— A>xVV  du^^du) 


{>l-l)     '*'^^,,  *■ 


2 


duv  du       du)  du  du 


dx       dy  1— *«a:2y«  1— Ar'ajy 

Bedeutet  c  eine  Conatuite,  so  folgt  doreh  Integration: 

dx       dy 


29) 


1— *>«v 


=  c. 
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£b  sei  nun  x  =  9>(u).  Da  y  ebenfalls  der  Differentialgleichaiig  26)  ge- 
nügt, so  kann  nur  ^  =  9<u+a)  sein,  wo  a  eine  Constante  ist  Die 
Oleiehnng  29)  wird  dann: 

OAN  y(tf+g)yX^)"-y(«<)y'(«<+tt) 

Nimmt  man  fUr  u  =  0  9)(0)  =  0,  also  9?'(0)  =•  1,  so  giebt  die  Gleichung 
29)  c  =  9)(a).  Die  Gleichung  30)  giebt  unmittelbar  das  Additions- 
theorem der  elliptischen  Functionen  ftlr  u-VfJ^^^z  und  9)(u)  =  snu. 

In  der  Abhandlung:  „Netter  Beweis  der  Summatumsformeln" 
(Grelle  J.  XXX,  211 — 214,  oder  Mathem.  Abh.  p.  755 — 1^8)  hat 
Eisenstein  eine  Anwendung  des  Theorems  von  Taylor  auf  die  Her- 
stellung des  Additionstheorems  gemacht 

Eine  Untersuchung  von  Abel  in  Cr  eile  J.  II,  3S  6—394,  ttberdie 
Functionalgleichung  ^{x)-{-q>{y)=^^>[xf{y)+yf{x)\  welche  beiläufig  be- 
merkt auf  die  Additionstheoreme  der  Logarithmen  und  Ereisfunctionen 
ftlhrt,  hat  zu  der  Abhandlung  von  Lottner  (Grelle/.  XL  VI,  36 j — 388) 
Veranlassung  gegeben :  „  Ueber  die  Functionen,  welche  der  Gleichung: 


/  V  .     /  V  (fy.Fx+fx.  Fy\ 


Genüge  leisten."  Diese  Gleichung  führt  auf  das  Additionstheorem 
der  elliptischen  Functionen.  Vgl  auch  Math  et:  ,JSur  les  fonctions 
elliptiques" ,  LdouviUe  J.  (2)   VI,  32g — 36$,  1861. 

Weitere  Betrachtungen  über  das  Additionstheorem  findet  man  noch 
bei  Sohellbach  in  Grelle/.  LIV,  5p — 67  und  Genocchi  in  „Bon- 
compagni  Bullettino"  III,  47 — 66,  i8yo.  Man  findet  in  dem  letzteren 
Aufsatze  eine  Anzahl  litterarischer  Notizen  über  die  Addition  der  el- 
liptischen und  Abel'schen  Integrale. 

I  26.    Zusammenstelluiig  einiger  Formeln,  welche  sich  ans  dem  Additions- 
theorem  ergeben.    Anwendungen  derselben  auf  Prodnctentwickelungen. 

Setzt  man  in  den  Gleichungen  2)  §  25  (S.  182)  — v  statt  v,  so  ergeben 
sich  drei  neue  Gleichungen,  welche  in  Verbindung  mit  den  bemerkten 
Gleichungen  das  folgende  Fundamentalsystem  für  die  Addition  der 
elliptischen  Functionen  bilden: 

..  ,       .      snti.cnt^.dnt^+snt^.enu.dnu 

1)  8n(«±.) i-A»sn«« .  8nH> ' 

^.  ,       ^     cnu.cnt^Tsnu.snt^.dntt.dnt^ 

2)  cn(«±.) i_;^,„^.gn»„ 

oN  ji  /       X     dnu.dnt^TAr^sntt.snt^.cnu.cnt^ 

3)  dn(«±.)= —-^^-^^-—^^ , 

18* 
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wo  beiderseits  eDtweder  nur  die  obefeü  oder  nar  die  unteren  Zeichen 
zn  nehmen  sind. 

Ans  diesen  Gleichungen  erhält  man  sofort  die  Functionen  fttr  das 

doppelte  Argument: 

..  ^        28nu.enu.dnti 

4)  8n2u  = 


5)  en2u  = 

6)  dn2u  = 


1—k^ .  sn*u 
cn^u — sn^u .  dn^ 

1—** .  sn*u 
dn^u — k^snhi .  cn^ 


1 — k^ .  sn^ 

Aus  den  Gleichungen  1)  bis  3)   hat  Jacobi  (Fund,  §  i8,  Ges. 

Werke  I,  Sj^S^J  33  Relationen  abgeleitet,  von  denen  hier  nur  die 

wiederholt  werden  sollen,  welche  in  den  folgenden  Untersuchungen 

von  Wichtigkeit  sind.    Bildet  man  das  Product  von  sn(u+v)  sn  (u—t;) 

und  setzt  im  Zähler  cn^w«»  1— sn^w.  dn^tv  =  1 — k^su^w,  so  findet  man, 

dass  derselbe  durch   1— A^sn^ .  sn^t;  teilbar  ist.    Verfährt  man  analog 

mit  cn(u+v)cn(u — v)  und  dn(u+!;)dn(M — v),  so  erhält  man   folgende 

sehr  nützlichen  Relationen: 

n\  /    .   N       /       X  sn^u— sn*i; 

7)        sn(u+t;) .  sn(u— v)  - 


8)  cn  (u+v) .  cn  (u — v)  = 

9)  du  (u+v) .  du  (u — v)  = 


1— Ar^sn^.sn^ 

1— sn^ — »nhf+k^BTkhi .  sn^y 

1— *2  8n*u— Ä2  sn^+k^  mhi ,  sn^y 


1— Ar^sn^.sn^ 

Mittelst  der  Gleichungen  1)  bis  9)  ergeben   sich   ohne   weitere 
Rechnung  Gleichungen  fttr: 

sn(u+v)±8n(u— v),  l±sn(u+v)8n(u — i;),  l±Ar^sn(u+»)sn(u— v)  etc. 
Durch  Ausführung  der  Multiplication  findet  man  mittelst  der  Gleichungen 
1)  bis  9)  unmittelbar  die  folgenden  Functionen  mit  zusammengesetzten 
Argumenten  durch  die  Functionen  der  einzelnen  Argumente  ausgedrückt: 

[l±8n(u+i;)]  [i±sn(u— v)], 
l±8n(u+v)]  [lTsn(u— v)], 
>  ±^  8n  (u+v)]  [1  ±Ar  sn(M— i;)], 
[l±Arsn(u+v)][lTA:8n(u-— i;)]  etc. 
So  ist  z.  B.  nach  1)  und  7): 

[l±A:8n(u+t;)]  [lTA:sn(M— v)] 
=  l±k  [sn  (u+v) — sn  (u — i;)]— A:^n  (u+ v)sn  (u—v) 

.    snycnudnu    sn^ — sn^ 

""   "^     1 — ^Af-sn^usn^i;         1—k^  sn^u  sn^ 
^  1— A:^sn^+Ar^8n^cn^jt:2A:snt;cnudnu _  (dnu±A:snt;.cnu)^ 

1— Ar^sn^sn^  ~      1— Ar'sn^ .  sn^  ' 
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Da  die  HerstelluDg  von  Gleichungen  von  der  Art  der  vorhergehenden 
von  leichter  Mühe  ist,  so  soll  eine  weitere  Aasftthmng  derselben  unter- 
bleiben, und  es  sollen  nur  die  Resultate,  wie  sie  sieh  in  den  Fund. 
§  i8,  Formel  1)  bis  23)  finden,  hier  zusammengestellt  werden. 

-lAx  /    .   \  .      /       N       2snttcni;dn» 

10)  sn(u+i;)+8n(w-t;)  =  ^„^.g^^,^^ 

iiN  /    .    N  I      /       X  2cnucni; 

11)  cn(»+.)+en(«-.)=^_^,^^^^^,^ 

iftx  j  /    .    N  I  ^  /       \         2dnMdni; 

.     12)  dn(«+.)+dn(u-.)-= --^^p^^ 

^ox  A    .    X        /       X       2snt;cnttdnM 

13)  «„(„+,)_8n(«-„)  =  ^-^5-5-^ 

,        .         /    .    ^      2snMsni;dnttdni; 

14)  cn(w-t;)-cn(«+.) ^_J,,^^^^^^^„ 

^^     '  ,   ,        ^     j   ,    .    V      2A:^8nw8ni;cnticni; 

15)  dn(«-i;>-dn(«+.)=     i_;^.gp»^Bn^ 

16)  8n(«+.)Bn(»-.)»=.^_^,^^^^^ 

,»    .    .   N     /       X      dn^o +*« 8n»M cn»» 

17)  l-^kHn(u+v)Mu-i»=  ^_j^j^-p^ 

.      /    .   X     /       X      cn^+sn^ttdn^ 

18)  l+8n(«+.)sn(«-.)  =  ^^j^^^HhTbS^ 

19)  l+cn(«+.)en(«-.)-  ^_^»,^^,^^ 

.  j   ,    .    vj  /       X         dn*tt+dn^ 

20)  1 +dn(«+.)dn(«-.) « iZ^^^^HiJI^i^. 

21)  l-Ä>8n(«+.)8n(«-.)  =  -  i_^»sn^BiiH> 

22)  l-8n(«+»>)8D(w-t>)=  i_;t»gn^Bp;r 

y    r  V     /       X      8n^dnH'+8n»t;dn*u 

23)  l-cii(tt+p)en(«-.»)  =      ^^kHti}u^nh> 

,,..,,       .       A?(8n*«onH>+8iiH>cn'tt) 

24)  1-dn  («+.)dn(u-r) i-y^^Bn'uBn». 

25)  (i±sn(«+.))(l±8n(u-.))  =  (^^^S^ 

26)  (l±8H(.+.))(l^8n(u-.))=  t_X°;y 
27)  (l±*8n(«+e;))(l±A8n(u-v))-^^3j^^-^ 


N 
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81)         (,±d.(.+.,)(l±d.(^*=g^±^ 

32)      a±a.(.+.»(iTa.(,^.))  =  j^2^^.- 

Bildet  man  das  Prodnct  der  oberen  Gleichung  1)  und  der  unteren  2), 
nämlich  sn(u+t;)cn(u — t;),  so  hat  der  Zähler  rechts  nach  AnsfUhmng  der 
Moltiplication  die  Form  Pdnu+C^dnt;,  wo  jeder  derFactoren  PunAQ 
durch  1—k^  Buhi  snhf  teilbar  ist  Man  erhält  auf  diese  Art  die  folgen- 
den sechs  Gleichungen: 

oox        ,       V       /  -r  X       sntt.cntt.dni;±8nt;.cni;.dnM 

-,-v        /    .   V   j   /  -r- X      snw.dnM.cnt^+snv  .  dnv.cnti 

35)  cn(«±.).dn(uT.)-=°°"•^"•'",^^'''^^'"'"*''°^ 
^       ^  -*-  ^        ^       '  1— Ar2  sn^ .  sn^f; 

wo  beiderseits  entweder  die  oberen  oder  die  unteren  Vorzeichen  ge- 
nommen werden  müssen. 

In  der  Abhandlung:  ,^ur  la  rotation  d*un  corps",  Grelle J.  XXXIX, 
J2J,  Jacobi's  Ges.  Werke  II,  32^,  hat  Jacob!  ein  System  von  16 
Gleichungen  aufgestellt,  von  denen  12  je  zwei  der  Functionen  sn  (u+t^), 
cn(u+t;),  dnCu+t')  enthalten,  während  in  den  4  ttbrigen  sämtliche  drei 
Functionen  vorkommen.  Diese  Gleichungen  sind  mehrfach  abgeleitet 
worden,  z.  B.  von  Broch:  „Sur  les  farmules  d'addüwn  des  fonctions 
eüiptiques  de  M.  C,  G./.JacoM",  C,  R.  UX,  pp — 100^,  und  von 
Björling:  „Notes  sur  les  formules  d'addüion  des  fonctions  ellipti- 
ques",  Grüner t  Ar  eh.  XL  VII,  jpp — 402, 

Aus  den  Gleichungen  2)  und  3)  fUr  cn(u+t;)  und  dn(u+i;)  ergiebt 
sich  leicht  die  folgende  Gleichung: 

36)  cn(tt+f)+snMsn!;dn(tt+t;)  =  cnttcni;. 
Setzt  man  u — v  fUr  u  und  darauf  — v  ftlr  v,  so  erhält  man: 

37)  cni;cn(M+v)+snt;dnttsn(M+v)  =  cnti, 

38)  cnt«cn(u+v)+sntidnt;sn(u+t^)  =  cnt;. 
In  36)  u+K  (Wtu  gesetzt  giebt: 

39)  dnMsn(ti+t;) — snwcnt;dn(ti+t')  =  cnwsnt;, 

40)  dn!;sn(M+t;)— sni;cnwdn(w+v)  =  cni;sntt. 
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In  die  vorletzte  Gleichimg  setze  man  u — v  fbr  u  und  dann  v  statt  — t^, 
so  wird 

41)  8n!;cn(w+t;) — cni;dnMsn(M+«')  =  — snudn(u+t;), 

42)  sntten(M+v)— cnttdn»8n(tt+v)  =  — snt7dn(u+t;). 
Yertancht  man  in  39)  v  mit  v — u  and  dann  u  mit  — u^  so  folgt: 

43)  — entisn(u+t;)+snudnt^cn(u+t')*=» — snvdnu, 

44)  — en»sn(M+i;)+8ni;dnttcn(tt+i;)  =  — snudnt^. 
In  36)  fUr  u  u+K  nnd  fttr  v  v+K  gesetzt  giebt: 

45)  dnw  dn  t;  cn  {u+v)+h!^  snu  snt;  =  cn  m  cnv  dn  (u+v), 
nnd  wenn  wir  hierin  u — v  statt  u  und  dann  — v  statt  v  setzen, 

46)  dnMeni;cn(tt+i;)+A:'^snt;sn(tt+t;)  =  cnttdnvdn(M+!;), 

47)  dnt;enttcn(u+t;)+A:'28nttsn(u+t;)  =  cni;dnttdn(w+!;). 
Eliminirt  man  ans  36)  nnd  45)  snusnt;,  so  erhält  man: 

48)  dnudnt;dn(u+t;) — k^e,nue.VLvea{u+v)  =  h!\ 
und  wenn  man  hier  u  durch  u+K  nnd  t^  durch  v+K  ersetzt, 

49)  dn(M+t;)+A:2snwsnt^cn(w+t;)  =  dnttdnt;. 

Setzt  man  hier  u — v  fttr  u  und  darauf — v  ftlr  v^  so  erhält  man  schliesslich: 

50)  dnvdnCtt+t'j+Ar^snvcnttsnCtt+t;)  — duM, 

51)  dnwdn(u+i;)+A:*snticnt;sn(tt+v)"=  dnt;. 

In  je  zwei  unmittelbar  aufeinanderfolgenden  Gleichungen  sind,  wie  man 
leicht  sieht, ^u  und  v  vertauscht  Dieses  sind  die  16  Gleichungen  Ja- 
cob i's  in  der  Anordnung,  wie  sie  Björling  abgeleitet  hat.  Es  ver- 
dient bemerkt  zu  werden,  dass  die  Gleichung  48)  sich  schon  bei 
Gützlaff:  y^equatio  modularts  pro  trans/ormatüme  /unctionum  elr 
lipticarum  septimt  ordinis",  Grelle  J,  XII,  lyj,  findet 

In  der  Abhandlung:  „Formulae  novae  in  theorta  transcendentium 
ellipticarum  fundamentales"  (Grelle  J.  XV,  i^g—204,  Ges.  Werke  I, 
333 — 34 0  ^^^  Jacobi  durch  ein  sehr  einfaches  Integrationsverfahren 
eine  merkwürdige  Relation  zwischen  Sinus  Amplitudinis  aufgestellt, 
fttr  welche  ihm  R  i  c  h  e  1 0 1  (ibid.  p.  201  resp.  337)  einen  directen  Beweis 
mitgeteilt  hat 

Setzt  man  im  Zähler  von  8n(a-hiJ)  «  =  «+0,  j9««M+6,  so  lässt 
sich  derselbe  schreiben: 

sn(M+a)  cn(u+6)  dn(tt+6)+sn(u+i)cn(tt+a)dn(M+o) 

=  sn(w+Ä)— sn(ti+ft)+8n(M-h&)— sn(tt-|-o)  =— 8n(M+a)sn{w+ft). 
au  au  au 

Setzt  man  femer  im  Zähler  von  sn(a-|-i?)  a  =  u^  ß^u+a+b,  so 

lässt  sich  derselbe  auf  die  Form  bringen: 

-^{mu .  sn(w+a+&)). 
du^ 

Die  Gleichsetzung  beider  Werte  von  8n(2M+a+ft)  giebt; 


200  [§  26 

^  (Bn{u+a)  su{u+b))  —  (süm  .  ßn(u+a+b)) 


l—kHTkHu+ä)6u^(u+b)       l—k^snhisn^u+a+b) 

Integrirt  man  in  Beziehung  auf  u  von  u  =  0  bis  u^^u,  so  folgt, 
wenn  man  von  den  Logarithmen  zn  den  Zahlen  übergeht: 

l+kBn(u+ä)sn(u+b)     1 — ^A:snasn&  _  l+A:snusn(u+fl+^) 
1 — A:sn(tt+a)sn(ti+ft)  '  1+A:snasn&       1 — A:snttsn(tt+a+ft)' 

Diese  Gleichung  entwickelt  giebt: 

52)  sriösnft  +  sntisn  (u+a+ft) — sn(tt+a)sn(tt+6) 

—  A:*  sna  sn  ft  sn  (u+a)  Bn(u+b)  snw  sn  (u+a+b). 
Vertauscht  man  u,  a,  b  respective  mit  ui,  ai^  bi,  ferner  k  mit  dem  Com- 
plementärmodul  Ar',  so  giebt  die  vorstehende  Gleichung: 

.ox     j     tnatn&+tntttn(w+a+6)— tn(M+a)tn(tt-f&) 

^^^     1     ^k'^tnQtiibtn(u+ä)in(u+b)tiiutn(u+a+b). 

Von  der  Gleichung  52)  «quae  est  formula  nova,  maximi  momenti 
per  totam  theoriam  functionum  ellipticarum''  hat  Jacob i  Anwendungen 
auf  die  Theorie  der  elliptischen  Integrale  gemacht  Der  directe  Be- 
weis, welchen  Richelot  von  der  Gleichung  52)  gegeben  hat,  beruht 
auf  der  folgenden  sehr  einfachen  Betrachtung.  Setzt  man  zur  Abkürzung: 

sn^a  =  a:,  sn^jS  =  y,  sn^y  =  z, 
so  ist  nach  §  26: 


54) 


sn(a+ftsn(«-ft  =  ^^, 


z — X 


sn(y+«)8n(y— a)  =  j:::;^,— 

BJHß+r)sn(ß—r)=   ^~^ 


1—kh/z 

Bildet  man  die  Summe  dieser  Gleichungen,  bringt  rechts  die  Ausdrücke 
auf  denselben  Nenner,  so  ist: 

55)     8n(a+i9)sn(a— i9)+sn(y+a)sn(y— «)+sn(i9+7)snOJ— 7) 

=  _^2        (a?— y)(^— a:)(y— ^) 

(l—k^xy)  (l—k^xz)il—kh/z) ' 

Die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  ist  auch  gleich  dem  Producte 
der  rechten  Seiten  der  Gleichungen  54)  multiplicirt  mit  — k^^  also  auch 
gleich  dem  Producte  der  linken  Seiten  der  Gleichungen  54)  multiplicirt 
mit  — k^.  Die  Gleichung  55)  führt  hierdurch  auf  folgende  Gleichung: 
sn(a+/9)sn(a— jS) — sn(y+a)sn(y— a)+sn0?+y)sn(/9 — y) 
=  — k^  sn  (a + /?)  sn  (a — ß)  sn  (y + a)  sn  (y — ä)  sn  (ß + y)'8n  (ß — y). 
Diese  Gleichung  fällt  mit  der  Gleichung  52)  zusammen  für:  a+ß'^a, 
a — ß^^bj  y+a  =tt+a+ft,  also  y — o=tt,  j9+y=u+a,  ß — y= — (u+b). 


^ 
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Um  die  BedeatuDg  der  Gleichungen  1)  bis  8)  an  einigen  Bei- 
spielen hervorzuheben,  sollen  dieselben  zur  Darstellung  einiger  be- 
merkenswerten Ausdrücke  in  Form  unendlicher  Producte  dienen. 

Die  Gleichungen  1)  geben: 

-  ^v  sn(u+r)+sn(M — i;) snucnydnt; 

^  Bn(u+v) — sn(w — v)      snt;cnudnu' 

und  die  Gleichungen  15),  16)  und  17)  von  §  24  (S.  171): 

^"    jt         _  sinz    j^(l— 2g^''cos2z+^0(l— 2g^^^cos2z+g^-'^) 


2Kz^   2Kz      k'eosz^^  (l+2^'''cos2z+^'")(l+2ö'^"^cos2z+g*''""^ 

Jt  3t 

=-  ^^°^    // 1 — 2g''cos2z+(|^^'' 
"^  Ar'cos  z  "  1 + 2g''  cos  2z + q^"" 

Diese  Gleichung  werde  auf  die  Gleichung  56)  angewandt  fttr: 

2Ky  2Kx      .      ,„  2Ky+x  2K  y—x 

u+v  =  -    -j  u — V  = 1  oder  für  u  =  —  ^-zr-^  v  =  —  ^— — i 

Jt  Jt  Jt      2  Jt      2 

indem  man  also  z  =  ^-~—  und  z  =  -—^—   setzt  und   die   erhaltenen 

Gleichungen  dividirt    Da  nun: 


57) 


.  y+x        y — X 
sm^-— -  cos  ^— 7-         .      ,    . 
2  2  siny+sinx 

.  y — X        y+x       sinw — sina: 
sin^-7i—  cos  ^  ^ 


2  2 

so  führt  die  Gleichung  56)  auf: 

2Ky  ,       2Kx 
sn  — ^  -h  sn 

^  2Äy  2Äa; 

sn — - — sn 

Jt  Jt 

_  sin  j/ + sin  x  jy  1 — 2g''cos(y+a:)+g^''  1 +2g''cos(y — x)+q^''  ^ 
~ siny — sinx"  l+2g''cos(y+x)+g*'*i— 2g''cos(j/— a:)+52'' 

/  2Kv  2Kv 

Setzt  man  y— -logg  statt  y,  also  — ^+/Ä"  statt — -^  so  geht  die 

Gleichung  58)  in  folgende  über: 


^  ,  ,       2Ky      2Kx 
1+A:sn — -  sn 


59) 


•  ,       2Ky      2Kx 
1 — k  sn  — -  sn 

Jt  Jt 

2r—\  2r— 1 


_    jwl—2q  2    cos(y+>r)  +  r/^'-^l+2g  ^    COSQ/— .T)+g^'^^ 
^     l+2g   '^   cos(y+a:)-hg^''~^  1— 2g  •    C08(y— a;)-|-g«'^i 
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Hierbei  ist  za  beachten,  dass: 

siB|(y+x-Alog,)       ^^i^,_-^i^_^^  ,^,, 

sin  -  (y—x—  -  logq)       e  »    qi—e     >    g-J 

C08|(y-x-llogg)  .^^,(^,, 

Bildet  man  das  Prodact  dieser  Gleiobangen,  so  ist  nach  57): 

8iD(y-ilogg)+8iDa:      ^_^t^.,  l+gie^-^^ 

sm  (y — 2  log  ^)— ßin  x  ^ 

und  mit  Rücksicht  aaf  diese  Gleichung  leitet  man  leicht  die  Gleichung 
59)  aus  58)  ab. 

Fttr  y  =  x  geht  die  Gleichung  59)  über  in: 


l+Arsn^ 00 

^)  m=JJ 

l_A8n»--         » 


1+? 


2r— 1 
"2~ 


Ir— 1 
11—^    »     J 


2  2f^l 


CO 
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1—2^  »   C0S2a:+^»^-^ 


2r— 1 


1+2^  *  cos2a:+^*'^^ 


Man  kann  diese  Gleichung  auch  leicht  direct  ableiten.    Fttr  u  =  v 
giebt  die  Gleichung  1): 

2snucnudnu  du 

Qn2u'=^ 


l—k^sn^u         1— *2sn*tt 
Setzt  man  m  =  -     ,  multiplicirt  auf  beiden  Seiten  mit  2/f — ,  so  findet 

7t  3t 

man  leicht:  ^  ,  ,     ^2Kz 

1+Arsn* 

sn =  --log — —-• 

jt        Jt        dz    ^  ^     ,     ^2Kz 

1 — ^Xrsn* 

n 

Mittelst  der  Gleichung  27)  von  §  24  (S.  173)  geht  diese  Gleichung  über  in : 


l+*sn2 <x> 


fr— 1 
3 


1 — ^Äsn* * 

.^^ ^d^    q*       C082(2r— l)z_    ^V^i      1— 2^  ^  eo82z+^^ 

l+2^"~^cos2z+ö'^'-^ 
Nach  z  z?ri8chen  den  Grenzen  0  und  z  integrirt  ftthrt  diese  Gleichung  auf: 


dz^l—q*^^        2r— 1       ^     dz 


ar— 1 
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H-Asn»—  « 

1—k  an*  —         ^ 


1+* 


2r— 1 
3 


l  1-q    • 


2  8r— 1 

—  1— 2g  ^    eo822:+g'^-^ 

«r— 1 

l+2g  *    eo82z+^'— * 


n 


Die  Gleichung  7)  giebt: 

l+kBn{u+v)Bn(u—v)  _  l+Arsn^    1 — kmh} 
1 — k9Ji{u+v)Bn(u — v)  ~  1— Arsn^M  '  l+*gn»t;* 

und  aas  dieser  Gleiehong  in  Verbindung  mit  61)  lässt  sich  wieder 
die  Gleichung  59)  herleiten. 

Aas  den  Gleichungen  2)  und  3)  folgt  leicht: 

cn(w — v)+(in{u+v)  cnucnt; 

en(u—v) — Qn{u+v)       snt<snt;dnudnt; 
dn(tt — v)+d,n(u+v)  dnudnt; 


dn  (u — i;)— dn  {u + v)      k^  sn  u  cn  u  sn  t;  cn  t; 

Nimmt  man  u — v  =  — -,  u+v  = ,  legt  die  Gleichungen  15),  16)  und 

17)  von  §  24  (S.  171)  zu  Grunde,  setzt: 

^+y      ^ — y 
cos — -^  cos — - 

2 2_       cosy+cosa; 

.    x+y  .    X — y      cosy — cosa: 
sm  — ^  sm  — — ^  ^ 

2  2 

so  findet  man: 


62) 


2Ky  ,       2^x 
cn  — -  +  cn  — 

2^       2Fx 

cn  — -  — cn 

7t  7t 


cosy+cosj;  Wf^+ ^^^''  cos  (x+y)+ q^"  1— 2g^^-^cosCr+y)+g^''~^ 
cos  y— cos  o;^/  1—2^^^  cos  (a:+y)+$^'^  1+2^*'— ^cos(a;+y)+g^''~^ 


00 


1 + 2q*^  COS  {a>—y)+q*''  1—2«'*'-'  e06{x—y)+q*'-* 


2g*-  008  (x—y) + j^""  1+2^*^1  COB  (x—y) + «*'-» 


63)  "^  " 


,   2Äy ,    2Kx       4qaa(x+y)B\n(x — y) 

jjl—2q^'^-*  cos2(jp+y)+g^'^  1— 2g^^^  cos2  (a;— y)+g^^^ 

"      l_2^'-eos2  (x+y)+^         1—2^*^  cos2  (x—y)+^ 


OD 


Nimmt  man  in  der  vorstehenden  Gleichung  - — x  statt  x,  so  giebt  dieselbe: 
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64) 


2Kx  ,   2Ktj     ,,      4^  008  (x+y)  cos  (x — y) 


OD 


1       l+2V''eoB2(a:+y)+^'-         l+25^''C08  2(a:— y)+^'- 
Als  besondere  Fälle  dieser  Gleichungen  sind  die  folgenden  von 
Interesse.    In  62)  und  63)  ^===0  gesetzt  und  die  Qaadratwnrzel  aus- 
gezogen, giebt: 


65) 


1/' 


2Kx 
1+cn 


jr 


2Kx 
1 — cn 


_  I  /l+eosa;  yyl+2g^eoBa:+g*^  1— 2g'''^^eoBa;+^ 
~  1/  i — Gosx-^^  1 — 2^*^cosa:+^*''l+2g*'""'^cosx+V 

gg.  ,    ^"^^°  ^    ^        1        ijl-2g^>-»eos2a:+^- 

l/     i-dn?^      21/^sina:"      l-2^'"eos2a:+ge- 

Fttr  y  =  o:  wird  die  Gleichung  64)  einfacher: 
67)  ^+*^  "^ 


l'r— a 


1-*'    i_(i+*08n«?^ 


00      y^     .        ^«      ov  o       00 


ig- cos  2a;-'/ ^  1+«""  /    i        l+2j^''C084a;+^ 
Nimmt  man  hierin  j;s=0,  so  ist: 


1— *'"°'4«V  \  l+g*'  / 


«— 1  «"^' -  -  «)^ 


1+Ar 
1— A 


OD 


=  // 


2r— 11 


i+g 


3 


2r— 1 
3 


Diese  Beispiele  mögen  genügen,  um  die  Anwendbarkeit  der  Addi- 
tionsgleichungen zur  Herstellung  von  Gleichungen  zu  zeigen,  deren 
Ableitungen  auf  den  ersten  Anblick  mit  Schwierigkeiten  verbunden  zu 
sein  scheinen. 
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Achter  Abschnitt. 


%  27.    Die  elUptlschen  Integrale  nnd  Ihre  Classlflcatloii. 

Sind  P  and  Q  Polynome  von  y,  ist  R  ein  Polynom  vierten  Grades 
Ton  y,  so  heisst  nach  Legendre  das  Integral: 

^Pdy 


1) 


"-ß 


Q\/r 

ein  elliptisches  Integral.  Durch  äusserst  einfache  Betrachtungen 
gelang  es  Legendre  (Fond,  eil.  I,  Ch.  IV  u.  V),  die  verschiedenen 
Transeendenten,  zu  welchen  das  Integral  ZT  Veranlassung  giebt,  auf 
drei  Integrale  zu  reduciren,  welche  keiner  weiteren  Vereinfachung 
fähig  sind.  Wenn  auch  die  von  Legendre  aufgestellte  Einteilung 
in  mancher  Hinsicht  unnötig  erscheinen  könnte  durch  die  Einführung 
der  Theta-Functionen,  so  ist  dieselbe  doch  insoweit  von  Interesse  und 
Nutzen,  als  sie  zu  mehreren  sehr  bemerkenswerten  Theoremen  Ver- 
anlassung gegeben  hat,  zu  denen  Legendre,  wie  zu  den  meisten 
Sätzen  in  diesem  Zweige  der  Analysis,  mit  einem  verhältnismässig 
sehr  geringen  Aufwand  von  Rechnung  gelangt  ist  Auf  die  Prioriiät 
Eulers  hinsichtlich  der  Legendre  zugeschriebenen  Sätze  werden  wir 
später  zurückkommen. 

In  §  3  ist  gezeigt,  dass  durch  eine  Substitution  von  der  Form: 

p+qz      ph+qx 
^""  1+z  "■   h+x  ' 

wo  p,  q  und  h  wesentlich  reelle  Grössen  sind,  die  Gleichung  1)  über- 
geht in: 

J  A]/±{l±x^){l±c^x^)' 

wo  c  ein  positiver,  echter  Bruch  ist;  Äi  und  Ä^  sind  Polynome  von  x 
respective  von  denselben  Graden  wie  P  und  Q  von  y.    Setzt  man: 

Äi=Zt  {x^)+xZ2  («2),  Äi  =  tpi  (x^)+xy)t(x^, 
multiplicirt  und  dividirt  mit  tpi(x^)—xip2{x^\  so  ist: 

^  Ä^-tpix^y'^tpix^y 

wo   zur   Abkürzung    ip  (x^)  =  ^J  (x^}—xhpl  (x*),   X  (x^)  =  %  (x^)  Z,  (x^) 
—x^tp2i^^)Z'i(x^)  und  fi(x^)  =  %{x^)Z2{x^)—'^2i^'^)Ziix'^)  gesetzt  ist 
Die  Gleichung  2)  wird  nach  3):  H^^Hi+Hi^  wo: 
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Nimmt  man  x^ «» /,  so  ist  nach  5) : 

(0  dt 


2fft 


7  ^ 


V>iO]/±(x±t){i±cH) 
Die  Function  unter  dem  Integralzeichen  ist  der  Differentialquotient 
nach  t  einer  Summe  von  algebraischen,  logarithmischen  und  trigono- 
metrischen Functionen.  Das  Integral  ff^^  welches  nicht  weiter  in  Be- 
tracht gezogen  werden  soll,  führt  nur  auf  Fälle,  welche  nicht  eigentlich 
in  das  Gebiet  der  elliptischen  Functionen  gehören,  indem  eine  Kennt- 
nis derselben  zu  ihrer  Behandlung  nicht  erforderlich  ist 

Hermite  hat  gezeigt  ('^^ur  le  d^etoppetnent  en  särie  des  inte- 
grales elUptiqttes  de  premiere  et  de  seconde  espece",  Brioschi  Ann. 
(2)  II,  /sc,  2),  dass  in  der  Bednctionsformel  des  elliptischen  Integrales 

(Ä«a:2)*+i  dx 


J'\ 


l/(l— a;2)(l— *2a;2) 


-/>t/(l-a:^)(l-A^x^")-^  r^^ ^ +i?  r, ^'^^  -^ 

J^  1/(1-0:2) (1-Ar«a;«)      ^  /(i_a:i)(i_Aria:2) 

die  Goefßcienten  A  und  B  durch  die  Gleichungen  bestimmt  sind: 


wenn 


/  -j=^= = ]/a—xm—k^x^)  y\cnx^\ 

J^]/{l-x^){X-k^x^)  '^^ 

ist 

Wendet  man  auf  das  Integral  Hi  in  4)  die  in  I — ^VIII  aufgestellten 
Substitutionen  von  §  3  (S.  17)  an,  welche  sämtlich  in  der  Form: 

i^+'^sin^ 


enthalten  sind,  so  nimmt  die  Gleichung  4)  die  Form  an: 


J  *sl/l— )t2si] 


wo  #i   und  ^s  Polynome  von  Adl^  sind  und  0<Ar<l  ist    Durch 
Diyision  und  durch  Zerlegung  in  Partialbriiche  lässt  sieh  Bi  schliesslich 


£  ■ 


§  26]  207 

auf  eine  Summe  von  Integralen  rednciren,  welche  sämtlich  in  einem 
der  beiden  folgenden  Integrale  enthalten  sind: 


6)  /*    (Biny)«» 

7)  T  -^  ^ 


-A 


(Ä+ö'8in»9>)~  l/l— /r^sin«^ 
Es  sind  m  und  n  ganze  Zahlen,  und  A  und  g  beliebige  Quantitäten. 

Zur  Abkürzung  setze  man  J  =  l/l — A^sin^^o.  Differentiirt  man  den 
Ausdruck  J.cos9).(sin9P)^""^  nach  g?,  setzt  rechts  cos^ 9p  =  1— sin* jp, 
bringt  alle  Terme  auf  den  Nenner  J,  so  folgt: 

d{A .  eosy(siny)^^*~^)  _     /r*  (1 — sin*  y)  (sin  y)*»-*  ^  (1— Ar*  sin*  y)  (sin  g?)**-* 
dq>  J  A 

Integrirt  man,  so  folgt  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichung  6): 
8)   A .  cosg)(sing))»»-»  =  (2n— 3)Ä«a— 2(n— 1)(1+**) jy»-.i+(2n— l)**ir«. 
Nimmt  man  hierin  nBs2, 3...,  so  bemerkt  man  leicht,  dass  von  n=s2 
an  sieh  Hn  ausdrücken  lässt  durch  einen  algebraischen  Teil  in  Be- 
ziehung auf  sing)  und  die  beiden  Integrale  H^  und  H\, 

Nimmt  man  n  negativ,  so  sind  alle  Integrale  auf  H^  und  H^\  re- 
ductibel,  man  kann  sich  auch  in  diesem  Falle  des  Integrals  Jm  be- 
dienen. Um  fllr  Jm  zu  einer  Reductionsgleichung  zu  gelangen,  diffe- 
rentüre  man  den  Ausdruck: 

^*sin9)Cosg)J 


(Ä+^sin*g))" 

Auf  der  rechten  Seite  bringe  man  wieder  sämtliche  Terme  auf  den 
gemeinschaftlichen  Nenner  J,  setze  im  Zähler  ^sin*g!)  =  A+^8in*g) — A, 
^*sin*g)«— (A+^sin*g))* — 2Ä(Ä+^sin*g))+Ä*.  Integrirt  man  darauf,  so 
ergiebt  sich  ohne  Schwierigkeit  die  Reductionsgleichung: 

.-K2m— 8)  [ö''+2Afl^(l+*»)+3A«*«]r«_i+2  (m— l]p  (0-+ A)  (ct+AÄ»^,. 
Ist  m  poailiy,  setzt  man  m  — 3,  3,....  so  Ittsst  sich  Tm  allgemein  aus- 
drucken durch  algebraische  Functionen  in  Beziehung  auf  sin^)  und  die 
Integrale: 

Aus  dem  Vorhergehenden  folgt,  dass  das  allgemeine 
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elliptische  Integral  H  in  1)  sieh  ausdrüeken  lässt  durch 
algebraische,  logarithmische  und  trigonometrische  Func- 
tionen und  die  drei  Integrale: 

dg) 
Ä+^sin^flp  A 

Als  besondere  Fälle  sind  die  folgenden  von  Interesse.     Nimmt 
man  A  =  0  und  ^  =  1,  substituirt  in  9)  für  Tm.  seinen  Wert,  so  folgt : 

COSQO.J  r:\fo     /  ^^ 


/dq>        /sin^gj  ,  /*        1 


10) 


=  — (2m— 5)*»   /;. 


(ging))»"^  '^'""  ./  (sin  gD)«'»-«/f 


M2m-4)(l+k^)f^^  -(2.-B)ß-. 


(sing))2^M 

Zu  dieser  Gleichung  ist  noch  die  folgende  zu  bemerken,  welche  man 
aus  6)  und  8)  fttr  n  =  1  erhält : 

Fttr  A  =  1  nnd  ^  —  — i  giebt  die  Gleichung  9),  wenn  J»  ans  7)  sabsti- 
toirt  wird: 

12)  ,-^?^L5  ^  =  -(2m-5)*»  '^      '^ 


/ 


(cosg?)^'*-*  /  (cos9))*"-*^zl 

dq> 


■/ 


+(2«,-4)  (2*^-l)y^^^^+(2».-3)(l-A:^)y^ 


(co8g))**~^zl 
Nimmt  man  endlich  ä  =  1,  ^  =  —k\  also 

-/ 

so  giebt  die  Gleichung  9) 


r   —  f  —^ 


^Qv  A:^ sing? COS gp ,„       ^^    /    </g? 

16)  -^ 


^«—3 


=-(2m-5)y^ 


Zu  etwas  anderen  Reductionsformeln  gelangt  man,  wenn  man  sich 
der  von  Richelot  genauer  untersuchten  Substitution: 

_  a+bt 
^  ~  a'+b't 

in  das  Integral  der  Gleichung  1)  be.dient,  wo  t  eine  der  Functionen 

p 

sin  %  cos  g>  oder  tang  q)  ist    Es  geht  dann  -   über    in    eine   rationale 

Function  von  sm%  cos 9)  oder  tang 9).  Ist  n  eine  ganze  positive  oder 
negative  Zahl,  so  lässt  sich  //  darstellen  als  ein  Aggregat  von  Inte- 
gralen, welche  in  einer  der  folgenden  Formen  enthalten  sind: 


^ 
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(y+tangflD)" 


Für  diese  Integrale  hat  Richelot  (Crelle  J.  XXXIV,  25)  folgende 
Rednetionsgleiehnngen  aufgestellt: 

15)  (a+8in9))»C089)/l  ==  w(l— a^Xl— ^2ß2)^^i-|.(2n+l)a(l+A2— 2a2^2)^„ 


16)         Ä'2(^+eos  9))»8in  q>A  =  n  (1-/92)  (^'2+^2^2)  ^„_, 

+  (2n+l)i3(Ä'^it2+2^2|J2)^^-_(„+l)(^'2— ^2+6^2^2)  i?^i 

+2  (2n+3)/9^2^„+2— (n+2)  A:22?„^_3. 


17)  (/+tang9))'  --^^--  =  ,1(1+72) (l+/r'2y2)^^_, 

— (2«+ 1)7(1  +/r'2+ 27V/2)6;  +(n+ 1)(1  +^'2+ 672A-'2)6r„+i 
— 2(2«+3)7A:'267»^.2+(n+2)A:'26?^8. 


In  den  Gleichungen  15),  16)  und  17)  ist  wie  früher  /r'2  =  1 — ^2. 
Nimmt  man  n  =  0,  1,  2,...,  so  folgt,  dass  sich  allgemein  An  ausdrücken 
lässt  durch  A^^  Ä^^  Aq  und  A-.1.  Ebenso  ist  ersichtlich,  dass  die  Inte- 
grale, welche  sich  fllr  n  =  — 1,  — 2 . . .  ergeben,  ebenfalls  auf  A-i^  4,  Aq 
und  A^i  reductibel  sind.  Dasselbe  gilt  natürlich  für  die  Integrale 
Bh  und  6n.  Es  sind  also  die  sämtlichen  elliptischen  Integrale  auf  die 
zwölf  folgenden  reductibel: 

Aq^  Ai^  i<2,  i4— 1; 
Bq,  Bij  B^,  B—i\ 

^0»  ^i>  ^1  ^— 1« 

Diese  12  Integrale   sind  aber  in  Wirklichkeit  auf  drei  von  einander 
verschiedene  zurückzufahren.    Es  ist  nämlich: 


-f^V 


*^d<p. 


^ 


\^' 


Enn«p«r,  eUipt.  Fonotionen.    %.  Aufl.  14 
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d9-^iog 


20) 


1+     ^ 

/COBO).  1  .    /,    .       V         1         i.         *8il 

— — i  dg)  =  --arcsin(Asin9>)  »=  -rarctang  — -. 

/ 


tangg)  .         1  ,  A 


21) 


kU^  =  (1+A«a«)  /  -^ 


>/^/ 


A»Ä,  —  (ßik^—k'^ 


/^/ 


Adg>+2ßk 


k"^a,  =  y^k!i  f-^-  rAd(p+2rh!''  f^^dip+i&ng^A, 


In  i^i  setze  man: 

1 


a+sing? 
Analog  in  B-ii 


a — ainy  _1  i  Ji     sin^ 


sing) 


«2— sin^g?       a     aa* — sin^g)     a^ — sin^g? 


1 ß    f.  .         8in*y       \  ,     .    cosgp 

JOS  g>  ~     1— j9^  V      1— i?^^— sin«  g)J  "^  1— j9«— sin*  g? 


/9+cos 
Endlich  in  6L.1  setze  man: 


1        y — tangg)  if  _^ sin^  "1 sin  g?  eos  g> 

y +tang g> "" y*— tang* g) "~  /L      y^(l+y*)8in^9pj      y*— (l+7^)Bin2g) 


Man  findet  dann: 


A-i  ='- 


22) 


1  Z*^  ,  j^  /*    sin^    rfg) /*     sing) 

«/    J      a^l         sin^g?  /I       /  a* — ginig) 

a* 

^ ß_  fd^^ ff        /*    sin^y     rfg 

'  1—^1/     ^      (^—P)\/    -_Bin2g)  zl 

/cosg)        d^ 
1— j92_gi^gp  zl 


£fg) 


----  1 


+ 


c_, 


1  /*^  ,   1     /*       flin^y 


dg> 


/ 


sing)  cosg)      dg) 


y*— (l+r*)8i»*y  ^ 
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Die  letzten  Integrale  auf  den  rechten   Seiten  der  vorstehenden 
Gleichungen   redaciren   sich   auf  Logarithmen.     Man   verificirt  leicht 

durch  Differentiation  die  folgenden  Resultate:  

I  /l— ^»a2   eosy 

/siny     dq>      _1 1 ,        '^V     \—a^   '     A~ 


«2— sin^g?  A  2^[^\—c?){x—k'^d?) 


I 


cos?)       dip 1  1  .         y     1 — ^ 


I  /l — k'^a?'   eosy 

1+1/ _  .__ 


1  —ß^—ÄTi? 91  A       2 1/( i_|92)(A*i + *i|Ji) '"'°  j_ I  /lei+lfl^    k»m(p 


ginycoay       d^ 1 1 .  V  1+A'»y 


^WBh-^ 


J  /"— (/^+ 1)  sin2  ip  A         2  l/(l+y«)(l+jt>2y2)  *''^        I  /  y^+1 

Die  beiden  ersten  Integrate  ergeben  sich  durch  die  Substitution: 

sin^  =  — ~- 1  das  dritte  Integral  mittelst  der  Substitution  A  =  z.  Führt 

die  Reduction  auf  Integrale,  welche  nur  gerade  Potenzen  von  singo, 
cos 9)  oder  tanggo  enthalten,  so  lassen  sich  die  Gleichungen  15),  16) 
und  17)  durch  einfachere  ersetzen.  Da  die  Reductionsgleichungen, 
welche  von  Richelot  herrtthren,  in  vielen  Fällen  sehr  nützlich  sind, 
so  sollen  dieselben  hier  angemerkt  werden.    Man  setze: 

p  =  /^^f+sin«g))"  f(ß±Go^g>r  . 


23) 

/  ^ 


«.=/ 


dg), 
dann  ist: 

24)  (a+8in»9))"8ing)C08g5J  =  — 2no(l+a)(l+**o)/»,,_i  -^ 
+(2n+l)  [1+2«  (l+*»)+3o»*»]  P«— <2«+2)  (l+*»+3oF) />,+! 

+(2n+3)A:»A+i. 

25)  (^ + cos>  gt))"  sin  9)  cos  9)  J 

=  2«  ß(l—ß)ik'^~k^ß)  P^i— (2n+l)[*'»+2^(A'»— *«)— 3|9»A»]  P, 
+(2n+2)(*'»— *«— 3|3A»)  ßM-i+(2n+3)  A»  P,+,. 

26)  Ö±t!5ig|^.£^  =  _2„y(i_y)(i_*'V)Ä^x 

— (2«+l)[l-2r(H-*'»)+3rV»]Ä«+(2n+2)(l+A'»— Sj'Ar'«)  Ä^-i 

+(2n+3)*'»  AhH- 


k.. 
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Die  drei  einfachsten  Integrale,  welche  die  Untersuchung  nach  dem 
Vorgange  von  Legendre  ergab,  sind  die  folgenden: 

dg) 


ß,  /^*  A-^ 


Diese  Integrale  gaben  Legendre  Gelegenheit,  die  elliptischen  Inte- 
grale in  drei  Gattungen  zu  teilen  und  auf  folgende  Art  mit  beson- 
deren fnnctionalen  Bezeichnungen  zu  versehen.    Setzt  man : 

27)  F{q>)=  '  ^^ 


•k^  sin»  ip 

0 

80  heisst  fXg>)  das  elliptische  Integral  erster  Gattung  (vergl. 
§  6).    Ist  es  nötig  den  Modul  k  mit  anzumerken,  so  soll  F{(p,k)  statt 

F{g>)  gesetzt  werden.    Für  g>  =  ^  setzt  Legendre   Fi-,  k\  =  F^{k), 

Abgesehen  von  der  Unbequemlichkeit  dieser  Bezeichnung  ist  dieselbe 
durch  die  von  Jacobi  gebrauchte  Bezeichnung  der  Integrale  K  und 
K'  (§  6  Gleichungen  6)  fast  ganz  in  Wegfall  gekommen. 

Das   elliptische   Integral  zweiter  Gattung  E{q>)  definirt 
Legendre  durch  folgende  Gleichung: 

28) Ei<p)=  HiZIi^^^^  r^=^^-k^ ß_^^ä^. 

t-/o  •''O  *^0 

Es  ist  E{q>^k)  statt  E{q))  zu  setzen,  wenn  der  Modul  angemerkt  wer- 
den muss. 

Als  Integral  dritter  Gattung  definirt  Legendre  das  folgende: 

dq> 


/"^ 1 
l+nsi 


29)  n{g>)  —  .  ,  .      .  ,       , 


Die  durch  Z7  bezeichnete  Function  enthält  eigentlich  drei  Argumente, 
die  obere  Grenze  q)  des  Integrals,  den  Modul  k  und  eine  beliebige 
reelle,  imaginäre  oder  complexe  Grösse,  welche  Legendre  den  Para- 
meter nennt.  Ist  der  Modul  oder  der  Parameter  bei  Integralen,  welche 
mit  einander  verglichen  werden,  nicht  derselbe,  so  muss,  je  nach  Um- 
ständen, eine  oder  beide  der  bemerkten  Quantitäten  unter  dem  Func- 
tionszeichen  n  mit  angemerkt  werden. 

Ueber  die  Bedeutung  der  drei  Legendre'schen  Normalformen: 

dq> 


/*-'•  f^^-^ji 


=  n 


(l+nsin«?))^ 

äussert  sich  Königsberg  er  („Zur  Geschichte  der  Theorie  der  elL 
Transc."  p.  $)  treffend  folgendermassen :  ^Mit  dieser  Reduction  auf 
feste  Normalformen  ist  aber  das  Fundament  der  Theorie  der  ellipti- 
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sehen  Integrale  gelegt ;  es  sind  die  wesentlichen  irrednctiblen  Integrale 
gefunden,  welche  der  Quadratwurzel  aus  einem  Polynome  vierten 
Grades  zugehören,  und  es  ist  damit  eine  Reduction  geleistet,  die  später 
mit  Zuhülfenahme  der  Eigenschaff;  dieser  drei  Integralklassen,  entweder 
gar  nicht,  oder  nur  in  der  Unendlichkeit  algebraisch  oder  in  zwei  ver- 
schiedenen Punkten  logarithmisch  unendlich  zu  werden,  die  Veran- 
lassung zur  Einteilung  der  allgemeinen  AbeTschen  Integrale  in  solche 
erster,  zweiter  und  dritter  Gattung  geworden  ist.'' 

Wenn  wir  in  das  elliptische  Integral  erster  Gattung  setzen 

so  erhalten  wir 


/y       rfy         ^   r^  dx 


•k^x'^) 

^  0 

wenn  wir  aber  setzen 

sin^flp  =  y, 
so  wird 

Auch  dieses  letztere  Integral  könnte  man  statt  der  Legen dre'schen 
Form  zum  Ausgangspunkt  für  die  Theorie  der  elliptischen  Functionen 
nehmen.  F.  Klein  hat  in  seiner  Abhandlung:  „Uebcr  die  Trans- 
formation der  elliptischen  Functionen  und  die  Auflösung  der  Glei- 
chungen fünften  Grades'*  (Clehsch  Ann.  XIV,  ii6)  betont,  dass 
alle  Entwickelungen  in  der  Theorie  der  elliptischen  Functionen,  welche 
an  Jacobi's  Darstellungsweise  anknüpfen,  sich  im  Wesen  der  Sache 
auf  das  Integral 


J  l/y(i-y)(i-/ 


30) 

beziehen.    Denn  die  Perioden,  welche  zu  dem  Legen  dre'schen  Inte- 
gral  gehören,   sin^  nach   Jacobi's   Bezeichnung  4A^,  2iA^'  (s.  S.  51), 

während  das  Integral  30)  die  Perioden  2A;  2iK'  ergiebt;  es  ist  aber 

nK'  nie 

(9)  in  §  11,  S.  71)  ^  =  «     ^    und  nicht  e    2^. 

§  28.    Die  elliptisohen  Integrale  zweiter  Chittnngr.    Additionstheorem. 

Die  Gleichungen  27)  und  28)  des  vorigen  §  subtrahirt  und  durch 
k'^  dividirt  geben: 


214  [§  28 

Man  könnte  auch  das  rechts  stehende  Integral  als  Typus  des  ellipti- 
schen Integrals  zweiter  Gattung  nehmen.  Die  Bezeichnung  E{q>)  ver- 
dankt nur  dem  zufälligen  Umstände  ihre  Entstehung,  dass  das  Integral: 


2)  E{^)=  I   l/i— Ä^sin^flprfg) 


8   = 


der  allgemeine  Ausdruck  ftlr  den  Bogen  einer  Ellipse  ist 

Ist  nämlich  a  die  grosse  Halbaxe,  h  die  kleine  Halbaxe  der  Ellipse 

—  4-  — ==  1 
a2  ^  ft2      ^' 

so  wird  der  Bogen  vom  Scheitel  der  kleinen  Axe  bis  zum  Punkte  x,  y 

ausgedrückt  durch  das  Integral : 

wo  das  Quadrat  der  Excentricität  e^=  — ?— ist  Setzt  man  a:=asina), 

80  erhält  man: 

/^  
l/l— «^sin^gj.rfg). 

Verbindet  man  das  Gentrum  der  Ellipse  mit  dem  Punkte,  in  welchem 
die  verlängerte  Ordinate  y  den  mit  a  um  die  Ellipse  beschriebenen 
Kreis  trifft,  so  ist  q>  der  Winkel,  den  diese  Verbindungslinie  mit  der 
Halbaxe  h  bildet  Das  Gomplement  dieses  Winkels  heisst  die  e  x  c  e  n  - 
trische  Anomalie. 


/ 


viele  der  Integral< 
F{x)  dx 


\/rJx) 

wo  F(x)  und  R{x)  ganze  Functionen  von  x  und  R{x)  vom  dritten  oder 
vierten  Grade,  auf  das  obige  den  Ellipsenbogen  darstellende  Integral 
zurückführen  liessen,  war  die  Veranlassung  zu  den  sehr  wenig  ge- 
eigneten Bezeichnungen:  elliptische  Integrale  und  elliptische 
Functionen. 

Setzen  wir  in  2)  sin  g)  =  x,  so  erhält  das  elliptische  Integral  zwei- 
ter Gattung  die  Form: 


n 

Für  (p=  -   nennt  Legendre  e{^^  kj=   t     \/i — /r^sin^^prfy 
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das  ganze  elliptisehe  Integral  zweiter  Gattnng  und  setzt 
e(-,  k]  =  E^(k).  Diese  etwas  nnbeqneme  Bezeichnung  soll  durch  die 
folgende  ersetzt  werden,  deren  sich  auch  Jacobi  bedient  hat: 


5) 


E 


n 


il^hf 


j£'(?,jf)=  /  ^\/l—k'^mji^g)d9>  =  £r. 


0 

In  algebraischer  Form  lauten  diese  beiden  bestimmten  Integrale: 

^0   i/r=^x»       ^0 1/1— *Vi— A*««» 

Ebenso  wie  das  vollstilndige  ellipÜBohe  Integral  £  (s.  S.  33)  lässt 
sich  anob  E  nacb  Potenzen  von  k^  entwickeln.    Man  erbält  sofort 

"-i-(ir?-(H)'?-ö'T--!f- 

Zu  dieser  Entwickelnng  kann  man  noch  auf  eine  andere  Weise  ge- 
langen.   Differentiirt  man  nämlich  2)  partiell  nach  Ar,  so  erhält  man: 

dE{(p) 


"     V  ]/l-k^fm^fp'^^' 


dk 

t/o 

folgüch  nach  1)  8j(y)      ^(y)— /-(y). 

and  wenn  man  ebenso  F(9>)  partiell  nach  k  differentiirt: 


<**         JJ   1/(1— A»  sin«  9)» 


mithin 


dF(q>)  ^  J^  rzCy)— A'» J'(y)       A  sin  y  eosy  1 
Sk    '"kf^l  k  t/l-A»sin»^J' 


Fttr  9>  =  X  ergiebt  sich  hieraus 

8)  ^=*'<^+*'a'D' 

wodurch  die  Entwickelnng  7)   unmittelbar  aus  der  für  K  (S.  33,  §  6) 
gewonnen  wird. 
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Für  k^  die  nahe  an  1  sind  ^  entsprieht  der  S.  33  gegebenen  L  e  - 
gendre-Schlömileh'schen  Entwiekelung  von  K  folgende  fttr  E: 


WO 


^'  ~  ^  (^)~r^2'  ^' = ^^~r2""3h'  ^' = ^' 


3.4     6.6'*   • 

Man   erhält  sie,   wenn   man   in   die  Gleiehnng  6)   k*  fttr   k   einführt. 

Sehlömileh  giebt  in  seinem  „Compendium  der  höheren  Analysis'* , 

IL  Bd.  2,  Aufl.  i8y4,  das  auf  Seite  281 — 470  einen  vortrefflichen  Ab- 

riss  der  Theorie  der  elliptischen  Integrale  und  der  elliptischen  Fnnc- 

24 
tionen   enthält,   zur   Formel  7)   das  numerische  Beispiel  ^  =  q.,  also 

7 
k*  =  — ,  und  erhält  durch  Berechnung  der  j9  bis  zu  /9i2  fttr  die  Länge 

des  Quadranten  der  Ellipse  mit  den  Halbaxen  25  und  7  den  Wert 
iE:— 27,163662. 

Zu  einer  einfachen  Entwiekelung  von  K  und  E  nach  Potenzen 
von  k  gelangte,  mit  Hülfe  der  Oammafunetionen ,  A.  Ra dicke 
(Sehlömileh  Z.  XVI,  442 — 44 j,  i8j6).    Auch  mit  Hülfe  der  zuerst 

von  W.  Roberts  (LtouviUe  J.  (i)  XIX)  gegebenen  Formel: 

n 
V    lo|rin£_  1  1     ^ 

l/l-)t2sin2g)  ^2        ^A      4     ' 

die  schon  oben  (S.  96)  benutzt  worden  ist,  und  fUr  welche  A.  Wang&rin 
kürzlich  (Sehlömileh  Z.  XXXIV,  iig — 126)  zwei  einfache  Beweise 
veröffentlicht  hat,  lassen  sich  die  vollständigen  elliptischen  Integrale 
erster  und  zweiter  Gattung  nach  Potenzen  von  }i  entwickeln. 

Das  Additionstheorem  Euler^s  fttr  die  elliptischen  Integrale  erster 
Gattung  hat  Legendre  veranlasst,  na(!h  einem  ähnlichen  Satze  fttr 
die  Function: 


/ 


l/l— *2sin2g)dg) 


0 

zu  suchen,  eine  Untersuchung,  welche  insofern  Erfolg  versprechen 
musste,  als  geometrische  Betrachtungen  schon  vor  den  Arbeiten  von 
Legendre  zu  bemerkenswerten  Sätzen  geftthrt  hatten.  Diese  Sätze, 
welche  sich  auf  Addition  von  Ellipsenbogen  beziehen,  enthalten  be- 
sondere Fälle  des  Additionstheorems.  Durch  folgende  einfachen  Be- 
trachtungen ist  Legendre  (Fönet  eil  I,  4jJ  zu  seinem  Satze  gelangt. 
Die  Winkel  9p,  ^?  und  0  seien  durch  die  Gleichung  verbunden: 
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10)  F(^)+F(ti>)=F(a). 

Setzt  man  in  der  Gleichung  37)  von  §  26 :  sin  am  (u+v).  sin  am  v ,  Jamu 
+ cos  am(M + 1') .  cos  am  i; = cos  am  tt  zuerst  9>  =»  am  tt,  y = am  t;,  ö  =  am(M  4- 1;) 
und  dann  9)  =  amr,  y  =  amu,  ö  =  am(w+t;),  so  folgt: 

cosocosi^+8inosin^J(9))  =  cos  9), 
cosocos^+sin^^sin^)  J(^)  =  cosv'- 
oder: 

-ii\     .*/    X         COSAP— COSÖCOS^        j,    ^         COStp — COSÖCOSO) 

11)    J(9))  =    ^^ ; ^,       J(tp)  =   ^. ; ^. 

^      "^  sinösmip  ^  sinösin^) 

Man  setze: 

12)  E(g>)+E(tp)—Eia)  =  P 

und  sehe  0  als   eine  Constante  an.    Die  vorstehende  Gleichung  giebt 
dann  differentiirt: 

/l(g>)dg>+J(tp)dti>  =  dP. 
Setzt  man  hierin  für  ^(9))  und  J(i^)  ihre  Werte  aus  11),  so  lässt  sich 
dP  auch  auf  folgende  Art  darstellen : 

^3.      ^p^  cosy-coBOeosy         eosy^-coBOcoay 

^  smösiny         ^  smosing)         ^ 

sin  y  cos  y  (/y  +  sin  y  cos  y  tf y — cos  o  (cos  y  sin  y  tfy + cos  y  sin  tp  rftp) 

sinosiny  sinip 

tf(sin^y+sin^y+2cosacosycosy) 

2sinosinysiny 
Wegen  der  Gleichung  1)  §  26  ist  aber: 

y^(g>))^ 

-Ar^sin^ysin^y 
•  «     .    •  o     .  ^cosycosip — 8inysintpJ(y)J(ip) 

oder  einfacher  mit  Hülfe  der  Gleichung  2)  §  26: 

2 — sin^ö+Ä^sin^y  sin^V'sin^ö  =  sin^y+sin2tp-|-2cosocosycosV'. 
Da  0  constant  ist,  so  folgt  durch  Differentiation: 

^(/r^ain^y  gin^y  gin^ö)  =  rf(sin*y+sin*ip+2cosöcosy  costp). 
und  die  Gleichung  13)  wird  hierdurch: 

14)  dP=^k^d  (sin  y  sin  tp  sin  ö). 

Nach  10)  ist  y  =  0  für  tp  =  0,  dann  verschwindet  P  nach  12),  durch 
Integration  erhält  man  also  aus  14): 

P -B  A:^  sin  y  sin  tp  sin  a, 
d.  i.  nach  12): 

15)  E(^)+E(tpi) — jF(ö)  =  A:2sinysinv>sinö. 

Diese  Gleichung  enthält  das  Additionstheorem  der  ellipti- 
schen Integrale  zweiter  Gattung. 

Es  lehrt,  die  Summe  zweier  elliptischen  Integrale  zweiter  Gattung 


«    /.     ;o  •  9     •  o^x  •  o^      ^    [sin y COS tp J(y)+ sin v> COS yJ(y)]' 
2— (1— /:2 gin^^) sm^y) sm^ 0  =  2 — ^- — - — 7    ,0  »\ — ^ — zi__vr^J. 
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dnreh  ein  einziges  derselben  Gattung  vermehrt  um  ein  Glied,  dessen 
Integration  nicht  erforderlieh  ist,  anszndrtteken.    ö  kann  wieder  durch 

die  Formel  fUr  tg-  S.  184  berechnet  werden. 

Fttr  9>  =  am  tt,  ^  =s  am  t^,  a  — i  am  (u+v)  nimmt  die  Gleichung  15)  fol- 
gende ttbersichflichere  Form  an: 

16)  E(B.mu)+E(Bmv) — E[Bm(u+v)]  =  Ar^snwsnt; sn(M+i;). 

Die  eigentliche  Bedeutung  des  elliptischen  Integrals  zweiter  Gat- 
tung basirt,  wie  Jacobi  in  §  47  der  „Fundamenta"  gezeigt  hat,  auf 
der  Einführung  elliptischer  Functionen  und  deren  Entwickelungen  in 
Reihen.  Um  diese  Resultate  zu  gewinnen,  setze  man  in  der  Gleichung 
2)  9)«>amu  und  nehme  amip  zur  Integrationsvariabelen ;  alsdann  er- 
hält man: 

17)  j5:(am  u)  =  /"  "dn  V  dw, 

0 

Fttr  w=  —  und  «;-  —  folgt  aus  17): 

71  7t 


E  ( am  • —  j  -=  —  /    an* — dz. 


0 

Setzt  man  rechts  nach  Gl.  87)  in  §  24  (S.  174): 


00  o_  OO 


(M)W?f'-.«:Sä:?^.+s?i^-»^« 


und  führt  die  Integration  aus,  so  folgt: 


<X>  o_  -I  00 


«)  «/.(™»fi=)=[>+s2^^]«+.Sj4,*,„. 


Unter  Zuziehung  der  Bezeichnungen: 


n  n 


19)    E=  f^^i—kHm'^q>dq>,  E  =  f\l—h!'^ATi^q>dq> 


7t  2 

giebt  die  Gleichung  18),  a:  =  -  gesetzt  und  mit  -  multiplicirt : 


2  "  7t 

OD 


2K    2E  ^^^      Q^'' 

20)  -^•^  =  i+82ä:f?o' 


Bei  dieser  Gelegenheit  sei  bemerkt,  dass  die  von  x  unabhängigen 
Terme  der  Gleichungen  35)  und  36)  in  §  24  sich  durch  A\  E  und  k 
ausdrücken  lassen.    Die  bemerkten  Gleichungen  geben: 
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21) 


a 


(-7/ 


Für  am =  a)'  folgt  — dx=^-7=  ^  und: 

^         ^        "^     :i:  l/l— it^ginV 

;r  TT 


:*  #      sn* (to  =  —  / 

/  J€  7t    1 

«/ft  t/n 


7t  « 


/  ^  jr  / 

t/o  t/o 


2Ä^(.&— Ä'^ÄT) 


^ 


Mittelst  dieser  Gleichnngen  lassen  sieh  die  Gleichungen  21)  wie  folgt 
schreiben: 


)-«? 


*  Sr-l 


2K  (2K_  2r\       ^ q 


rr«  1 


2A-/2ig  2Jir\  _  ^       g»^-^ 

Die  Gleichung  18)  lässt  sich  nach  20)  einfacher  schreiben: 

^;         — i?  am = h4]T^  ,       >_sin2ra;. 

jr     \       ;r  /       jr     :w:         '^l — <r 

Hiermitist  auch  das  elliptische  Integral  zweiter  Gattung 

am — j  in  eine  Reihe  entwickelt,  die  nach  dem  Sinus  der 

Vielfachen  von  x  fortschreitet  Jacobi  führt  (Fund.  §  4y,  Ges.  Werke 
I,  i8';J  für  den  periodischen  Teil  dieses  Ausdrucks  eine  neue  Function 
Z  ein,  indem  er  setzt: 

2^)  ^^(^j-^2-i=:^rBm2rx. 

Diese  Jacobi'sche  Function  Z{u)  ist  also  mit  der  Legendre'schen 
E{u)  durch  die  Gleichung 

25)  Z{u)  = 5lJ= — ^  — ^tt)— -u 

2Kx 
verbunden,  da  am =  amu  =  9)  ist    Jacobi   entwickelt  in  den 

3t 


47  und  48  der  Fund,  die  Haupteigenschaften  dieser  neuen  Function 
Z{ii)  und  führt  dann  in  §  52  die  Function  6(u)  durch  die  Definition: 
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(Ges.  Werke  I,  igg)  ein.  Dass  die  Function  Z(u)  die  logarithmische 
Ableitung  von  #(x)  ist,  folgt  aus  der  ersten  Gleichung  38)  in  §  24, 
die  nach  x  differentiirt: 

^l?|*^-=42;^8in2ra: 
dx  ^  1 — (^ 

giebt  Ans  dieser  Oleichnng  nnd  der  Oleiehnng  28)  ergiebt  sich  nnn 
für  das  elliptische  Integral  zweiter  Gattang  folgende  Definition: 

26)  ?f^fam?^U?^?^  +  ^??i*^. 
'  jt     \       n  J       X     X  dx 

Bringt  man  den  ersten  Term  rechts  anf  die  linke  Seite,  so  lässt  sich 
folgende  symmetrische  Oleichnng  herstellen: 

on\  '^^i.l     2J&:\     2i:„/      2JKr\       rflog^(a;) 

27)  — Ä(  am ) F\  am =  — °         > 

X     \       X  )      X     \       X  )  dx 

Mittelst  dieser  Gleichnng  fand  Jacobi,   dass  sich  umgekehrt  -^^ 

durch  ein  Integral  ausdrücken  lässt,  welches  unter  dem 
Integralzeichen  die  elliptischen  Integrale  erster  nnd 
zweiter  Gattung  enthält  Integrirt  man  nämlich  diese  Gleichnng 
zwischen  den  Grenzen  0  und  Xj  bezeichnet  die  Integrationsvariabele 
durch  z,  so  folgt: 


/ 


[2^^^(amM?)_M^(an.?f)]«,.  =  log*(.)_log*{0), 


oder  am —  =  9)'  und  am —  =  9  gesetzt: 

X  X 


f 


*9KE(ip')-EF{9')        _ ,      »(x) 
Diese  Gleichung  giebt: 


wo  also: 

^^        dg>'  2Kx 


£ 


/l— Ar^sinV'        ^ 

ist     Zu   der  Gleichung  28)  ist  Jacobi  in  §  52  der  „Fundamenta*' 
(Ges.    Werke  I,   igg)  durch  Untersuchung  des  elliptischen  Integrals 
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dritter  Gattung  gelangt  und  bediente  sich  dort  derselben  zur  Definition 
der  Theta-Function.    Umgekehrt  giebt  die  Gleichung  28),  wenn 


^(0)  =  \J 


2VK 


gesetzt  wird,  die  Function  ^(x)  ausgedrückt  durch  k  und  (p. 

Die  Jacobi'schen  Functionen   E{u)   und   Z(u)   lassen   sich  leicht 
durch  die  Sigmafunction  c^u  ausdrücken.    Nach  14)  in  §  10  (S.  62)  war 


snV^i— ^3U)- 
Daraus  folgt,  da  lO'  =  ^^^  ist, 

dn^  (l^;=73t.)  -  i-ö  gn^  (i/^;z:73u)  -  1-^F^^- 

61 — ^3  pw — e^ 

Ferner  war  nach  8)  in  §  23  (S.  158): 


also 


6iff 


d^  d^ 


oder,  nach  26)  in  §  10  (S.  66): 

Führen   wir  also   in   die  JacobPschen  Function   E{u)  das  Argument 
l/^i — e^u  ein,  so  erhalten  wir 

29)  i?(l/^r=^s«)  =  ,7=i=f^+g,tt)» 

(Weierstrass-Schwarz,  Formeln  Art  j^J, 

Nehmen  wir  in  den  Definitionsgleichungen  6)  der  bestimmten 
Integrale  E  und  E  die  Integrationswege  direct  und  setzen  wir  ausser- 
dem voraus,  dass  der  reelle  Bestandteil  der  Quadratwurzeln  positiv 
sein  soll,  so  wird 

30)  E=^±^.    p^M+h^ 

Vei—ez  Vex—e^ 

(Weierstrass-Schwarz,  Formeln  2p, aj,  mithin  nach  15)  in  §  10: 

31)  f l-(Z+eX 

K     Ci — e^\co      7 

Setzen  wir  diesen  Wert  in  die  Definitionsgleichung  25)  für  2(u)  ein, 

nachdem  an  Stelle  des  Argumentes  u  l/^i — e^u  genommen  ist,  so  er- 
halten wir: 
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oder 

(WeierstrasS'Schwarz,  Formeln  Art  j^J, 

Das  elliptische  Integral  erster  Gattung  hatte  nach  der  Bezeich- 
nung von  Weierstrass  die  Form: 


j.  /« 


5 

WO 

und 

P'U  =.  —1/4*'— ^2  *— ^8 

war.  Die  Perioden  2a>,  2(d'  wurden,  wie  wir  in  §  10  gesehen  haben, 
definirt  durch  die  Gleichungen 

K  ,         ITi 

CO  ^  — T-  1       CD  ■"     ,  — 

l/^t— ^5  1/^1—^8 

und  es  war  der  reelle  Teil  von  — ;  positiv,  und  wenn  €o+a)'=(o"  ge- 
setzt wurde,  so  war 

Die  reellen  oder  complexen  Wurzeln  ^i,  ej,  ^3  waren  so  geordnet,  dass 
wenn  die  sie  darstellenden  Punkte  in  einer  geraden  Linie  lagen,  ej 
dem  mittleren  Punkte  entsprach. 

Als  l^ormalform   eines   Integrals   zweiter  Gattung  nimmt 
Weierstrass  die  Function 

ifu /**  sds 

und  bestimmt  die  Integrationsconstante  in  der  rechts  stehenden  Inte- 
gralfunction  durch  die  Festsetzung,  dass  die  für  hinlänglich  grosse 
Werte  des  absoluten  Betrages  von  s  geltende  Entwickelung  eines 
Zweiges  dieser  Integralfunotion  die  Gestalt 


/ 


"        ^    \       24    *»     40    «8^"V 


annimmt,  wobei 

zu  setzen  ist  (IVeierstrassSchwarz,  Lehrsätze  etc.  j6,  4  u,  ej.    Aendert 
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sich  u  um  2a>  resp.  2(d',  so  ändert  sich  —   um   ^rj   resp.   2rf\   daher 

heissen  29,  2^'  die  Perioden  des  Integrals  zweiter  Gattung. 

Wir  wollen  nun  zeigen,  dass  das  von  Legendre  gefundene  Ad- 
ditionstheorem fttr  die  elliptisehen  Integrale  zweiter  Gattung  eine  nn- 
mittelbare  Folge  des  Ad^tionstheorems  von  Eni  er  ist,  sobald  man 
von  der  Gleichung  17)  ausgeht.    Die  Gleichungen  3)  von  §26  geben: 
An/       \    A  n/    t   \      ..«suijcnzdnzsnvcnvdnr 

^  '  (l—k^SJi^ZBTfiv)^ 

dBü}z 
Da  nun  2snz  cnz  dn;2  =  — ^ — ,  so  lässt  sich  die  vorstehende  Gleichung 

auch  schreiben: 

An/       X    j  0/    .   N      ^,,rf  snvcnt^dnvsn^z 

Diese  Gleichung  nach  z  zwischen  den  Grenzen  0  und  u  integrirt  giebt: 

33)  r^inHz-v)dz-r''iinHz+v)dz  =  2^^'°^^^'^^°"'°'^- 
Nun  ist,  z — v=^w  gesetzt: 

ß^^{z—v)dz  =  f^in^dw  =f^  +ß 

0  — •  0  — » 

oder  da  allgemein: 

34)  /■"/•(li^^)  dw ffiw^)  dw, 

.    .  0  0 

80  ist 

y^dn«  (z— i;)  dz  =  /^dn*  w  dw+J^An^w  dw. 

0  0  0 

Analog  ist,  z+v  =  w  gesetzt: 

/^dn«(z+t;)  rfz  =/^^dn2  w  dw  =f^—f'. 

0  V  0  0 

Durch  diese  Transformationen  wird  die  Gleichung  33): 

35)  f^iüa}  w  dw—f''^''Aii^wdw+2P'isi^wdw 

0  0  0 

r.r        /  M       rrr        /     •     Mi«r»/  \         ^, ,  SUV  CUV  dut^  SU^M 

=  i?[am  (tt — i;)]— i^fam  (u+v)\+2Elamv)  =  2*^  -; — tt — 5 r—  • 

^  ^       *■  ■"         ^  1 — Ar^sn^snH; 

Setzt  man  in  34)  f(w^)  =  än'^w^  so  folgt: 

^(am — v)  =  E( — amv)  =  — £(SLmv). 

Vertauscht  man  in  der  Gleichung  35)  u  und  v,  so  folgt  wegen  der 

vorstehenden  Gleichung: 

— Jg:[am(M— 1;)]— i:[am(M+t;)]+2i:(amM)  =  2k^   i—k^nn^uBnh;  ' 

Addirt  man  diese  Gleichung  zur  Gleichung  35),  dividirt  durch  2,  so 
findet  man: 

M?/       vir»/       V     r»r      /    •   M       ,n             suu cui^ duv+snt^ CUM dutt 
i:(amu)+i:(amt;)— i:[am(tt+r)]  —  k^snufOiv i—kUnhisn^v 

e»  Ar^Bnusnt^snCu+tOi 
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welche  Gleichung  mit  der  Gleichung  16)  identisch  ist  Die  vorstehende 
Herleitung  ist  derjenigen  ähnlich,  welche  Jacobi  (Fund,  §  4p,  Ges. 
Werke  I,  ipij  gegeben  hat 

Man  kann  zu  den  vorhergehenden  Resultaten  gelangen,  indem 
man  von  einem  besonderen  Falle  des  Multiplicationstheorems  der 
Theta-Functionen  ausgeht,  welcher  besondere  Fall  gleichzeitig  die  el- 
liptischen Integrale  zweiter  und  dritter  Gattung  in  sich  schliesst 

Zu  diesem  Zwecke  setze  man  in  der  Gleichung  4)  des  Systems  I 
von  §  20  (S.  143),  nämlich  in: 

=  ^(wWa:')^KyO*(«')-*i(«'')^i(a:')*i(§/)^i(«'), 
w  =  — (x+y+z),  also  w'=o,  xf= — (y+z),  y'= — (x+z),  z'^—ix+y). 
Man  erhält  dann  die  folgende  Gleichung: 

36)      »(x+y+zmx)&(y)Hz)+»,(x+y+z)^,(x)^t(y)^i(z) 

=  HOW(y+z)Hx+z)Hx+y). 
Diese  Gleichung  werde  nach  z  differentiirt  und  dann  z  =  0  gesetzt 
Es  ergiebt  sich  dann: 

»X^+y)H^)Hy)^(0)+»,{x+y)Mx)&,{y)^,'(o) 
=  Ho)H^+y)my)H^)+nx)mi 

Diese  Gleichung  dividire  man  durch  d-{0)B'(x)d'{y)^x+y)  und  setze 
nach  Gleichung  26)  in  §  21  *i'(0)  =  ^0)^2(0>^3(0);  sie  lässt  sich  dann 
auf  folgende  Form  bringen: 

Wegen  der  Gleichungen  22)  und  24)  von  §  24  ergiebt  sich, 

Differentiirt  man  diese  Gleichung  nach  y,  setzt  dann  y^O,  so  ist: 

»"(0)       d  »'(^  _  (2Ky  iKx 

oder  A*sn*M  -=  1 — dnH«  gesetzt: 

\x)'^    X   ~\xj      >(0)  "^ <&*(«)■ 
Diese  Gleichung  nach  x  zwischen  den  Grenzen  0  and  x  integrirt,  die 
Integrationsvariabele  durch  z  bezeichnet,  giebt: 


oder  links  —  =s=  w  gesetzt: 
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39)      -/        dn»«A.  =  -£(^»m— j  =  [(^-j-^^Jx+-^ 

t/o 

Beilänfig  bemerkt  giebt  diese  Gleichung  in  Verbindung  mit  26): 


;r    n        *(0) 


d.  i.  nach  22): 


*  ,2r-l 


82^ 


<^"(o) 


t^d-?*^')*     *(o) 

In  39)  vertausche  man  x  mit  y  und  x-\-y-,  die  erste  so  erhaltene 
Gleichung  addire  man  zu  39),  die  zweite  sabtrahire  man  von  dieser 
Summe,  dann  ist: 

^y(a;)    ny)    y(^+y) 

^(x)  ■*■  %)      ^(a:+j/)  ' 
Für  die  rechte  Seite  substituire  man  den  Wert  aus  38);  wird  dann  ein- 

f acher  —  =«,  — =^  =  t;  gesetzt,  so  ergiebt  sich  die  Gleichung  16), 

3t  Jt 

d.  h.  das  Additionstheorem  der  Integrale  zweiter  Gattung. 

Die  vorstehende  Deduction  hat  darin  vor  der  ersteren  einen  Vor- 

2Kx 
zug,  als  dieselbe  die  Reihenentwickelungen  von  dn^ —    und  log^(x) 

nicht  voraussetzt;  das  erste  Verfahren  von  Jacobi  erfreut  sich  dagegen 
einer  grösseren  Ursprttnglichkeit  Nachdem  in  das  Integral  von  Le- 
gendre  9)  =  amu  gesetzt  war,  musste  sich  von  selbst  der  Gedanke 
aufdrängen,  die  Beihenentwickelung  für  dn^  zur  Anwendung  zu  bringen. 
Die  Gleichung  37)  in  etwas  verschiedener  Schreibart  findet  sich 
zuerst  in  der  bemerkenswerten  Abhandlung  von  Jacobi:  „FarmtUae 
navae  in  theoria  transcendentmm/undamentales  (CrelleJ,  XV,204,  Ges, 
Werke  I,  J41).  Weitere  Untersuchungen  ttber  die  elliptischen  Integrale 
zweiter  Gattung  von  Jacobi  sind  enthalten  in:  ,JSuite  des  notices  sur 
Ics /(yucttons  elh'pttques"  (Grelle  J.  III,  joj,  IV,  i8ß,  Ges,  Werke  I,  2^4 
u,  266)  und  „De /unctiontbus  elUpticis  commentatio"  (CreUeJ,  IV,  3J1. 
Ges.  Werke  I,  2^^.  In  dieser  letzten  Abhandlung  bedient  sich  Jacobi 
der  in  19)  aufgestellten  Bezeichnungen  E  und  E^  zugleich  wird  die  Be- 
zeichnung E{ip)  von  Le g endr e  dahin  abgeändert,  dass  E{u)  statt  i?(amu) 
gesetzt  ist  Diese  Aenderung  ist  insofern  wohl  nicht  ganz  geeignet,  als 
dadurch  die  Vergleichung  der  von  Legendre  gefandenen  Resultate  mit 
den  Resultaten,  welche  die  Anwendung  der  elliptischen  Functionen  ergiebt, 

Enneper,  ellipt.  Fanotlonen.    9.  Aafl.  |5 
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nur  erschwert  wird.  Um  diesem  Uebelstand  zu  begegnen,  ist  im  Vor- 
hergehenden die  Characteristik  E  im  Sinne  von  Legendre  angewandt, 
was  am  so  unbedenklicher  geschehen  konnte,  als  dieselbe  für  die 
Theorie  der  elliptischen  Functionen  nur  von  untergeordneter  Bedeutung 
ist.  In  den  bemerkten  Abhandlungen  ist  der  umgekehrte  Weg  ein- 
geschlagen wie  in  der  Herleitung  der  elliptischen  Integrale  zweiter 
Gattung  aus  der  Gleichung  36).  Jacobi  gelangt  dazu,  mit  Hülfe  der 
Integrale  Relationen  zwischen  den  Theta-Functionen  mit  zusammen- 
gesetzten Argumenten  zu  finden;  es  sind  diese  Resultate  insofern  merkwür- 
dig, als  sie  zeigen,  wie  der  grosse  Geometer  allmählich  zu  dem  Aufbau 
jener  klassischen  Theorie  kam,  welche,  nach  der  von  ihm  gewählten 
Characteristik,  gegenwärtig  unter  dem  Namen  der  Theorie  der  Theta- 
Functionen  bekannt  ist. 

I  29.  Differentialgleicliangen  der  elllptisolien  Integrale  erster  und  iweiter 
Gattung  in  Beitehung  auf  den   Modul.     Uebergang  in  den   elllptiselien 

Integralen  dritter  Gattung. 

Im  Chapitre  VIII  des  „Trait^  des  fonct  elL"  (I,  62)  hat  Le- 
gendre das  interessante  Resultat  gefunden,  dass  die  beiden  Integrale 
F{<p)  und  E{(p)  in  Beziehung  auf  k  zwei  Differentialgleichungen  zweiter 
Ordnung  genügen  und  dass  die  Kenntnis  des  vollständigen  Integrals 
einer  dieser  Gleichungen  das  Integral  der  andern  giebt.  Man  gelangt 
hierzu  mittelst  der  leicht  zu  beweisenden  Gleichung: 

-.  sinV  — 1  ,  /l — Ar^sin^^      1    d    sin  9  cos  9 


(1— /figin«^))!      äVi— ^^sin^  *»A'2  K^^\l\'^k^%m^ 

Man  setze  nach  Legendre,  wie  im  Vorhergehenden: 


2) 


und  für  die  ganzen  elliptischen  Integrale  mögen  die  Bezeichnungen  von 
Jacobi  stattfinden: 

Da  /f2-f-A:'2  — i  1,  so  ist,  wenn  U  als  Function  von  k  angesehen  wird, 
1 ^,  folglich  ^^=_^^A  Mit  Rücksicht  auf  diese  Be- 
merkung und  die  Gleichung  1)  geben  die  Gleichungen  2)  nach  Ar  differentürt : 
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'  ~dk  ~~k~'^~W^     V^    A{fp,k) 

..  8^(y,A)_     ■F(y,A)     E(fp,k) 

'  M     ~         k     ^     k     ' 

,.  dF{9i',k^     kF(q>',k^     E{9)',k')     ein  y'  cosy' 
^  8k     ~      A'i  **'»    ■•"    ifc/f(9)'^  * 

,  dEi<p',k^_kF(9>'.k')     kE{9>',k^ 
^  dk     ~      k'^  **»      ■ 

DifiTerentürt  man  jede  der  Gleichnngen  3)  nnd  4)  nach  Ar,  so  leitet 
man  die  folgenden  Differentialgleichongen  ab: 

A/jfcV»?Z(?i*)V-A  F(a>  k)-\-k^  ArBJnycosy  _ 
d  f  dEi%k)\      k  k  sinycoay 

oder: 

Für  9):=  -  gehen  diese  Gleichnngen  ttber  in: 

oder  in: 

^  *      a»j:  .  9E  .  kE 


\  *VS-+^+^=o. 


8A»  '  a*^**» 

Betrachten  wir  nun  eine  Differentialgleichnng  von  der  Form 

nnd  führen  hierin  k'  statt  k  als  unabhängige  Veränderliohe  ein,  so  er- 
halten wir 

wir  sehen  also,  dass  diese  Differentialgleichung  bei  Vertanschnng  von 
k  mit  k'  unverändert  bleibt 

Da  nun  nach  9)  y«^K  der  Gleichung  11)  genttgt,  so  ist  IC'  das 
zweite  particuläre  Integral,  mithin: 

12)  y  —  AIC+BK' 

das  vollständige   Integral,  wo   A  und  B  Gonstanten   sind«    Jetzt  be- 

16* 
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trachten  wir,  entsprechend  der  zweiten  Gleichung  9),  eine  Differential- 
gleichnng  von  der  Form 

Die  Gleichungen  3) — 6)  geben,  9  =  ^  und  9'  =  ^  gesetzt: 

1     8*  *■•"**'»'     3*  ~  **»      AA*»' 

\    dk  k'^k'     dk~l^^      k^' 

Die  erste  dieser  Gleichnngen  giebt: 

Der  allgemeine  Wert  von  z  ergiebt  sich  also  ans  dem  allgemeinen 
Wert  von  y  in  der  Gleichung  11),  wenn 

gesetzt  wird.    Da  nun  y  die  Werte  K  und  K'  hat,  so  folgt: 

^     ^^   dk^^'^  dk  ' 

wo  C  und  D  Gonstanten  sind;  der  Factor  von  C  ist  nach  14)  gleich 
JF,  der  Factor  von  D  gleich  K' — Ef.  Das  vollständige  Integral  der 
Differentialgleichung  ftir  z  ist  also: 

15)  z  =  CE+D(K'—E'). 

Setzt  man  in  den  Gleichungen  7)  und  8)  yx  statt  F(%k\  zx  statt 
E{<pyk\  so  erhält  man: 


16) 


I   8/Ar8zt\     /fZ|      Arsinycosy 


Ftlr  Vi  =  y +/'(«, Ä),  ^1  =2+j&(a,A:)  gehen  die  Gleichungen  16)  in  die 
Gleichungen  10)  und  13)  ttber,  wegen  12)  und  15)  folgt  hieraus  un- 
mittelbar, dass: 

yx==F{a,k)+AK+BK', 

Zx  =  E(a,k)+CE+D{E—E) 
die  allgemeinen  Integrale  der  Differentialgleichungen  16)  sind. 

Kennt  man  die  Lösung  einer  reducirten  Differentialgleichung, 
in  der  das  die  Unbekannte  nicht  enthaltende  Glied  fortgelassen  ist, 
so  findet  man  die  der  completen  Differentialgleichung  durch  blosse 
Quadratur.  Dies  hat  J.  Thomae  (Schlömilch  Z.  XXIII,  40^—412, 
j8j8)  benutzt,  um  das  elliptische  Integral  erster  Gattung 
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i(i 


17)  u  =  ^  i  -f=^-^- (x  =  *») 

'r(l-y)(l-xy) 


(s.  S.  213),  für  welches  die  erste  der  Gleichungen  8)  übergeht  in 


18)     x(x-l)g^,  +  (2x-l)g^+;^u 4(i_^y), 

darch  zwei  bestimmte  Integrale  dritter  Gattung  auBzadrttcken. 

Um  die  Periodicitätsmodoln  der  elliptischen  Integrale  erster  Gattung 

dx 


in  denen  unter  der  Voraussetzung,  dass  k  reell  und  dem  absoluten 
Werte  nach  <1  ist  und  dass  die  Wurzel  mit  positivem  Zeichen  ge- 
nommen wird,  die  Integration  längs  der  reellen  x-Axe  ausgeführt  wird, 
auch  ftir  beliebige  complexe  Werte  von  k  zu  bestimmen,  definirt  L. 
Fuchs  K  und  K*  vermittels  der  obigen  linearen  Differentialgleichung. 
(Sur  quelques  propriäUs  des  integrales  des  öqu4iHons  differentielles 
auxqueües  satisfont  les  modules  de  p^riodüiU  des  integrales  eUiptiques 
des  deux  pretnüres  esphces,  Grelle  J,  LXXXIII,  ij — j8,  i8yy). 
Setzt  man  nämlich 

so  genügen  rix  und  ri^  der  Differentialgleichung 

20)  2w(M-l)^+2(2u-l)^  +  |,  =  0. 

Bei  der  Untersuchung  der  verschiedenen  Werte,  die  die  Functionen 
^1  und  ^2  je  iiftch  dem  verschiedenen  Wege  der  Variabein  in  einem 
Punkte  u  erlangen  können,  ergiebt  sich  u.  a.,  dass  der  reelle  Teil  von 

"  =  „  überall  positiv  oder  null  ist    Wird  u  —  y-r  als  Function  von 

nie 

q  =  e  ^  betrachtet,  so  ist  dieselbe  nur  im  Innern  eines  um  g  -»  0 
mit  dem  Radius  1  geschlagenen  Kreises  holomorph  und  lässt  eine 
continuirliche  Fortsetzung  über  die  Peripherie  dieses  Kreises  hinaus 
nicht  zu.  Um  auch  die  Perioden  des  elliptischen  Integrales  zweiter 
Gattung 

als  Functionen  von  k  zu  untersuchen,  setzt  Fuchs 
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1  w  1    A.  r  1      dr 

l/Ar  2l/u  2  /  tt 

und  drückt  gt   und  §2  durch  tfi  and  972  a^*    Jetzt  wird  u  =  — ^d  als 

Function  von  s  =  ^  ^  betrachtet,  auch  in  einem  am  «  ««  0  mit  dem 
Radios  1  beschriebenen  Eareise  holomorph,  lässt  sich  aber  ttber  die 
Peripherie  desselben  hinaas  fortsetzen. 

H.  Brans  hat  gezeigt,  dass,  wenn  man  die  Perioden  der  ellipti- 
schen Integrale  erster  and  zweiter  Gattung  in  der  Weierstrass'schen 

Normalform  als  Fanctionen  der  absoluten  Invariante  ^  »» ^  (s.  S.  41) 

auffasst,  dieselben  sich  mit  Httlfe  hypergeometriseher  Reihen  darstellen 
lassen,  deren  viertes  Element  eine  einfache  lineare  Function  der  absoluten 
Invariante  ist  („Ueber  die  Perioden  der  elliptischen  Integrale  erster 
und  zweiter  Gattung",  Festschrift  der  Universität  Dorpat  i8y$;  wieder 
abgedruckt  in  Clebsch  Ann,  XXVII,  234^—232,  1886).  Er  nimmt 
die  Integrale 

^^  "-/.TS    Hts    Hw  ^-B 

längs  einfacher  geschlossener  Curven  Z,  L\  von  denen  die  erste  nar 
die  Punkte  e^  und  ^3,  die  zweite  nur  die  Punkte  ex  und  e%  einschliesst, 
ohne  diese  Punkte  zu  berühren;  dann  sind  2a>,  2a>',  2^,  2ff  die  Fun- 
damentalperioden  der  Integrale  erster  und  zweiter  Gattung.  Wenn 
fbr  die  Anordnung  der  Wurzeln  e^  tt^  e^  dieselben  Annahmen  gemacht 
werden,  wie  im  vorigen  Paragraphen,  so  können  co,  co',  jy,  1]'  auch 
durch  die  Integrale 

..,  „_^__,  „_y^_,  ,=_y_  ,__y^..^_ 

definirt  werden,  wo  die  Integration  längs  der  geradlinigen  Strecken 
^2^8»  ^2^1  auszuführen  ist,  und  das  Vorzeichen  von  \/s  so  bestimmt 
wird,  dass  die  GL  39  §  15 

r  f  I  ^  • 

jyCD 71  (O^^  +0* 

gilt.  Für  reelle  e^  ^,  ^s  sei  ex>eC>^  und  das  Vorzeichen  der  Wur- 
zel so  gewählt,  dass  a>,  also  auch  tj,  positiv  reell  wird.    Dann  ist 

Unter  Anwendung  der  Gleichungen  23)  bis  25)  des  §  10  und  16)  und 
17)  des  §  15  erhält  nun  Bruns,  wenn  g^,  g^  gegebene  Functionen 
eines  Parameters  |  sind, 
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23) 


wonn 


Alsdann  setzt  er 

24)  G)  =Sigf^ffi^    fj  =  Hff^i 

und  erhält  für  Q  und  H  die  Differentialgleichnngen : 

l  ^(^-1)  ^  +  (3^3)^-144^=' 0, 

welche  nichts  anderes  als  die  Differentialgleichung  für  die  Gauss'sche 
hypergeometrische  Reihe 

für  die  Fälle  a  =  j|,^-^,y  =  |resp.a  =  ^,^ i  y-|sind. 

Eine  elegante  Methode,  wie  man  zu  den  von  Bruns  aufgestellten 
Differentialgleichungen  fttr  die  vollständigen  elliptischen  Integrale  erster 
und  zweiter  Gattung  gelangen  kann,  gab  F.  Briosehi:  ,J^  eqtuxzümt 
differeniMli pei periodi  delU/unzioni  ellitttche" ,  Briosehi  Ann,  (2)  XIV, 
2j8 — 240,  1886. 

Mittelst  der  Gleichungen  14)  hat  Legendre  (Fonct  elL  I,  60) 
eine  merkwürdige  Beziehung  zwischen  den  ganzen  elliptischen  Inte- 
gralen erster  und  zweiter  Gattung  bewiesen,  auf  welche  ursprünglich 

l/2_i/3 
der  besondere  Wert  k-=^ — —'- —  =  sin  16®  geführt  hatte.    Setzt  man 

nämlich: 

26)  F  =  KE+K'E—KK\ 

so  folgt  unter  Zuhttlfenahme  der  Gleichungen  14): 

dk        ' 
d.  h.  P  ist  von  k  unabhängig,  also  constani    Man  kann  die  Constante 
auf  verschiedene  Arten  bestimmen.    Setzt  man  in  der  Gleiehnng  26) 
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rechts  die  entsprechenden  Integrale,  nimmt  u  in  IC  und  E^  femer  v  in 

K'  and  E*  als  Integrationsvariabele,  so  ist: 

n       7t 


-rm 


^[\/l—k'Hi^v    1/1— A^sin^u 
-Ä^sin^u    l/l— ^2gin2t; 


1/ 1—^2  sin^M  1/ 1— /f«  sin^t; J 
oder  einfacher: 

7t        n 


dudv 


P=   I       1       ;  —  / ==^dudv. 

Nimmt  man  Ar  =»  0,  also  k'=l,  so  folgt: 

7t       7t 

P=  f^r^  eoBvdudv  = -1 

0      0  2 

und  die  Gleichung  26)  ¥rird  hierdurch: 

27)  E^+ITE-l^ir^  l 

Diese  berühmte  Legendre'sche  Gleichung,  welche  eine  Relation 
z¥rischen  bestimmten  Integralen  darstellt,  kann  als  das  erste  Beispiel 
einer  Determinante  angesehen  werden,  deren  Elemente  bestimmte  Inte- 
grale sind.  Von  diesem  Gesichtspunkte  aus  ist  die  Gleichung  27)  einer 
Verallgemeinerung  fähig.  (Man  vergL  hierttber. Haedenkamp:  „ Uebcr 
Transformation  vielfacher  Integrale"  (Grelle  /,  XXII,  184 — 192), 
Catalan  in  den  MSm.  cour,  de  l'Ac.  de  Bruxelles  XIV,  Enneper 
in  Schlötnilch  Z.  VI,  300  u,  XI,  6p.  Unter  den  verschiedenen 
Beweisen,  welche  von  der  Gleichung  27)  gegeben  sind,  basirt  die 
Mehrzahl  auf  geometrischen  Betrachtungen,  ¥rie  z.  B.  bei  Moigno 
(„Lcfons  de  Calcul  difför,  et  de  C,  intdgr"  II,  2ßj). 

Der  Legendre'schen  Gleichung  entspricht  die  in  §  15,  GL  39) 
hergeleitete  Relation 

28)  ,a>'-,'a>=|i, 

die  aus  der  Legendre'schen  Gleichung  folgt,  wenn  man  die  Ausdrücke 
(§  10,  15)  und  22)) 

K=^<o  l/^i— «3,    K'  =  — /^i— es, 
sowie  (§  28,  30)) 

in  KE+K'E—Kk*  einsetzt 


§  29]  233 

Eioe  ErweiteruDg  der  Legendre'schen  Relation  anf  die  hyper- 
elliptischen Integrale  gab  Weierstraes  („Zur  Theorie  der  Abel* sehen 
Functionen**,  Pr,  Braunsberg  184p,  Creüe  J.  LVII,  302),  und  Rie- 
mann  („Theorie  der  Abel* sehen  Functionen**,  Grelle  J,  LIV,  11^ 
leitete  mit  Hülfe  allgemeiner  fnnctionentheoretiseher  Betrachtungen  eine 
entsprechende  Beziehung  fttr  alle  AbeFschen  Integrale  her. 

J.  W.  L.  Glaisher  stellt  zum  Beweise  der  Formel  27)  („Proof  of 

the  formula  Ke+K'E—KK'  =  ^**,  Messenger  (2)  IV,  95—96;  1874) 

die  Function 

u^KE'^-K^E—KK' 

ebenfalls  als  Doppelintegral  dar  in  der  Form: 

J,   J^    l/(l-x»)(l-yi)(l-*«a!»)(l-Ä'V) 
Eine  vollständige  Theorie  der  8  Grossen 

J^      1/(1-0:2) (l-A2a:^) '  J      \/\x-x'i){X—k'^x^) 

und  7  =  K—E,  G  =  E—ie^K,  T  =  K'—E,  ff  =  E—W^K  gab  J.  W.  L. 
Glaisher:  „On  the  quantilies  K^  E^  7,  G^  iT,  JT,  /,  ff  in  elUptic 
functions**,  Quart  J.  XX,  jij — j6i,  1885. 

Die  Legendre'sche  Gleichung  wird  bei  der  Umkehrung  des  vollstän- 
digen elliptischen  Integrals  erster  und  zweiter  Gattung  fttr  seine  reellen 
Moduln,  d.  h.  bei  der  Aufgabe,  den  Modul  k  durch  E  und  E  auszudrücken, 
benutzt  von  C.  I  senkrahe: ,,  l/eber  die  Inversion  der  vollständigen  Inte- 
grale erster  Gattung  für  ihre  reellen  Moduln**,  Schlömilch  Z,  XXXI, 
J4 — 4j,  1886,  und  „  Ueber  die  Inversion  der  von  Legendre  definirten 
vollständigen  elliptischen  Integrale  zweiter  Gattung  für  ihre  reellen  Mo- 
duln**, ibid.  ij8 — 191,  und  „Inversion  des  von  Weierstrass  definirten 
vollständigen  elliptischen  Integrals  zweiter  Gattung**,  ib.  241 — 246. 

DeiiniH  man  Q  durch  die  folgende  Gleichung: 

29)      Q  =  F{<p,k)  E(g>\k^+E(g>,k)F(q>\k^F(g>,k)F{g>\k^ 

X 

so  geht  Q  m  P  über,  definirt  durch  die  Gleichung  26),  für  9p  =  ä 

Ja 

und  tp'  =  -.    Es  bietet  sich  von  selbst  der  Gedanke  dar,  auf  Q  den 
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fttr  P  befolgten  Weg  von  Legendre  anzuwenden.  Wendet  man  die 
Gleichungen  3) — 6)  auf  den  Differentialqaotienten  von  Q  nach  k  an, 
so  findet  man  nach  einigen  Rednctionen: 

dk      Ä|/i_*'2ginV  'J^it'Vl— *»flinV 

oder  rechts  die  Integrale  substitairt: 

SQ  _      Arsiny'cosy'    /^9    gin^g) 

8*-     l/l-Ar'2ginV;/l/l-*»sin»9'^^ 
Arsinyeosy     /V'    giny  _     , 

Setzt  man:  ®  

oA\       f>  f  /Y  •  i^      81^1 9^  l/l— A:'*  sin^  ©'  , 

30)  R  =  Qosg>  J  ^  Bmg>  arc tang  — ^  "^  ,  ^  rfy 

0  sin  9)'  1/ 1 — k^  Bin}  g> 

/HP'  .      r       .       sincp'l/l — k^Bin^w  ,  , 
+co8yy^siny^arctang  ,   ^  ^  ,  ^tfy\ 

0  8m9)|/l — A:^smV 

so  ergiebt  sich  nach  leichter  Rechnung: 

dp  ^     dB 
dk  dk' 

Bezeichnet  man  durch  ^o  ^^^  ^  ^^  Werte  von  Q  und  R  ftlr  k  =  0, 
so  giebt  die  vorstehende  Gleichung  integrirt: 

Q—Qo  —  — Ä+Äo. 
Die  Definitionsgleichung  fttr  Q  gi^bt  aber  i0o  — >  9) sin  9)',  mithin  ist: 

31)  0  =  9  Bin  9)'— Ä+ Äo. 

Die  beiden  Integrale  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung   30) 
transformire  man  durch  partielle  Integration  nach  der  Formel: 

J^B\nq>  arctang/'(9))  d(p  =  — y^arctang/'(9)) — -r-^  dq> 
0  0  09 

=  — cosrarctangAr)+arctang/-(0)+^^q^^^ 

Wendet  man  noch  die  Relation: 

1       X 

arc  tang  it;+ arc  tang-  =  - 
an,  so  lässt  sich  der  Wert  von  B  auf  folgende  Form  bringen: 

32)  R  -=  — -  cos  9)  cos  g>' 

, r^'        eoB^y'  dy' 

+8ing.C089.l/l-A:»8in»y  /      i-co8»y co8'y'" t/i-yf» ginV ' 
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Fttr  A:  =  0  geht  diese  Gleichung  ttber  in: 


Rq  =  — -  cos 


, ,     /*^  8ing)'coßa)'eoß*g)  , 


1  '-^ 


/     1— eos'g^eosV 


cL  L 


X  X 

Äo  =  — s  cosg^cosjp' — g^8in9)'+- 


Setzt  man  die  Werte  von  R^^  R  nnd  Q  ans  der  vorstehenden  Gleichung, 
aus  32)  und  der  Definitionsgleichung  für  0  in  31),  so  folgt: 

33)     sin  9)'  cos  9)'  /l^F^iiEV  f'. T!^    ^  ,     ^^ 

^  "^  ^^  1— cosVcos*g)|/i_^«gin29 


+sin9)C0S9)  l/l— **sin*9 


/^ 


0 
^       cosV  rf?)' 


1— cosV  cosV  \/l— if « sin«^)' 

=  \  -[Fi%  *)  ^(9>',  *0+^{9>,  *)  F(ip',lO-F(q>,  k)  F(ip\  AO]. 

Diese  Gleichung  enthält  auf  der  linken  Seite  zwei  Integrale, 
welche  sich  in  ihrer  Form  nur  unwesentlich  von  der  typischen  Form 
unterscheiden,  welche  Legendre  fttr  die  elliptischen  Integrale  dritter 
Gattung  angenommen  hat  Die  Betrachtung  dieser  Integrale  hat  Le- 
gendre auf  die  Gleichung  33)  geführt  (Fonct  eil,  I,  13 3),  und  zwar 
auf  einem  Wege,  der  von  dem  obigen  gänzlich  verschieden  ist  Man 
kann  aus  der  Gleichung  33)  durch  Substitutionen  noch  andere  Glei- 

chungen  herleiten.    Man  setze  z.  B.  in  33)  zuerst  9)' =  •-,  ziehe  von  der 

Ja 

80  erhaltenen  Gleichung  die  Gleichung  33)  ab.  Mit  der  neuen  Glei- 
chung operire  man  ebenso  in  Beziehung  auf  9),  an  Stelle  der  Glei- 
chung 33)  tritt  dann  die  folgende: 

n 

. /*2"     cosV  d^ 

34)     8in9)'cos9>'|/l-Ar'»sin29' /  i_co8«9>'^lVl/i=:*^S^ 

9 

n 

. /*ä      eogy  d<p' 

+8in  9> C0B9>  l/l-ft'BinJ^y^  1-C08»y«508«9)'  l/l-ifiginV 

=  [K—F{ipM  {e-E{ip',kr)]+[E-E(ip,k)\[li'-F{9\kn\ 

—[K-F{ip,k)]  [K'—F(q>\l^]. 
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Die  rechte  Seite  dieser  Gleichnng  läset  sich  mittelst  der  Additions- 
theoreme der  elliptischen  Integrale  erster  and  zweiter  Gattung  sehr 
vereinfachen.  Nimmt  man  amu  ==  a  nnd  am(A^ — u)  =  7,  so  ist  nach  §  7 
Gl.  6)  und  7)  Ar'tangatang/  =  1.  In  der  Gleichnng  3)  von  §  25  kann  man  dann 

g>  =  a^  tp^^y  und  o  =  -  setzen.     Hieraus  folgt:  F{a^k)+F{Y^k)  =  K 

oder  F(y,  k)  =  K—F(a,  k).  Die  Gleichung  15)  des  §  28  giebt  dann: 
E{a,k)+E{y^k) — E^^^k'^AnaAny^  also:  E(y^k) — ^*2sinasin7  =  ^— -£^(«,Ar). 
Nimmt  man  femer  F{ö^  k^  =  K'—'Fiß^  k\  so  giebt  das  Additions- 
theorem der  elliptischen  Integrale  zweiter  Gattung:  E{6^k!)—k'^miß%md 
=  ^ — E(ß^k^.  In  dem  ersten  Integrale  links  der  Gleichung  34) 
mache  man  die  Substitution  /:'tang9)tangn;  =  1,  im  zweiten  setze  man 
A:tang9)'tang;i;  =  1.  Auf  diese  Art  ergiebt  sich  eine  weitere  Relation 
zwischen  elliptischen  Integralen  dritter  Gattung,  die  hier  nicht  weiter 
ausgeführt  werden  soll,  da  sie  sich  einfacher  mit  Hülfe  der  elliptischen 
Integrale  dritter  Gattung  ergiebt.  Dasselbe  gilt  von  anderen  Combi- 
nationen  der  Integrale  2),  welche  man  ähnlich  wie  den  oben  auf- 
gestellten Ausdruck  Q  behandeln  kann. 

Die  Integration  der  Gleichungen  7)  oder  8)  lässt  sich  auch  mittelst 
der  particulären  Integrale  der  Gleichungen  10)  und  l3)  nach  der  Me- 
thode von  Lagrange  ausführen.  Man  gelangt  auf  diesem  Wege  zu 
merkwürdigen  Relationen,  welche  hier  der  Kürze  halber  übergangen 
werden  sollen.  (Enneper:  „Bemerkungen  über  eine  Differential- 
gleichung zweiter  Ordnung.*'    Schlömilch  Z.  XV,  ^6 — 64), 

Eine  interessante  Anwendung  der  Gleichungen  14)   auf  die  Dar- 

1  dK        IE      1 
Stellung  von  ^-^  =  -r]i^  r^ — 7    in   Form    eines   Kettenbruches    hat 

Malmstön  in  der:  „Note  sur  les  fonctions  elliptiques"  (CreUe  J. 
XXXIX,   116 — 121)   gegeben. 


Neunter  Abschnitt. 

§  80.    Die  elliptischen  Inteirrale  dritter  Gattung.    Untersuchungren  Ton 
Legrendre  über  dieselben,  betreffend  den  Parameter. 

Aehnlich  wie  die  elliptischen  Integrale  zweiter  Gattung  lassen 
sich  die  elliptischen  Integrale  dritter  Gattung,  mit  Hülfe  der  ellipti- 
schen Functionen,  und  namentlich  der  Elemente  derselben,  der  Theta- 
Functionen,  genauer  untersuchen.  Auch  im  vorliegenden  Falle  soll 
eine  gedrängte  Uebersicht  der  Arbeiten  von  Legendre  über  den  be- 
merkten Gegenstand  vorangehen.    Die  Methoden,  deren  sich  Legendre 
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btdient  hat,  sind  so  elementarer  Natnr,  dass  eine  kurze  Erwähnung 
toselben  wohl  geboten  erscheint 

Nach  Formel  29)  in  §  28  setze  man: 

1)  Z7(n,Ä-,9))—  /  — -^^-y- -7==^=^-^ . 

Behalten  die  beiden  Qaantitäten  k  and  n  im  Laufe  einer  Rechnung 
dieselben  Werte,  so  soll  die  linke  Seite  der  Gleichung  1)  einfach  durch 
n(q))  bezeichnet  werden. 

Im  /.  /  der  „Fond,  eüipty  finden  sich  auf/.  68 — 7^,  142 — 163 
folgende  Resultate,  betreffend  die  einfachsten  Formen,  welche 
fttr  den  Parameter  n  zu  Grunde  gelegt  werden  können. 

Setzt  man: 


2)  J  =  l/l— A:2sin2  9),  z  = 


tang9) 


A 

so  ist: 

Qx  1 dz  _\^  1— *2sin*9) 


l+{l+n)(l+^)2^^'^      ^    (l+nsinV)(l+^sin29)) 


=  ^— l  +  ^-r-^irv-  + 


t-j 


^  ^     IH — sm^o)- 

n        ^ 

Diese  Gleichung  integrire  man  zwischen  den  Grenzen  0  und  9),  be- 
zeichne in  den  Integralen  rechts  die  Integrationsvariabele  durch  ql  und 
substituire  links  für  z  seinen  Wert  aus  2).    Man  erhält  dann: 


4) 


arctang{^Y(l+n)(l+0 
|/(l+n)(l+^') 


/"y    äff! 1  /^     dg! 1 

=  —F{(p)+J  i+nsin^^p'  \/i^k^fnn^'    J  i+^gi^y  l/T^^^sinV 

Diese  Gleichung  gestattet,  n  zwischen  den  Grenzen  —1  und  +1 
anzunehmen.    Ist  n  positiv  und  grösser  als  A:^,  also  n  =  k^{l  +g^)j  so  ist 

—  — — - — r,  was  ein  positiver,  echter  Bruch  ist  Die  Function  n  mit 
n       1+^* 

positivem  Parameter,  welcher  grösser  als  die  Einheit  ist,  lässt  sich  auf 
eine  ähnliche  Function  reduciren,  deren  Parameter  positiv  und  kleiner 
als  die  Einheit  ist.  Für  n  =  cot<a  nimmt  die  Gleichung  4)  folgende 
Form  an: 
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.  aingeoflg  /     tangy       \/l — k'Hm'^aS 

^        l/l_^2gii2^*'®    ^*yi— A^sinV    flUi«co8a   / 

=  —F{g>)+n{eot^a,  g>)+n(k^isaig^a,g)). 

Ftlr   ein   negatives  n  unterscheide  man  die  drei  Intervalle  (0, — k^)\ 
(—k\ — 1)   nnd  (— 1, — oc).     Demgemäss   setze  man:  n  =  — Ar^sin*«; 

w  —  — (1 — A'^sin^a)  und  n  = ^-j—  Es  sei  zuerst  n = — (1 — Ar'^sin^gX 

Die  Gleichung  4)  giebt  dann: 

^.  l/l — ^Ar^sin^a        .  Ar'^sinacosatango) 

6)  u^r-* arctang-7:=         ,        ,        ^^, — . 

^  A'^sinacosa  ^  ]/l—k^gm^]/l—k'^Bm'^a 

=  -Fig>)+ni-l+k'Hm^a,  fp)+n(-  ^zZf^iä^^  ^) ' 
Die  Gleichung  3)  geht  fttr  n  =  — ^Ar^sin^a  ttber  in: 

7)  ^ ^ 

A\         1 — ^Är'sin^asin^g^       sin^y/ 

sin^ 

Hier  bietet  sich  bei  der  Integration  insofern  eine  kleine  Schwierig- 
keit dar,  als  die  Grenzen  von  y  zu  beachten  sind.  Liegt  q>  zwischen 
den  Grenzen  0  und  a,  so  giebt  die  Gleichung  7)  integrirt  und  z  = 
tangy 


]/l—kHiTflg> 


gesetzt: 


Q  tanga       ,     tanga  |/l — Ar'sin^ + tang  q>  l/l—**  sin^  a 

O)         y  log y  . 

21/1— *2  sin*  a      tanga  /l— Ar^sin'^H-tangy/l— Ar*  sin*« 
F(ip)+n{—k^Bm^a,ip)+n^-^^.  9>). 

Ist  q>>aj  liegt  q>  zwischen  den  Grenzen  a  und  -i  so  lässt  sich  die 

Definition  1)  nicht  mehr  bei  der  Integration  der  Gleichung  7)  anwenden, 
man  muss  dann  die  Integrale  hinsetzen.    Integrirt  man  zwischen  den 

Grenzen  g>  und  -,  setzt  fttr  z  seinen  Wert  aus  2)  ein,  so  ergiebt  sich: 
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Q\        tangg     _ ,     tangy  t/l^>  BJn^g+tangg  |/l — k^  ein^y 
2|/l — A^sin^a       taiig9)  \/l — k^siii^a — ^tang  a  ]/i — k^  sin^^p 


n 


J  1— Ar'sm'asinV  l/l— A^sin«^)' 


9» 


+  A    1      : 

/smV^l  1/1=5 


Von  dieser  Gleichung  macht  Legendre  keinen  Gebranch,  indem 
er  folgende  nicht  ganz  zulässige  Beschränkung  (l  c.  p.  yi)  einführt: 
,Au  reste  pour  öviter  tonte  anomalie  ötrangöre  ä  Tobjet  dont  nous 
nous  occnpons,  et  pour  ne  considörer  des  fonctions  27  que  Celles  qui 
sont  positives  et  finies,  nous  ferons  abstraction,  daus  tont  qui  suit,  du 
cas  oü  le  paramötre  n  est  k  la  fois  nögatif  et  plus  grand  que  Tunitö.* 

Die  Gleichungen  5),  6),  8)  und  9)  gestatten  den  Parameter 
zwischen  den  Grenzen  — 1  und  1  anzunehmen.  Es  finden  hier 
drei  Fälle  statt,  je  nach  dem  Werte  des  Parameters.  Dieselben  lassen 
sich  auf  zwei  Fälle  reduciren,  indem  die  Function  U  mit  einem  posi- 
tiven Parameter  sich  auf  die  analoge  Function  reduciren  lässt,  deren 
Parameter  zwischen  den  Grenzen  — A:^  und  — 1  liegt 

Ist  g  eine  beliebige  Zahl,  setzt  man: 

sin  0  cos  o) 

10)  y ^p-^' 

so  folgt: 

-jv  1      ^_  1         1 — 2sin^+A:^8in*y 

'  l+gy^dg>~  J  *  l+(^ — k^)BiD}q>—gBia^g>' 

Man  setze  nun: 

l+Un — k'')Bin'^q>—gBia^g>  —  (l+nsin'g^)(l— msin'g^), 
oder: 

g — k^ «—  n — »I,  g  — i  mn, 
also:  ^ 

12)  m  =  ^^,  ff  —  mn. 

Die  Gleichung  11)  wird  dann: 

1       dy       1.     l'-2BiTflg)+k^gm^ 


13) 


—  rf^'- 


l+mny^dg)      A    (l+wsin*^)(l+wsin*9p) 

^1/_Ä^     1+n 1 1— »I 1 \ 

A\     nm       n    l+nsin^y       m    1 — mAo^fpj 
wo  also  nach  12)  (l+n)(l — m)^^k\    In  der  Gleichung  13)   nehme 
man  n  *=  cot'cr,  nach  12)  ist  dann  m  =  1 — k'^  sin'a.    Integrirt  man  nach 
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tp  zwischen  den  Grenzen  0  and  9),  setzt  fttr  y  den  Wert  ans  10)  ein, 
mnltiplicirt  die  erhaltene  Gleiohimg  mit  cos^a,  so  ergiebt  sich: 

\/C\        flingeosa  .       /  sinyeosy    [/l — A:^sin^«\ 

l/l— ^»sin^a*^^    °^\l/l— **flia*9>       ^^      ^ 
— Ar^sin^a    „,  ,  .   rr/    x«       x     Ar'^sin^acos^a  __^    .  .  ,^0  •  o    •  n 

Dnrch  diese  Gleichung  lässt  sich  ein  positiver  Parameter 

eot^«  auf  den  negativen  Parameter  — l+Ar'^sin^«  reduciren. 

Nimmt  man  in  der  Gleichung  13)  n  =  — ^Ar^sin'a,  so  ist  nach  12) 

lO'  COS^  OL 

m  =  - — ,,  .  ^    .    Integrirt  man  nach  w  zwischen  den  Grenzen  0  und 
1 — k^  sm^  a  ^  ^ 

9),  setzt  fttr  y  den  Wert  aus  10)  ein,  multiplidrt  die  erhaltene  Gleichung 

mit  sin^acos^a,  so  folgt: 

sin  a  cosa     ,     |/l — ä*  sin*  a  l/l — Ä^sin^gp+Ar*  sin  9)  cos  9)  sin  a  cos  a 


1  ^'sl^  ^^ — ^^  ^^^^ "       l/l—**  sin*  a  l/l — Ar*  sin*^)— Ä*  sin  9)  cos  9»  sin  a  cos  a 

^^'  '^       1— A:*sin*a     \1 — k^eos^a  ^J 

Setzt  man  A:'tangatangj3  =  1,  so  lässt  sich  die  rechte  Seite  von  15) 
einfiftcher  schreiben: 

/'(gp)— cos*a  Z7(— A:*  sin*«,  9?)— cos*/9  /Z(—A:*  sin*  jJ,  9>). 
Der  Parameter  hat  in  beiden  Functionen  Z7  dieselbe  Form.  Nimmt  a 
zu,  so  nimmt  ß  ab  und  umgekehrt.  Fttr  a  —  j3  giebt  Ar'  tanga  tangj}  =  1 
A:'  sin*«  =  cos*«,  oder  A:*sin*a  =  1— Ar'.  Liegt  der  Parameter  zwischen 
den  Grenzen  0  und  A:*,  so  kann  derselbe  auf  die  Grenzen  0  und  1 — Ar' 
reducirt  werden. 

Als  Gesamtresultat  der  vorhergehenden  Untersuch- 
ungen ergiebt  sich,  dass  jeder  Parameter  auf  eine  der 
Formen  — Ar2sin*«  und  — (1 — A:'*sin*a)  reductibel  ist 

Als  besondere  Fälle  der  Gleichung  4)  sind  bemerkenswert  n=^  ±:k. 
Dann  ist: 

Z*^  dg>'  r./  M     1     '   *       (l±*)tang9) 

^  JJ  (l±*8in*y)t/l— **sin*9)'  '^'^  l±Ar  ^l/i^**8in*9? 

Fttr  n  =  — 1  und  71  =  — A:*  führt  die  Gleichung  4)  auf  besondere  Fälle 
allgemeinerer  Relationen,  welche  in  §  27  aufgestellt  sind. 

Die  Gleichungen  3)  und  11)  hat  Legendre  ß  c.p.i^jj  auf  fol- 
gende Art  noch  weiter  verallgemeinert  und  dadurch  ein  Mittel  gefun- 
den, die  elliptischen  Integrale  dritter  Gattung  mit  com- 
plexen  Parametern  auf  solche  mit  Teellen  Parametern 
zu  reduciren. 
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Es  sei: 

17)  /  =  sin  y  cob  y  1  ^ 

dann  ist: 

g.     1  _  äh^ _  1  l--(2+/>)8in^y+(l+2p)Ar^8in^y— pAr^siu^y 

^     1  +g/^  dy  ~  J  (1  +p~8in^y)«(l— Ar'sin^yH^'sin^y (1— sin^y)  * 

Man  setze: 

19)    (1  +px)^(i—k^x)+qx(l—x)  =  (1  +nx)  (1  +nx)  (1  +ma-), 
also : 


20)        { 


— p^^  =  mnn\  p^ — q — 2pk^  =  m(n+n)+nn\        ^ 
2p+q — k^  =  m+n+n. 


In  19)  x=l  und  x  =—  giebt  die  Relationen: 

21)  (l+p)^k'^  =  (l+n)  d+w')  (1+iw).      ^ 

22)  —qk'^kf^  =  {k^  +  n)  {k^  +  nT)  (Ä«  +  m).      ^ 

Es  seien  n  und  n'  gegeben.    In  21)  aus  20)  iw  —  —  -  -^  snbstitnirt 
giebt  für  p  die  quadratisebe  Gleichung: 

p2  h'2  +  jt2  (1±!^J  +  ^')"|  +  2i»Ä'»  =  (1  +  n)  (1  +  nO  —  jt'2 

und  hieraus: 


23)       p  r*'» + **  <A±!«Mi±^j + if. 


=  ±|/(l  +  «)(l+n')(l+|)(l  +  5)- 

Sind  n  und  n'  eonjugirte  eomplexe  Quantitäten,  H  =  r+si,  n'=^r — si, 
so  sind  die  beiden  Werte  von  p  in  23)  reelle  Grössen.  Man  bezeichne 
dieselben  durch  p'  und  p'\  Diesen  reellen  Werten  von  p  entsprechen 
nach  20),  oder  auch  nach  21),  je  zwei  reelle  Werte  von  m  und  q, 
welche  durch  m',  m"  und  q',  q"  bezeichnet  werden  sollen.  Wegen  der 
Gleichung  19)  lässt  sich  die  rechte  Seite  der  Gleichung  18)  in  Be- 
ziehung auf  sin^y  in  Partialbrttche  zerlegen.  Mit  Rttcksicht  auf  die 
Gleichung  — p***  =  mnn',  folgert  man  aus  18): 

^.       1      ^  _  1  1 —  (2  +p)  sin  V  +  (1  +  2p)  k^  sin^y  —pk^  sin  ^ 
^    l+qt^dg)~  A~    (1  +nsin2y) (l +n sinV) (1 +m sinV) 

J  \p        l+wsin*y       l+n'sin^y       1  +  msin'y/ 
wo  A,  B  und  C  die  folgenden  Bedeutungen  haben: 

E^neper,  ellipt.  Fonotionen.    8.  Aufl.  \^ 


242 


[§30 


25) 


n^+(2+p)n^+(l+2p)k^n+pk^ 
n(n — n )  (n — m) 

n(n — n)(n — m) 


m{in — n){m — n) 

Den  Werten  p  und  p"  von  p  entsprechen  nach  25)  zwei  Wert- 
systeme j^,  W  y  (f  und  Ä* ,  El\  (f'  von  A,  B,  C. 

Mit  Rücksicht  auf  den  Wert  von  /  aus  17)  giebt  die  Gleichung 
24)  integrirt: 

26) 


1          .       sina)C0sa)          \/g 
-  -  -  arc  tanfir        ~ 


=  ^  Fig>)+An(n,  <p)+Bn(n,  q>)+Cnim,  tp). 

r 

Setzt  man  in  dieser  Gleichung  successive  p  und  p"  statt  p,  diesem 
entsprechend  q,  m,  Ä,  Bf ,  C  und  q\  m",  Ä',  El\  C  statt  q,  m,  A,  B, 
C,  so  erhält  man  zwei  lineare  Gleichungen  zur  Bestimmung  von  n{n,  9)) 
und  n{n,  (p).  Sind  n  und  n  coi\jugirte  complexe  Grössen,  so  sind  in 
Folge  der  Gleichungen  20) — 23)  p,  q  und  m  reelle  Grössen,  nach  25) 
ist  C  ebenfalls  reell,  während  A  und  B  conjugirte  Grössen  sind.  Es 
lässt  sich  dann  allgemein  n(r±si,  <p)  ausdrücken  durch  F{g)\  II{m\  ^), 
n(m',g>)  und  trigonometrische  Functionen. 

Uebrigens  lassen  sich  die  beiden  Gleichungen,  welche  aus  26)  fllr 
p^=p  und  p  =  p  folgen,  allgemein  anwenden,  gleichviel  ob  n,  n  reelle 
oder  conjugirte  complexe  Grössen  sind. 

In  Folge  der  Gleichungen  19)  giebt  Gleichung  24),  sin^  =  x  gesetzt : 

1— (2+jg)a:+(l  +2p)/r^x^— M^3^  =14-     ^—4.     ^      4.      ^ 
(l+wa;)(H-w'aj)(l+iwa:)  p  "*"  l+tix"*"  1+n'a:"^  l+mx' 

Durch  Wegschaffung  der  Nenner  auf  beiden  Seiten  erhält  man  leicht: 
A-\-B-\-C=\—-^ 


27) 


^(m+n  )+^(m+n)+C(n+n)+  ?^±^±?-  =  —(2+;?), 
Amn+  Bmn+  Cnn  H =  (l+2p)k\ 


mnn 


=  —pk\ 


Man  kann  sich  auch  der  vorstehenden  Gleichungen  zur  Berechnung 
von  A,  B,  und  C  bedienen.  Ist  C  bekannt,  so  geben  die  beiden  ersten 
Gleichungen  27): 


§  81]  243 

28)  \  P 

\  An+Bn  =2+p+m+n+n — Cm. 

Diese  Gleichnngen  gewähren  in  manchen  Fällen  für  A  und  B 
leiohtere  Berechnungen  wie  die  Gleichnngen  25). 

Mittelst  der  vorstehenden  Entwickelungen  hat  Legendre  die  Bei- 

spielen=Ä^^*,  n  =-ke'-''^(L  c.p.  149)  und  n=— 1+A:'^"U'  =  — 1+^'^""^' 
(l  c,  p,  151)  weitläufiger  behandelt. 

Die  Gleichungen  20)  sind  auf  /.  i$y  unter  dem  Gesichtspunkt  be- 
trachtet, dass  m  eine  gegebene  complexe  Quantität  ist,  dagegen  n  und 
n  reell  sein  sollen.  Diese  zweite  Methode,  unmittelbar  n{r+si,^)  zu 
berechnen,  ist  etwas  weitläufiger  als  die  erste  darzustellen  und  scheint, 
wie  Legendre  selbst  auf/.  160  glaubt,  der  ersten  Methode  an  Einfach- 
heit nachzustehen,  welche  den  Vorteil  grösserer  Symmetrie  darbietet. 
Aus  diesem  Umstände  soll  die  zweite  Methode  von  Legendre  hier 
nicht  weiter  ausgeführt  werden. 

§  81.    Die  elliptisehen  Integrale  dritter  Oattnngr  als  Functionen  des 
Parameters.    Die  ganxen  Integrale  dritter  Oattung. 

Im  Chapüre  XXIII ^tinet  „Fand,  ellipt"  (1, 132—140)  hat  Legendr  e 
das  elliptische  Integral  dritter  Gattung  in  Beziehung  auf  den  Parameter 
differentiirt  und  gelangte  nach  einigen  Transformationen  zu  einem  sehr 
einfachen  Ausdruck  fttr  den  Differentialquotienten,  einem  Ausdruck,  mit 
dessen  Hülfe  sich  sowohl  Relationen  zwischen  Integralen  ergeben,  als 
auch  ein  Mittel,  die  ganzen  Integrale  auf  bemerkenswerte  Art  dar- 
zustellen.   Setzt  man: 


.)      P  -  r ^L_ 

^  J     (l+wsin^^p)  l/l— Ä^sin^j) 


so  ist: 


Die  Formel  9)  des  §  27  giebt: 

/      ^A    /•" ^^ sin a cos a\/\ — K^ sin^ ä 

n)  \1     ^JjJ     ^+„gin2^)2plrj^"2gin25p  =  l+nsin^a 


n'  J^      l/l-Ä^sin^?^      n^      ^ 
^V  w         »VJJ     (l+n8inV)/l— ^^am^^ 

16* 
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Ftthrt  man  die  Bezeicbnangen  F{a,  k),  E(a,  k)  und  P  ans  1)  ein,  so 
lässt  sieh  die  Oleiehnng  2)  mittelst  der  vorstehenden  Gleiehung  auf 
folgende  Art  darstellen: 

1  sinacosal/l— Ä^sin^a       k^  „.     ,.       1  r^^,     ,.      „,     ,,t 
=  TT ;.  .      .  ^ ;r^  F(a,  k)  —  --  [F(a,  k) — E(a,  k)\ 

Dividirt  man  doreh  l/(l+n)(H — j?  so  ist: 

QN    ^  TdI /^TTTÄiT^l     1 sin«cosal/l^A:28in2a 

2|/(l+n)(l+^) 

Ar^  /^(g,  A: /^(g,  k)  —  i:(«,  A-) 

2nY(l+n)(l+^)      2n[/(l+n)(l+^') 

Der  Einfachheit  halber  unterscheide  man  ftir  n  drei  Fälle. 

Erster  Fall.    n  =  cot2jS. 
Snbstituirt  man  in  3)  für  P  seinen  Wert  ans  1),  so  folgt: 

d  ["sing/i^'^sin»/?   /•« 1 d^ - 

dß\_  cosjJ  /      sin^jJ+cos^/Ssin^gp  |/i— ^agin^^ 

^  _ sin «  cosg/l— Ar^sin'^i?         cos^g k^Än'^ßFia.k) 

~  sin2g+cos»iJsin2a      /i— ^'^gin^g      cos^gi/i— ^'^ginäg 

F{a,  k)-E(a,  k) 
\/l—k'^Bm^ß 

Man  snbtrahire  auf  beiden  Seiten : 

d  Qinß\/l—k'^^^ 
dß  eoQß 

und  setze  anf  der  linken  Seite : 


F(a,  k) 


-^■•^-r^. 


'kHm^q> 
Die  obige  Gleichung  geht  hierdurch  über  in: 
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aPl                                J     l-<508Voo8»9)i/i_AJgini^J 
+  smacosal/l— Ä'sin^a.:- z-^ 


*^      .  l/l-*'2ßin2jj 

Diese  Oleichnng  integrire  man  nach  ß  zwischen  den  Grenzen  0  nnd  ß, 
bezeichne  die  Integrationsvariabele  durch  tp.    Es  folgt  dann: 


4)      sin/ScosiJl/l 


— ^2gin2^  / 


C08^9)  dq) 


1— COS^iJcOSV  /  1—^2  gui2  (p 


.     •               ./:; — ,0  .  ^      /^           cos^Qp                   dw 
+  sin a cos  a  t^  1—k^ sin^a  / r-^ — ; ^      

^  J         1— C0S2  a  cos*  9)   |/l_^2gui2  9) 

=  C^/'dr,  U)  r\/l-k!Hm^q>dq>  +  [F{a,  k)-E{a,  k)]  f^/JI^^^ 

=  C-[F(a,  k)  E(ß,  k')+E(a,  k)  F(ß,  k')—F(a,  k)  F(ß,  k')l 

Es  bedeutet  C  eine  Constante  in  Beziehung  auf  ß.  Da  nun  die  vor- 
stehende Gleichung  durch  Vertauschung  von  ß  mit  a  und  k  mit  k'  un- 
geändert  bleibt,  so  ist  C  eine  absolute  Constante.  Nimmt  man  in  4) 
/:  =  0,  so  folgt: 

—  C—af^eoBg)dg>  =  C — asin^. 
Eine  leichte  Rechnung  giebt  £^  =  ^  -    Die  Gleichung  4)  wird  dann : 


5)    sin /S  cos /S 1/1 


—k'Hin^ß  i    -^ 


cos*  9)  d^ 


cos* i?  cos*  9)  j/i— ;t*sin*9> 


+  sinacosal/l— /r*8in*a  /   ^r ^  ^    ^ y        .:  .   ~ 

^  J^    1— cos*  a  C08*9>  l/l— Ä'*sin9) 

=  f  -[^(«^  ^)  ^0.  k')+E(a,  k)  F{ß,  k')-F{a,  k)F{ß,  k')\ 

Diese  Gleichung  ist  identisch  mit  der  Gleichung  33)  von  §  29,  welche 
dort  auf  einem  von  dem  obigen  sehr  verschiedenen  Wege  abgeleitet  ist. 

Um  Wiederholungen  zu  vermeiden  soll  fttr  die  beiden  folgenden 
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Fälle  die  GleiehnDg  3)  etwas  transformirt  werden.    Man  Bubtrahire  auf 
beiden  Seiten 

setze  links  P  nnd  F(a^k)  in  Form  von  Integralen.    Es  ist  dann: 

6)  _|.r„i/a+„)fi+*-^)r — ^^f<p      ^ 

1  sinacosaj/l— Ar^sin^a 


l+nsin^a 


2|/(l+n)(l+^') 

F{a,  k) F{a,  k)—£(a,  k) 

2[/(l+n)  (l+^)       2n^/(l+n)(l+^J) 

Zweiter  Fall,    n  =  —l+k'^Bin^ß, 

In  diesem  Falle  giebt  die  Gleichung  6)  nach  ß  innerhalb  der  Grenzen 
0  und  ß  integrirt: 

7)    ^'^siniScos^l/l-Ä'isin^^  H ^  7^--^^^--,^^--^^ 
^  ^       ^  J      1— (1— A:^in2/3)sinVl/i^A-2sinV 

./      ,,  .  ^      f^      l/l— ^'2sinV       ^ 
*^  /     C08^a+/f  ^ßin^asin'9)  ^ 

-[F(a,  k)F{ß,  k')+Fia,  k)F{ß,  k')-F{a,  k)F{ß,  k')]. 

Die  HinzufUgung  einer  Constanten  ist  unnötig,  da  die  vorstehende 
Gleichung  mit  a  identisch  verschwindet  Mit  Hülfe  der  Gleichungen 
3)  und  13)  von  §  30  lässt  sich  die  obige  Gleichung  etwas  symmetrischer 
darstellen.  Vertauscht  man  in  den  bemerkten  Gleichungen  k  mit  k\ 
so  findet  man  die  folgende  Relation,  welche  sich  auch  ohne  Schwierig- 
keit direct  verificiren  lässt: 

1+n       _d^  sinyl/l— Ar'^sinV  \/n+k'^ 

n{k'^+n)    dg>  *^^    ^  cos^)  l/n(l  +n) 

\/l—k'Hm^g)  ,  k^sin^^  1 

+ 


n+k'Hin^g>       n+l—(k^+n)Bm^  l/l— ^t'^sin'V 

Integrirt  man  nach  (p  zwischen  den  Grenzen  0  und  ßj  setzt  n  =  cot^a, 
80  ist: 
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aretang  (tang  a  tang ß \/l  — A«  gin2  a  l/l— //«  sin^/?) 

=  smacosa\/l—kHin^a  f  —j/O^^. —rfg, 

^  I     cos^a+Ä^sin^agmV 


0 


•^  jr      1— (1— A:2  sm^a)  sm^  q>  \/x—}l%^^^^ 

Die  Gleichung  7)  lässt  sich  hierdurch  auf  folgende  Art  darstellen : 

*^  JJ     1— (1— /:2  8in2|3)sin2  9)^l_;^'2gin29, 

+  /t^sin«cos«/l=Fd^  y^.^^?^^,..^  -7=^ 

J     1— (1— Ar2sin2a)8in2  9)  /i_^'2gij 


sm^gp 

=  aretang  (tang a tang i9 \J \—k^ sin«"«  l/i^A'^sin^^) 
—[/'(«,  k)  E{ß,  k') + Eia,  k)  Fiß,  U)-F{a,  k)  F(ß,  k')] 

Dritter  Fall    n  =  —kHin^ß. 

Aus  der  Gleichung  6)  erhält  man  leicht  durch  Integration  in  Beziehung 
auf /9: 

9)    kmnßcoBß  l/i^^^^sin^ff  f' ^     ^/!°'^  .  ,       ,      ^^  — . 

—  /c2 Bin « cos a l/ 1 — ^Ar« gi^j ^    /     — ,,   .  -^  . ^ ^ _ 

J     l—k^  Bin«  a  sm«  9  \/i—k^  gin«  9, 

=  /'(«,  k)  £(ß,  k)—E(a,  k)  F(ß,  k). 

Die  Hinzufttgung  einer  Constanten  ist  unnötig,  durch  Vertauschung 
von  a  mit  ß  würde  dieselbe  negativ  werden,  woraus  folgt,  dass  die 
Constante  verschwindet 

Die  Gleichung  9)  enthält  nur  den  Modul  Ar,  während  in  den 
Gleichungen  5)  und  8)  auch  noch  der  Complementärmodul  Ic  enthalten 
ist.  Auf  diesen  Umstand  hat  schon  Legendre  (Fond,  eil,  1, 141)  auf- 
merksam gemacht,  wobei  eine  wesentliche  Eigenschaft  der  bemerkten 
Gleichung  ihm  entgangen  ist,  welche  zuerst  Jacob  i  hervorgehoben  hat 
Indem  Jacob  i  eines  der  Integrale  auf  der  linken  Seite  der  Gleichung 
9)  als  Typus  eines  elliptischen  Integrals  dritter  Gattung  nimmt,  folgt, 
dass  die  Quantität  ß,  welche  in  dem  ersten  Integrale  als  Constante  auf- 
tritt, in  dem  zweiten  Integrale  als  obere  Grenze  (Argument)  erscheint 
Analog,  nur  umgekehrt,  verhält  sich  a  in  Beziehung  auf  die  beiden 
Integrale.    Bezeichnet  man  durch  — k'^Äs^a^  —Är^sin*^  die  Parameter, 


Mb 


248  [§  32 

BO  enthält  die  Oleiehnng  9)  das  Mittel,  in  einem  elliptischen 
Integrale  dritter  Gattung  Argument  und  Parameter  mit  ein- 
ander zu  yertanschen.  Auf  dieses  Verhältnis  soll  bei  Jacobi's 
Behandlang  der  betreffenden  Integrale  znrttckgekommen  werden. 

Ans  den  Gleichungen  5),  8)  und  9)  fand  Legendre,   dass  die 

Integrale,  deren  obere  Grenze  —  ist,  d.  i.  die  ganzen  elliptischen 

Integrale  dritter  Gattung,  sich  durch  die  elliptischen  Integrale 

der  beiden  ersten  Gattungen  ausdrücken  lassen.  Für  er—*-- 
findet  man: 


n 


^         "^  J      1— (1— A:»Bm*(J)8in^9)  i/T^A'-sin*?) 

=  I  —[I^E{ß,  k')+EF(ß,k')-KF(ß,  k')]. 

—  KE(ß,  k)—EF(ß,  k). 
Die  beiden  ersten  der  vorstehenden  Gleichungen  ftlhren  ftlr  j3  =  — 

wieder  auf  die  Gleichung  27)  des  §  29  (S.  232)  zurück,  nämlich  die 
Legendre'sche  Gleichung: 

~  =  KE'+ICE—KK\ 


§  82.    Das  Additionstheorem  der  elliptischen  Integrrale  dritter  Oattnng  nach 

Legendre. 

Für  die  elliptischen  Integrale  dritter  Gattung  hat  Legendre 
(FoncL  clL  I,y4)  ein  Additionstheorem  aufgestellt,  welches,  in  Ver- 
bindung mit  den  entsprechenden  Sätzen  fUr  die  Function  F(ip)  und 
E(i^\  sich  zu  einem  allgemeinen  Additionstheorem  fttr  die  elliptischen 
Integrale  überhaupt  ausdehnen  lässt 
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Man  setze: 

1)  F(g>)+F(tp)  =  F{a), 
und: 

2)  S~  n{n,  9>)+/7(n,  tp)—n(n,  ö), 

wo  ö  als  Gonstante  angesehen  wird.    Nach  §  28,  15)  (S.  217)  ist: 

3)  £(g))+E(tp)—£io)  =  A:^  sin  9)  sin^?  sinö. 
Die  Gleichungen  1)  und  3)  differentiirt  geben: 

jy^  +  -j^  =  0,  A(g))d^+/i(tp)dy)  =  k'^8mod(&mg)mntp). 

Hieraus  folgt: 

Ä\       _^_ ^y  ^^ sinörf (sing) Bmtp)      sinörf (sin^psin^) 

Die  Gleichung  2)  diflFerentiirt  giebt: 

l+nsui^g)  /l(g))      l+nsin^^  /l(tp) ' 
oder  nach  4): 

p,v  nsingtf(sinysintp) 

^  ~  (l+nsin«9))  (l+nsin^^)  ' 

Die  Gleichung  co80+sin9)sin^  J(a)  =  cos9>co8^  quadrirt  giebt: 

[cos(J+8in9)8in^i4((j)]^  =  1 — sin29r)_sin2t/?+sin^9)sin2!p 
oder: 

sin2  9) + sin2  ^  =  sin^  0 — 2sin  9)  sin  tp  cos  0  Ac+ (sin  q>  sin  y)^  k^  sin^  0. 

Substituirt  man  diesen  Wert  von  «ivflq>-\-«m'^^  in  den  Nenner  auf  der 
rechten  Seite  der  Gleichung  5),  so  nimmt  dieselbe  folgende  Form  an: 

.^ n  sin  od  (sin  y  sin  y) 

~  l+wsin^ö — 2wcos(J  J(ö)  8in9)sint/?+(w^+wA:^8in^ö)  (mapwiip)^  ' 

oder: 

^v      -^  sinö(n+/f^8in2ö)d(sin9)8in^) 

öj    ab  = — j^ . 

[(n+Ar^sin^ö)  sin^psinv?— cosö  J(ö)]2+(l+n)  (  H — 1  sin^ö 

Ftlr  9)  =  0  ist  nach  1)  ^  =  0,  dann  verschwindet  S  nach  2). 
Integrirt  man  die  Gleichung  6),  bestimmt  die  Integrationsconstante 
durch  9)  =  0,  setzt  links  fttr  S  seinen  Wert  aus  2)  ein,  so  folgt: 

[{n+k^  sin^ö)  &mg)  sin^p — cosö  /i{a)  1  /  _n "1 

arc  tang ^  ^^^  y  j^-^  ^^,_^^^^J 

I  /  n  eo9aA(o)  \  / w 

+  1/  (l+w)  (^2+7ö  ^""^  ^""^  ~äna""  1/  (1+n)  (>t^+nV 
d.  i. 
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7)        /7(n,  9))+/7(n,  V?)— Z7(n,  o) 

n  arctangf  »iPy8iny8mgi/n(l+n)(/r^+n)  \ 

(l+n)(k'^+n)  ^  Vi  +n  sin^ö — »  &m^  smtpGoaa  /l(c)J 

In  Folge  der  Bedeutungen  von  sind,  cosa,  A(a)  lässt  sich  der 
Factor  von  n  im  Nenner  des  Arons-Tangens  auf  folgende  Art  darstellen: 

8)  [sin^  (J— sin^)  sin  ^  cos  (T  id  (ö)]  [l — Ar*  sin^  9)  sin^  xp] 

=  sin*9)+sin^^p — (l+/:^8in29Psin2y+sin9)8in!pco89)Co8Tp  J(9))J(^). 

Die  Gleichung  7)  enthält  das  Additionstheorem  für  die  ellipti- 
schen Integrale  dritter  Gattung  und  ist  anwendbar,  wenn  n  = 
cot*«,  oder  n  =  — l+Ar'^sin^a. 

Ist  aber  n  negativ  und  kleiner  als  1,  also  n  =  — k^&in^a,  so  wird 
die  Gleichung  6)  ftlr: 

9)  t  =  k^  (sin*  ö — sin*  a)  ein  g)  sin  tp  sin  a, 

iA\  jo  sinasinörf^ 

10)  d5  = 


[t — sin  a  cosö  J  (ö)]* — [sin  ö  cos  a  /i  (a)]* 

tanga  f ' — dl 

2A(a)  Lsincfcosa  J(a)+sinacosöi4(ö) — t 

. Zldt^ 1. 

sin  cf  eosa  J  («)— sin«  cos  ö /i(ö)+ U 

Um  einer  zu  grossen  Weitläufigkeit  der  Formeln  zu  entgehen,  setze 

man  zur  Vereinfachung: 

sino  cos«  A(a)— Bing  eos  0/1(0) 

--.  ^  1 — /r*8in*a8in*cf 

]   .      singcos«/i(a)+singcostf J(g) 

l  ^^^^  ~  l="/r*iin*asin*ö 

Diese  Gleichungen  geben: 

--.V  •    ,   .  flin^ö — sin*« 

12)  sin  k  Bin/i  —  ^ — r^-T-ö — 7-^-  • 

^  '^      1 — /r*sin*asm^cf 

In  Folge  des  Additionstheorems  der  elliptischen  Integrale  erster  Gat- 
tung sind  die  beiden  Gleichungen  11)  den  folgenden  Gleichungen 
aequivalent : 


I  sinA 


13) 


/^dw    r^dw /*  dw   r^^^\  r^^^ r^ 
*/o                      t/o                      »/o                     »/o  *M) 


dw 
J 


/4=l/l— Ar^sin*«;. 

Mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  11)  lässt  sich  die  Gleichung  10) 
nun  schreiben: 

_  tangar -dt^ ^^df 1 , 

2J(a)L(l— Ä*  8in*a  sin*ö)sin/M— / ^ (1~Ä*  sin*«  8in2ö)sin;i+^J 
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Die  vorstehende  GleichuDg  werde  nach  t  integrirt  and  ftlr  t  der  Wert 
ans  9)  Bubstitairt  Bestimmt  man  die  Integrationsconstante  durch  9)  =  0, 
so  ist  auch  /  =  0.  Setzt  man  schliesslich  für  S  den  Wert  ans  1)  ein 
und  n  =  — Ar^sin^a,  so  folgt: 

n(—k^sm^a,  9))+J!Z(— Ar^sin^a,  y?)—n(—k^sm^a,  a) 

tanga,     (1— Ar^sin^«  sin^a)  sin  fi — k^  (sm^ö — sin^«)  sin  y  sin  tp  sin  a 

2  J  (a)    °  ( l — k^ sin^  ß sin^  a)  sin  Z+k^  (sin^cf — sin^«)  sin  g)  sin  tp  sin  a 

ta^  a ,     sin  2 

Auf  der  rechten  Seite  ziehe  man  die  beiden  Logarithmen  zum  Loga- 
rithmus des  Products  zusammen.  Mit  Rücksicht  auf  die  Gleichung 
12)  ist  dann  Zähler  und  Nenner  durch  sin^a — sin^a  teilbar,  die  obige 
Gleichung  vereinfacht  sich  in  folgende: 

14)       17(— Ä2  sin^  «,  9)) + /7(— ä2  sin»«,  yp)—n(—k^  sin»«,  0) 

tanga ,        1 — k^  sin  y  sin  y  sin  a  sin  X 

2/1  (aj  ^  '  1+A:»sin9)sin^sinasin/M 
Wir  haben  also  das  Resultat,  dass  fttr  die  elliptischen  Integrale  der 
dritten  Gattung  n(n,q))+n(n,y))—'n(n^o)  entweder  gleich  einem  Arcus 
Tangens  oder  gleich  einem  Logarithmus  ist  Fttr  die  Integrale  erster 
Gattung  wurde  Fig))+F(ti)) — jF(fl;)  =  0,  und  fttr  die  Integrale  zweiter 
Gattung  £(g>)+£(tp) — £(a)  gleich  einer  algebraischen  Function. 

Die  vorstehende  Gleichung  lässt  sich  auch  direct  aus  der  Gleichung 
7)  herleiten  unter  Benutzung  von: 

larctangiz  =  -  log  — ^—  • 
^  2     ^  1+z 

Mit  Rttcksicht  auf  die  rechten  Seiten  der  Gleichungen  7)  und  14)  hat 
Legendre  die  elliptischen  Integrale  dritter  Gattung  in  zwei  Glassen 
zerlegt,  ttber  deren  Terminologie  sich  in  der  „Theorie  des  Fonctians 
clltptiques** ,  Deuxüme  Supplement,  p,  ij8  folgende  Bemerkung  findet: 
„Nous  appelons,  pour  abr6ger  fonction  k  paramötre  logarithmique 
la  fonction  de  troisiöme  esp^ce  dont  le  param^tre  est  — A^sin^a,  k  6tant 
le  module.  On  sait  que  ces  fonctions  difförent  essentiellement  de  Celles 
de  la  meme  esp^ce  dont  le  paramötre  est  ou  peut  etre  ramen6  k  la 
forme  — l+Ar'^sin*«,  Ic  6tant  le  compl^ment  de  k.  Ces  demi^res  devront 
etre  appel^es  fonctions  k  paramötre  circulaire/ 

Diese  Unterscheidung  hat  gegenwärtig  eigentlich  nur  noch  ein 
historisches  Interesse;  die  ganze  Auffassung  des  elliptischen  Integrals 
dritter  Gattung  ist  insofern  eine  zu  beschränkte  und  in  mancher  Hin- 
sicht etwas  unbequeme,  als  eine  bestimmte  Form  des  Integrals  unter 
einer  grösseren  Anzahl  gleichberechtigter  Formen  ausgewählt  und  durch 
eine  besondere  functionale  Gharacteristik  ausgezeichnet  wird.    Es  er- 
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fordert  dieses  bei  üntersnchnngen  ein  beständiges  Znrttckkommen  auf 
die  beliebig  gewählte  Normalform,  eine  Rednction,  welche  nicht  immer 
ohne  beschwerliche  Rechnungen  auszuführen  ist.  Diese  Bemerkungen 
beziehen  sich  nur  auf  die  folgenden  Untersuchungen  über  den  Zusam- 
menhang der  elliptischen  Integrale  dritter  Gattung  mit  den  Theta- 
Functionen.  In  einer  grossen  Anzahl  von  Fällen,  namentlich  bei  geo- 
metrischen Anwendungen,  wenn  es  sich  nur  um  einfache  Transforma- 
tionen und  Additionen  elliptischer  Integrale  dritter  Gattung  handelt, 
wird  die  Unbequemlichkeit  der  gewählten  Bezeichnung  D  durch  den 
ausserordentlich  elementaren  Character  der  von  Legen dre  angewand- 
ten Methode  fast  aufgehoben. 

§  88.    Ausdruck  des  Parameters  in  den  elliptischen  Integrralen  dritter 

Gattung  durch  elliptische  Functionen. 

Die  Anwendung  der  elliptischen  Functionen  auf  das  Integral 

dg/ 


1)  /7(n,9)) 


/9 
_  ä 


(1 +n  sin^  9)  Vi— >^^ßin  V 

setzt  den  Parameter  n  in  der  Form  — Ar^sn^c  voraus,  wo  c  eine  be- 
liebige reelle,  imaginäre  oder  complexe  Quantität  ist.  Um  die  nach- 
folgenden Betrachtungen  nicht  zu  unterbrechen,  soll  der  Nachweis  über 
die  Zulässigkeit  dieser  Annahme  geliefert  werden.  Eine  weitere  Unter- 
suchung ttber  diesen  Gegenstand  enthält  die  Abhandlung  von  Richelot 
„Darstellung  einer  beliebigen  gegebenen  Grösse  durch  sin  am  {u+rv^ky* 
(Grelle  J,  XL  V,  22 j — 2J2J.  Vgl.  auch  P.  Mansion:  ,^ur  la  th^orie 
des  fonstions  elliptiques" ,  Belg.  BulL  (ß)  VIII,  180 — 182,  1884. 
Man  unterscheide  fttr  n  die  folgenden  Werte: 

a)  n  liege  zwischen  0  und  — k\ 
Man  setze  n  =  — k'^^fi'^a^  wo  O^a'^K. 

b)  n  liege  zwischen  — k^  und  — 1. 

Es   liegt  dann   sn^c   zwischen    1    und   7^.     In  diesem  Falle   nehme 

k^ 

man  n  =  —k-^^n-^iK+ia)  =  —k'^  ^°Jf-  =,~^Vx^  wo  O^a^K'. 

^  dn^ia      dn2(a,/r)' 

c)  n  liege  zwischen  — 1  und  — oc. 
Man  setze  «  =  — k^m'^{a+iK')=z  —  wo  0—a=K. 

d)  n  positiv. 

Man  setze  n  =  —k'^m:^ia  =  k^\xi'^{a,k\  0=a^.K. 

Ist  also  n  reell,  so  kann  man  immer  n  =  — /c^sn^c  setzen.  Nimmt 
man  in  1)  9)  =  am«  und  g)'  =  am«;,  so  lässt  sich  die  Gleichung  auf 
folgende  Art  schreiben: 
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oder  auf  beiden  Seiten  u=^  I    dw  snbtrahirt: 

t/n 


,  /^     k^ 


2)         n(—k^  sn»  c,  am  m)— u  =  /    —  ,  i — z ^  rfw. 


Ist  n  eine  eomplexe  Quantität,  so  sei  n^=^fi+vL    Man  setze: 

3)  (jt+vi  =  —k^&n^(a+b(), 
also: 

4)  /M — V  i  =  — k^  sn*  (a — b  i). 
Die  Gleichungen  3)  und  4)  geben: 

.    k^+fji+vi  =  k^Qn^(a+bi),  l+fi+vi==äxi'^{a+bt), 
^   k^+fi—vi  =  k^en'^iar-^t),  l+(i—vi=-da^(an-bt). 

Zur  Vereinfachung  führe  man  folgende  Httlfsgrössen  ein: 

— (i — V  i  =  A^  (cos  2a + 1  sin  2a), 
k^+fi+vi  =  B^  (cos  2ß+i  sin  2iJ), 
1 +/"+ J^  *  =  (^  (cos  2y+i  sin  2y). 
Die  Quantitäten  ^,  B,  C,  a,  /},  /  sind  dann  auf  folgende  Art  als  Func- 
tionen von  ^,  V  und  k  bestimmt: 

I—fi  =  A^  cos  2a,    — i'  =  i^^sin  2a, 
ki+^  =  B'^  cos  2/3,        r  =  ^2  gin  2j3, 
1+^=  (^co8  2y,        1^=  C^sin2y. 
Aus  den  Gleichungen  3),  5)  und  6)  zieht  man: 

[  Arsn(a+^0  =  ^(cosa+isina)  =  Aef^\ 
8)  I  kQn{a+b%)  =  B{QO%ß+iAxiß)  =  Be^, 

I    dn(a+ftO  =  C(cosy+»8iny)  =  CeY*. 
oder  — I  statt  i  gesetzt: 

■ 

Ik  sn(a — bi)  =  .4  (cosa— tsin  a)  =  .4^^^*, 
^  cn(a— &0  =  B  (cos  /3— i  sin/3)  =  Be^^, 
dn(a — fti)  =  (7(cosy— isin  y)  =  Ce~~^\ 
Nun  ist:  2a  =  a+fti+a — fti,  2ft»  =  a+ft» — («— &0i  äIao 

sn2o  =  sn  [(a+bi)+{a—bi)] 

sn(fl+&  i)cn(fl— fe  Qdn  (a — fti)+Bn(a — fti)cn(a+ft  Q  dn  (a+fri) 

~  l—kHii^ia+bi)BnHa—bi) 

Aehnlich  lassen  sich  cn2a,  dn2a,  sn2^t,  cn  2fr  f  und  dn  2fr  i  mittelst 
des  Additionstheorems  ausdrücken.  Unter  Zuziehung  der  Gleichungen 
8)  und  9)  findet  man: 
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ABC    tf(«— /^~y)* + tf— {«— ^— y) i _2ABC cos (a—ß—y) 
Bn2a  =  — —^ j^zij,  ' 


10) 


C^ 
dn2a=-- 


k^ 
AW^ 


A^  k^—A^ 


11) 


k'^ 

(      ci.        ^,ABCBm(a—ß—y) 
«°  2&I  =  21 piz^jT—  -  ' 

B'^+A^crt 


cn2ftt  = 


k^—A^ 
k^C^+AW^ 


k^—A^ 

Die   beiden   ersten  Gleichungen  von   10)   nnd   11)   geben   durch 

Division : 

^^  2ABC         f      ^      , 

Setzt  man  weiter: 

13)  ^(7=^tangd, 

so  lassen  sieh  die  Gleichungen  12)  einfacher  schreiben: 


. .  s  I  tn  2a  =  tang  2d .  cos  (o — ß—y\ 

^  \  tn  2 W  =  i  sin  2(f .  sin  (a—ß—y). 


Die  letzte  Gleichung  14)  lässt  sich  auch  schreiben: 

sn(2&,  ]i)  =  sin2d .  sin  (a — ß — y). 
Durch  die  vorstehenden  Gleichungen  lassen  sich  a  und  h  fttr  einen 
gegebenen  Modul /:  bestimmen.  Man  kann  also  immer  den  Para- 
meter 11  in  der  Form  — A^sin^amc  voraussetzen,  wo  c  eine 
beliebige  reelle,  imaginäre  oder  complexe  Quantität  ist 
lieber  diese  Darstellung  vergleiche  man:  Duröge:  „Theorie  der  elr 
Uptischen  Functionen"  §  6y. 

§  84.    Jacobi's  Reihenentwlekelongen  fOr  die  elliptisoheii  Integrrale  dritter 
Gattung  und  dessen  erste  Darstellung  des  Additionstheorems. 

An  Stelle  des  von  Legendre  gewählten  Typus  eines  elliptischen 
Integrals  dritter  Gattung  hat  Jacobi  in§51  der  „Fundamenta"  (Ges, 
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Werke  I,  igy)  eine  andere  Normalform  aufgestellt,  welche  von  der 
ersteren  nur  unwesentlich  unterschieden  ist    Er  setzt  nämlich 


d^ 


^  P  Ar^snaenaduflsn^urfu /*^/r^ sin a cos a/ia sin* 9) 

U{u,a,k)  —  I  i—k'im'^amhA        ~/  ~[l—kHvD^aAri^(p\Ä(q>) 

wo  9)  =  amu,  a  =  ama.    Dieses  Integral  würde  nach  der  Bezeichnung 
Legendre's  sein: 

Das  von  Jacobi  gewählte  Integral  gestattet  eine  unmittelbare  Ent- 
Wickelung  in  eine  unendliche  Reihe,  deren  genauere  Untersuchung 
schliesslich  darauf  geführt  hat,  fttr  das  elliptische  Integral  dritter  Gat- 
tung keine  besondere  Normalform  anzunehmen,  sondern  jedes  der  16, 
resp.  20  Integrale,  welche  sich  ergeben,  als  mit  der  Normalform  gleich- 
berechtigt anzusehen.  Da  die  ersten  Untersuchungen  von  Jacobi  über 
diesen  Gegenstand  von  grossem  Interesse  sind,  so  möge  derselben  hier 
eine  kurze  Erwähnung  geschehen. 
Es  ist: 

0/    .  1.N       0/      1.x      ^rf  sn&cnftdn&sn^M 

du  1 — A*sn^&sn^w 

Setzt  man  u  = ,  h  =  ,  multiplicirt  auf  beiden  Seiten  mit  — r— , 

so  folgt: 

2Ka     2ICa.  2Ka    ^2Kx 

_  sn  —  cn — dn sn*  — 

^s  2a  ,„  d        n         X         n  n 

1)  -    k^ 


X  X 

=  1  (2kk\^^^,iK{x  +a)     pp,2A-(a;-a)  1 

Die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  lässt  sich  aber  nach  Gleichung 
35)  §  24  (S.  174)  nach  dem  Cosinus  der  Vielfachen  von  2(x+a)  und  2{x—a) 
entwickeln  und  mithin  auch  als  Differentialquotient  zweiter  Ordnung 
in  Beziehung  auf  x  einer  noch  näher  darzustellenden  Reihe  ausdrucken. 
Man  findet  leicht: 

V  ^  /  L        ^  *     J 


r  =  OD 


=  8  2  [®^^  2^*  ix—a) — cos  2r  (x+(ij\  ^^  ^^  • 

Die  rechte  Seite  ist  aber  der  zweite  Differentialquotient  nach  x  von: 
^  cos  2r  (x + a) — cos  2r  {x — a)     q^         ,     d'jx — a) 
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I. 


wie  mittelst  der  ersten  Gleichung  38)  des  §  24  unmittelbar  folgt  Mit 
Rttcksicht  auf  das  Vorstehende  lässt  sich  die  Gleichung  1)  auf  folgende 
Form  bringen: 


2Ka     2Ä'a,   2Ka    J^Kx 

^  sn cn dn — sn^ 

2Ä^.j  d         jc         X         jt         jc 

~x'      dx        '     ,,    ,2Äa    ^2Kx 

1 — kHn^ sn^ 


OD 


Diese  Gleichung  zwischen  den  Grenzen  0  und  x  integrirt  giebt,  da 
»\~a)  =  —»Xä): 

2Ka     2Ka^   2Ka    J^Kx 


2) 


X 


cn  — dn  ^^-^sn^' 

X  X 


X 


2Ka     2Kx 
1— Ä^sn^^-sn«^^ 

X  X 


=  2^[sin2r(a: — a) — ^sin2r(a:+a)+2sin2ra]— ^ 
1  ^    ^ 


2r 


1  d ,     Hx—a)  ,  ^'(a) 


2dx    ^»{x+a)  '  ^(a) 

Von  der  Gleichung  2)  macht  Jacobi  in  den  „Fundamenta" 
einen  doppelten  Gebrauch;  sie  dient  ihm  sowohl  zur  Reihenentwicke- 
lung eines  elliptischen  Integrals,  wie  zur  Herstellung  eines  Additions- 
theorems, welches  nicht  wesentlich  von  Legendre's  Theorem  ver- 
schieden ist 

In  der  Gleichung  2)  werde  nach  x  zwischen  den  Grenzen  0  und  x 
integrirt.    Bezeichnet  man  die  Integrationsvariabele  durch  z,  so  ist: 


3) 


2K  r* 


,,      2Ka     2Ka^    2Ka    .2Kz 
k^  sn cn dn  — sn^ 


X 


X 


X 


X 


^     ,,    ÄKa    ^Kz 
1 — ^Ar^sn^ sn* — 

X  X 


dz 


OD 


%^  2x  sin  2ra — cos  2r  (x — a)+cos2r(a:-|-a)    j''' 

2  ^&(x+ay   ßiä) 

2K€L                 2Kx 
Nimmt  man  am =  a,  am =  q}   und   substituirt   in   dem   links 

X  X 

2Kz 
Stehenden  Integrale  der  Gleichung  3)  am  —  =  ir,  so  geht  dieses  Inte- 

X 

gral  ttber  in: 
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r 


l—k^  flin^a  sin^ii;       \/i—k'^%m^w 

Die  JacobTsche   Bezeichnung   (Fund,  §  ^i,    Ges.    Werke  I,   i^y) 

n(  — )  ,  kj  oder  kürzer  n( >  — ^ ]  hat  die  Unbequemlichkeit, 

eine  schon  von  Legendre  fixirte  Characteristik  in  anderer  Bedeutung 
zu  gebrauchen  und  ihren  Zweck  insofern  nicht  ganz  zu  erftUlen,  als 
noch  15  andere  Integrale  existiren,  welche  dem  in  3)  enthaltenen 
Integrale  analog  sind. 

Die  Bedeutung  der  Gleichung  3)  ist  nun  folgende.  Das  Integral 
der  Gleichung  enthält  die  Variabein  x,  a  und  k.  Da  die  Quantität  q 
der  Theta-Functionen  nur  von  k  abhängt,  so  folgt,  dass  in  der  Summe: 

nur  Functionen  von  zwei  Argumenten  vorkommen.  Diese  merkwür- 
dige Eigenschaft,  dass  das  elliptische  Integral  dritter  Gattung 
von  Legendre,  welches  drei  Argumente  enthält,  sich  auf 
Functionen  mit  nur  zwei  Argumenten  reduciren  lässt, 
hat  zuerst  J  a  c  o  b  i  entdeckt  und  besonders  hervorgehoben  am  Schlüsse 
von  §  49  der  Fundamenta  (Ges.  Werke  I,  igß).  Man  vergleiche 
hierüber  auch  Ann.  de  /'Ä.  Norm.  VI,  i$2,  wo  sich  folgende  Be- 
merkung Jacob Ts  an  Legendre  findet:  ^D'ailleurs  eile  montre  que 
les  Fonctions  EUiptiques  de  troisiöme  espöce  dans  lesquels  entrent  trois 
variables  se  ramönent  ä  d'autres  transcendantes  qui  n'en  ont  que  deux, 
d^couverte  qui  vous  intiressera  beaucoup." 

In  §  54  der  Fundam.  giebt  nun  Jacob i  folgenden  Beweis  des 
Additionstheorems  für  die  elliptischen  Integrale  dritter  Gattung.  Die 
rechte  Seite  der  Gleichung  2)  lässt  sich  auf  folgende  Art  darstellen: 

1  %'\x—(i)     1  y(a;+a)     ^\ä)  ^     1    log^(x— a)^(a;+a)     d\o%^a) 

2  %'(x—d)      2  ^(x+a)  "^  ^(ö)  ~     2  da  ^       da      ' 

Integrirt  man  die  Gleichung  2)  nach  a  innerhalb  der  Grenzen  0 
und  a.  so  folgt:     ^ 

L    ^^>    J"l~;^^sn^?^sn^M?' 


Jl  X 


Für  a  =  -^^»  X  =  ——-  folgt  hieraus: 


4) 


dim}din) 


n  X 

Ennaper,  eUipt.  Fnnotioiien.    9.  Aafl.  \1 
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In  dieser  Gleiehong  nehme  man 


m+n 


m — n  - 

X — a,  — — -  =  y — 0,  also  m  = 


m+n 


m — n 


x+y — 2a  und  n  =  x — y.    Ferner  setze  man  — -  -  =  x+a,  — ^—  =  y+fl, 

also  m  =  x+y+2a  nnd  n=-x — y     Die   beiden  so  erhaltenen  Glei- 
chungen geben  durch  Division: 

^^   l»(x+ä)»(y+a)j       1    ron^^'*'^^~^^an-^^^^"^^  ^  (j;+y+2o)' 

In  derGleichung  4)  mache  man  ferner  die  Snbstitationen  — ~-=  x+y — a, 
-   —  =  a  und  =  x+y+a,  -  ^—  —  0.    Bildet  man  den  Quotien- 

u  JL  u 

ten  der  so  erhaltenen  Gleichungen,  so  folgt: 

,     ,,    ,2Ä'a    JilK{x+y—a) 


x+y—a)\      ^_^ 


\Hx±y± 


jt  d-ix+y+^a) 


.;t2gn2?^sn»?^^^?±^^±^  ^(x+y-2a) 
Diese  Gleichung  mit  der  Gleichung  5)  multiplicirt  giebt: 


6) 


r»(x—a)»(t/-a)»{x+y+a)  J 
l»(x+a)»iy+a)»(x+y-a)  ]  =  '"•"•' 


wo: 


7) 


H 


X  X 


Hx  = 


,     ,,    fiKa    ^^K{x+y—a) 
1— Ar^n* sn^ — ^      ^  —  - 

X  X 


l_A.sn«^*'«8„.2^(^_y±«) 
In  der  Gleichung  3)  setze  man  zur  Abkürzung: 


8) 


,,      2ira     2Ä0,    2Ka    ^^Kz 

^  -.  Ar^sn cn dn  — sn^ — 

2a  X         X         X         X 


1 — Ar^sn* sn^ 


=  tp(2), 


jr 


^ 


dann  ist  kürzer: 
9) 
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Ans  dieser  Gleichung  erhält  man  unmittelbar  durch  Vertauschung  von 
X  mit  y  und  z+y 

tp(z)dz+  I  tp  (z)  dz —  /  tplz)dz  =  -  log  ^\    .    ;^,    .  .f^)— ^  --^i  • 
r\j     -r  M  ^K  ,  #  'pv  /  2    ^^{x+a)^{y+a)d'{x+y—a) 

Wegen  der  Gleichung  6)  folgt: 

tp(z)dz+ I     fpiz)dz— I        xp(z)dz^^\og(JI,H,). 

!Nach  der  Bezeichnung  von  Legendreist  nun  mit  Rücksicht  auf  §  33, 2): 


/ 


2Ka.    Ma 
cn dn 


th {z)dz  = —zz n[  — k^  sn^ 5  am 

sn ^  ^ 


2Ä^,    2Ä^ 
^-^  cn dn 

2Kx         3t  3t 

3t              2Ka 
sn 

3t 

Die  Gleichung  10)  enthält  folglich  das  Additionstheorem 
der  elliptischen  Integrale  dritter  Gattung,  wennde^^^^^' 

2-4^0 
meter  gleich — k'^miP'^^n. ist.    Setzt  man: 

3t 

2Ka                2Kx  2Ky 

am =  a,  am =  9),  am — -  =  % 

3t  3t  X 

2K{x+y)  2/r(x+y— o)       ,         2Ä'(a;+y+a) 

am — ^  =  (?,  am — ^—^^ — -  =  ^^  am-  -  —  ^         =A^> 

so  muss  die  Gleichung  10)  auf  die  von  Legendre  gefundene  Form 

führen.    Dieses  kommt  darauf  hinaus  zu  zeigen,  dass  die  Quantitäten 

H  und  ^1,  definirt  durch  die  Gleichungen  7),  auf  die  Gleichung  führen: 

,       ,,      2Äa     2Kx     2Ky     2K{x+y—a)\^ 
1 — k^m sn sn — ^sn — ^^  —  ^      '' 

11)      ^iyi  =  -  XXX  X 


l+>^^sn?^sn?^sn?^sn?^^±l^>l 

XXX  X 

Um  sein  Resultat  mit  dem  von  Legendre  aufgestellten  in  Ueber- 
einstimmung  zu  bringen,  hat  Jacob!  in  §  54  der  „FundamentO"  (Ges. 
Werke  I,  20g  u, /.)  den  Beweis  der  Gleichung  11)  gegeben,  welchen 
er  mit  den  Worten  einleitet:  «Transformatio  satis  abstrusa  hunc  in 
modum  peragitur''.  Es  möge  hier  genügen,  auf  die  von  Jacob i  ge- 
fundene Form  des  Additionstheorems  hingewiesen  zu  haben;  die  von 
Legendre  gefundene  Form  lässt  sich  einfach  mittelst  des  Multiplioa- 
tionstheorems  der  Theta-Functionen  herleiten,  wie  im  nächsten  Para- 
graphen gezeigt  werden  soll 

17* 
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In  der  bemerkenswerten  Abhandlung  „Formulae  fwvae  in  theorta 
transcendefitiufn  fundamentales**  (Grelle J.  XV,  ipp — 20^,  Ges.  Werke 
I,  333—341)  hat  Jaeobi  die  elliptischen  Integrale  zweiter  Gattung  zum 
Ausgangspunct  der  Herleitnng  des  Additionstheorems  der  elliptischen 
Integrale  dritter  Gattung  genommen.  Jaeobi  citirt  bei  dieser  Gelegen- 
heit eine  ältere  Abhandlung  „De  functiontbus  ellipttcis  commentatto** 
(Grelle  J.  IV,  371 — jpo,  Ges.  Werke  I,  2gy — 318),  welche  weitere  Aus- 
führungen über  einige  Teile  der  „Fundamenia"  enthält  und  ursprüng- 
lich bestimmt  war,  im  Verein  mit  anderen  Abhandlungen  einen  zweiten 
Teil  des  bemerkten  Werkes  zu  bilden.  Die  weitere  Ausbildung  der 
glänzenden  Theorie  der  Theta-Funetionen  scheint  dieser  Publication 
hinderlich  in  den  Weg  getreten  zu  sein. 

Wenn  sich  auch  die  Untersuchungen  über  die  elliptischen  Inte- 
grale dritter  Gattung  ohne  weitere  Zuhülfenahme  der  Reihe  für  das 

Quadrat  von  sn  —  führen  lassen,  so  scheint  der  in  diesem  §  befolgte 

jt 

Weg  ausser  dem  historischen  Interesse  den  Vorzug  einer  sich  von  selbst 
darbietenden  Ursprünglichkeit  zu  haben.  Führt  man  in  das  elliptische 
Integral  dritter  Gattung  von  Legendre  elliptische  Functionen  ein,  so 
ist,  unter  Berücksichtigung  der  Gleichung  1)  der  zu  verfolgende  Weg 
vorgezeichnet,  wenn  es  sich  um  Darstellung  des  in  Rede  stehenden 
Integrals  in  Form  einer  unendlichen  Reihe  handelt. 

In  der  soeben  genannten  Abhandlung  definirt  Jaeobi  (Ges.  Werke 
I,  300)  eine  Function  i2(u)  durch  die  Gleichung 


12)  /       £'(tt)rfM  — lOgÜ(M) 


und  benutzt  diese  Function,  um  das  unendliche  Product 

«— 1 
2 

//^(l— /r^aj^snUro), 

r=l 

dem  wir  später  bei  der  Transformation  der  elliptischen  Functionen 
begegnen  werden,  in  einfacher  Weise  darzustellen.  Er  gewinnt  aus 
dem  Additionstheorem  für  die  Integrale  zweiter  Gattung: 

iQ\        E»/    I    \  I  17/        \      ftw  \     aÄr^sn^asnwcnwdnu 
13)        E{^u+a)+Ei,u-a)  =  2E(u) ^_^,,^,^,^^^ 

durch  Integration  von  u  =  0  bis  u  =  u  folgende  Fundamentaleigen- 
schaft für  die  Function  Q(u): 

Q{u+a)Ü(u-€^ 
^^^  Si\a)SiKü)  ^    AfBnasn^. 

Hierauf  drückt  er  das  elliptische  Integral  dritter  Gattung  durch  die 
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Function  Q(u)  ans.    Wird  nämlich  in  18)  u  mit  a  yertanscht  nnd  inte- 
grirt,  80  ergiebt  sich 

log yry       : — 2wi:(a)=  — 2/:^Bnrtcnadnr  ^ 


7i^ 


i2(u— a)  '  '  /  1— /f^Bn^asn^w 

t/o 

mithin 

15)  //(„,«)  =  „^(«)+|logg|=|-. 

Beide  Functionen,  i2(u)  and  i7(^a),  lassen  sich  leicht  durch  die 
Sigmafanction  OaU  ausdrücken.    Es  war  §  28,  61.  29)  (S.  221): 

Daraus  folgt  sofort  durch  logarithmische  Integration 

16)  Q  (l/^T^  n)  =  ei^i'''ö3  u.  

Femer  wird  die  Gleichung  15),  wenn  wir  das  Argument  \/ei — e^u  und 

den  Parameter  l/^i — e^a  einführen:  

//  (1/^1=^3«,  \/^^^a)  ~  llog ^^jf/}-'^^^ 

2       Q{\/ei—es(u+a)) 

oder  unter  Anwendung  von  16) 

(WeürstrasS'Schwarz,  Formeln  Art,  jpj. 

Als    Normalform   eines   elliptischen   Integrals  dritter 
Gattung  nimmt  Weierstrass  diejenige  Function,  welche   durch 

Integration  der  Function  -    ^^       in  Bezug  auf  u  gewonnen  wird.    Es 

ist,  wenn  wir  in  61.  9)  des  §  14  (S.  100)  fttr  i;  — t;  setzen, 
.Qv  1  p'u+p'v      ö'(m — v)     du  ,  dv 

2   pu — pv         ö(tt — V)       OU       Cv 

und  durch  Integration  erhalten  wir 

19)  / rfw  =  log-^^ -+    -u+C 

J   2  pu—pv  ^  cuav      cv 

(Wcicrstrass-Schwarz,  Formeln  etc.  s6,ej-  Die  Grösse  v  vertritt  die 
Stelle  des  Parameters.  Die  Constante  C  bestimmt  Weierstrass 
durch  die  Bedingung,  dass  wenn  6^  =  0  wird,  das  constante  Glied  in 
der  Entwickelung 


0)  /V- 

^    f    2  pu- 


20)    /  ~z^^^ 


( Wcierstrass-Schwarz,  l  c.  36,7),  welche  für  die  Umgebung  von  u  =  0 
gilt,  ebenfalls  den  Wert  Null  erhält.  Unter  dieser  Voraussetzung  wird, 
wenn  wieder 
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und 

*o  =  Pv,  \/Sq  =  —p'v 
ist,  die  Normalform  des  Integrals  dritter  Gattung: 

21)  iog?l!^«)  +  <^%=  f  ^_\/MK^. 

'  ^   ÖUÖV       öv         J       "^      *~*o      \JS 

(WeierstrasS'Schwarz,  Formeln  s^'s)- 

I  85.    Die  Eigrensehaften  der  elliptigchen  Integrale  dritter  Gattnngr  ans  dem 
Fnndamentaltlieorem  für  die  Theta-Fnnetionen  liergeleitet. 

Die  fundamentale  Gleiehong  (§  20,  I,  4,  S.  143): 

welche  auf  die  elliptischen  Integrale  zweiter  Gattung  in  §  28  (S.  224)  fbhrte, 
kann  auch  den  Ansgangspanct  flir  die  elliptischen  Integrale  dritter 
Gattung  bilden.  Setzt  man  wieder  w  =—^x+y+z),  also  w'  =  0, 
x'  =  — (y+z),  y'  =  — (x+z),  z= — {x+y\  so  ist: 

1)       Hx)&{ymz)Hx+y+z)+&,(x)&,(y)^,{z)&dx+y+z) 

=  HO)Hx+y)Hx+z)&{y+z). 

Diese  Gleichung  nach  z  differentiirt,  darauf  z=  0  gesetzt  ftlhrte  §  28, 

38)  auf: 

o^    2^         2Kx     2Ky     2K{x+y)  _  ^x)  ,  ^'(f/)      ^'{x+y) 
"^^     jc"  ^^  ji  ^^  jt  ^^       jc     """^x)"*"  ^)~Hx+y)' 

In  dieser  Gleichung  nehme  man  successive  y  =  a  und  y  =  — o,  bilde 

die  halbe  Differenz  der  so  erhaltenen  Gleichungen.    Es  ist  dann: 


-  k^  sn sn  — -1  sn  — ^^ +sn 

JC  Jt  üt    \_  Jt 

1  d-Xx—ä)      1  &\x+a)      d-Xa) 


[x—ay\ 

JC         J 


2  Oix—a)      2  Hx+a)   '   ^a) 
Wendet  man  auf  die  linke  Seite  das  Additionstheorem  der  elliptischen 
Functionen  an,  so  ergiebt  sich  die  Gleichung: 
2^         2fCa     2Ka^    2Ka      2Kx 

jc^^^  jt  ^°^^°^^°  ^  _  1  ^V-g)      1  nx^-a)     nn) 
I_;t2gn22_^?gn22^?  2  ßix—a)      2  >(x+ä)  "*"  ^a)  ' 

JC  JC 

Die  vorstehende  Ableitung  hat  den  Vorteil,  dass  x  und  a  ganz 
beliebige  Grössen  sein  können.  Integrirt  man  in  der  Gleichung  3) 
nach  X  zwischen  den  Grenzen  0  und  x,  bezeichnet  die  Inte^ations- 
variabele  durch  z,  so  erhält  man  wieder  die  im  vorigen  §  gefundene 
Gleichung  3),  nämlich: 
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2Ka     2Ka,   iKa    ^2Kz 

Ans  dieser  Gleichong  ergeben  sich  anmittelbar  einige  von  Le- 
ge ndre  gefiindenen  Sätze.  Fttr  o;  =  verschwindet  der  Logarithmas 
aaf  der  rechten  Seite  der  Oleichang  4).  Dieselbe  redacirt  sich  einfach 
auf  ^^^^^^ ,  d.  i.  nach  §  28,  Gl.  26)  auf: 


^^e(  m— '\— — .— 1- 


Setzt  man  in  der  Gleichung  4)  ^=  ~,  femer        -  =  it;    und   einfach 

a  statt ,  so  giebt  dieselbe: 

Jt 


I 


*^  Ar^snacnadnasn'it;    _         .__,       . 

1 — Ä^sn^asn^w  ' 

0 

oder  nach  der  Jacobrschen  Bezeichnungsweise: 

n(K,a)  =  KE{ß)—aE, 
und  drittens  ama  =  a,  B,mw  =  q>  gesetzt: 
n 

/'^  /r2  gincf  cos  aJ(a)  sin  V  rf9>       l^  /     a    ^        r»   /     ^ 

Diese  Gleichung  enthält  das  schon  am  Schlüsse  des  §  31  be- 
wiesene Theorem  von  Legendre  betreffend  den  Ausdruck  des  gan- 
zen elliptischen  Integrals  dritter  Gattung  durch  elliptische 
Integrale  erster  und  zweiter  Gattung. 

Aus  der  Gleichung  4)  gewinnt  man  unmittelbar  den  Satz  von  der 
Vertauschung  des  Argumentes  mit  dem  Parameter.  Vertauscht  man 
nämlich  x  mit  a,  so  bleibt 

&{x—ä) 
0'{x+a) 

nngeändert.    Bildet  man  also  die  Differenz  der  Gleichung  4)  mit  der 

2Kz 
neuen  Gleichung,  so  folgt,  wenn  in  den  Integralen —  w  gesetzt  wird : 
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™?fln  — cn- — dn —  an^ir 


5)  k'^  r^—^ 'L^,^ aw 


1— Ar^sn* 8n% 


^^r  sn cn an sn^w 


t/o  1— Ar^sn* sn^w  ^  '  ^  ' 

Die   rechte   Seite  ist  auch    gleich:   — i^lam — 1 ^(am — 1- 

Nimmt  man  zur  Vereinfachnng  =  u  und  a  statt ,  so  wird  die 

GleichuDg  5)  einfacher: 

cnudnusn'ii' 


^      ,„  /*"snacnadna8n2«;  _       ,.   /**'snuc] 

t/o  t/o 


A^sn^n^w 


=  uE  (am  a) — a  ^(am  u), 
oder  in  der  Jacobi'schen  Bezeichnungsweise: 

//(tt,  a) — /7(a,u)  —  u  i^(a) — aE{u). 
Diese  Gleichung  repräsentirt  den  von  Jacobi  genannten  Satz 
von  der  Vertauschung  des  Arguments  mit  dem  Parameter, 
welches  Resultat,  wie  in  §  31  erwähnt  ist,  von  Legendre  herrührt. 
Auch  die  Wei  er  st  rassische  Normalform  des  Integrals  dritter 
Gattung  hat  ihr  Analogen  zu  diesem  Satze.  Vertauscht  man  nämlich 
in  der  Gl.  21)  des  §  34: 

log  ?^iri^  +  ^^-—  ^'^  \/s+\/s^   ds 


öuov    '  öv  I     2      s — ^0      \fs 

u  und  t;,  so  erhält  man 


J      2      s—s^ 


und  durch  Substraction : 


^  ouöv       ou       J      2      sq—s     \/Sfi 


/'ll/5+l/5o  ds  _    r''l\/So+\/s  dsp^ 
2  ~  s—So     ]/s    J      2     So—s      \JSo 

=  log— — log-^ -+      U—      V, 

^'  OUÖV  °    ÖUÖV  OV  ÖU 


oder  da 


,     ö(v — u)     ,     a(u — v)      ,     ö(u—'U)      ,     ,    ,v       /«    .  .X    . 

log -— log-^^ —  log  -7 z  =  log(— 1)  =  (27i+ l):;r/, 

^  auOV  ^  ÖUOV  ^ö(u—v)  &v       /       V       ■     /     ' 

wo  n  eine  ganze  Zahl,  so  lautet  der  Satz  von  der  Vertauschung  des 
Arguments  und  des  Parameters: 
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7)      f'l  \IMS,  ^_  fl  m+Ts^  ^  ?:i^„_^.+(2n+  l).i. 
J     2     s—So     \/s    J      2     5— *o     \/So       ö»        <«* 

fWeierstrassSchwarz,  Formeln  etc.  ^6,g). 

Wir  entwickeln  schliesslich  die  Additionstheoreme  fttr  die 

elliptischen  Integrale  dritter  Gattung.    In  der  Oleichong  1) 

setze  man  z  =  — a  and  z  — a,  die  beiden  resaltirenden  Gleichungen 

geben  dareh  Division: 

»(.g— a)»(y— a)      »(a;)fr(y)»(a)»(a;+y— g)— »i(a)»i(a;)»t(y)»i(a:+y--a) 

oder  auch: 

»i(a)  »i(a;)  »i(y)  »i(a;+y— g) 
g,  JKa:— g)»(y— g)»(ag+y+a)  ^        »(«)  »(x)  »(y)  »(x+y— g) 

''  <Ka5+a)^(y+o)*(«+y— «)        .  »i(g)»i(a;)»i(y)»i(j;+y+a) 

^■^^(a)  ^a;)  *(y)  *(x+y+g) 
1 — A*sn — sn  —  sn — ^sn     ^    '  ' 


3C  3t  3t 


l+*>sn  ?^«»?^Bn?*i^sn?^*+^^ 

3t  Jt  Jt  Jt 

Hält  man  diese  Gleiehang  mit  der  Gleichung  4)  zusammen,  so  er- 
giebt  sich  unmittelbar  Legendre's  Additionstheorem  der  ellipti- 
schen Integrale  dritter  Gattung  «quod  vocabimus  de  Additione 
Argument!  Amplitudinis  theorema*^  f^acobi  Fundavienta  §  ^4,  Ges. 
Werke  I,  2oy).  Vertauscht  man  in  der  Gleichung  4)  x  successive  mit  o:,  y 
und  x-^-y^  zieht  von  der  Summe  der  beiden  ersten  so  erhaltenen  Glei- 
chungen die  dritte  ab,  so  lässt  sich  die  rechte  Seite  mit  Hülfe  der 
Gleichung  8)  durch  elliptische  Functionen  darstellen.  Um  das  Resultat 
etwas  zu  vereinfachen,  setze  man  in  den  drei  Integralen  auf  der  linken 

Seite      -  =  w,  femer =  m,  — -^  =  r  und  einfach  a  statt .  Es 

3t  üt  Jt  Jt 

folgt  dann: 

^  BX1?W 


^.      /^"k^snaenadna.snhv  /^k^nnaenaäna 

t/o  t/o 


dw 
kHn'^asn'^tv 


/'^kHnaena  dnji  sn^      1 ,     1— ^^sna  snu  snysn  (u+v — a) 
1—k^sn^asnhv      ^~2    ^l+/:*snasnMsni;sn(u+t'+ö) 

Da  fllr  einige  der  folgenden  Sätze  die  Wiederholung  der  ellipti- 
schen Integrale  etwas  beschwerlich  ist,  so  sollen  dieselben  auf  eine 
Art  bezeichnet  werden,  welche  sich  direct  an  die  Bezeichnung  von 
Jacob i  anschliesst,  ohne  mit  der  Bezeichnung  von  Legendre  zu 
coincidiren.    Zu  diesem  Zwecke  soll  das  von  Jacobi  gewählte  Zeichen 
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n  nur  mit  einem  unteren  Index  versehen  werden.    Setzt  man  im  Inte- 
gral  der  Gleichung  4) =  i«;,  so  sei: 


l2Kx    2Ka\       ,«  /    ^  Jt         jt         x 


10)  n,\^^^-,  ~) 


1— ^«sn^— sn^ii; 


dw^ 


also  auch  nach  4) 

Die  Gleichangen  6)  and  9)  lassen  sich  dann  einfacher  schreiben: 
12)  Dl  (m,  ä) — Z7i  (a,  w)  =  m  j&(am  a) — a  E(Bm  ü). 

io\rr  /     \  I  IT  /     \     fT  /    •       \       li     1— A:2snasnu8nt;sn(M+t;— a) 
'    *^  '  IV»  /       IV    I    »  /      2    ^i+A:2snasnwsnt;sn(u+t;+a) 

Für  den  rechts  unter  log  stehenden  Bruch  hat  J.  W.  L.  O  l  a  i  s  h  e  r 
f„On  the  additton  eqiuUion  for  the  third  elliptic  integral**  Messenger 
(2)  X,  124— ij^,  1880)  96  verschiedene  Ausdrücke  gegeben,  deren 
Zähler  elliptische  Functionen  mit  den  vier  Argumenten  ^  t;,  a,  u-^-v — a 
und  deren  Nenner  solche  mit  den  vier  Argumenten  w,  t;,  a,  w+v+a 
enthalten. 

Aus  der  Gleichung  12)  folgt  durch  Vertauschung  von  a  mit  h 
und  a+ft. 

fli  (w,  &)— üi  (ft,  u)  =  uE  (am  6)— 6  (^am  m), 
Z7i  (m,  a+ft)— /7i  (ft+a,M)  =  tti^[am  (ö+ft)]— (a+&)  £'(amM). 
Diese  beiden  Gleichungen  in  Verbindung  mit  der  Gleichung  12)  geben 
durch  Addition  und  Subtraction: 

14)  n,  (m,  a)+n,  (m, b)—n^  (u,a+b) 

=  üi  (a,tt)H-Z7i  {h,u)—IIx  (a+6,M)+tt  |iE(ama)H-ir(amft)— A'[am(aH-&)]j. 
Vertauscht  man  in  der  Gleichung  13)  u  mit  ä,  setzt  v  =  h,  so  lassen 
sich  die  drei  ersten  Terme  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  14) 
durch  einen  Logarithmus  darstellen.    Da  ferner  nach  §  28,  Gl.  16)  (S.  218) : 

^ (am a)H-i: (am 6) — ^[am(a+6)]  3=Ar2gnasnfesn(a+ft), 
so  nimmt  die  Gleichung  14)  folgende  Form  an: 

15)  n,  (m,  a)+Z7i  (u,  h)—n,  (m,  a+h) 

1,     1— /r2snwsnasnftsn(a+^— m)       ,^  ,      /    .  rx 

=   „logT-T-Tn 7 ^;— TTT— (+W^^SnflSn*8n(a+^)• 
2    ^l+/:2snMsnasnftsn(a+6+M)  ^ 

Diese  Gleichung  enthält  nach  Jacob i  das  Additionstheorem 
der  Parameter,  „quod  vocabimus  de  Additione  Argumenti  Para- 
metri  theorema**  (Fund.  §  ^4,  Ges.   Werke  I,  2oy), 

Die  Gleichung  11)  giebt: 


§36]  267 

'\        JT        '  JT       /         \        jr        '  X        ) 

Man  bilde  die  Differenz  dieser  Gleichongen  und  setze  rechts 

2x  =  x+y+x—y,  2y  =  x+y—(x—y) 
es  folgt  dann: 

16)      77  [M^+yl ,  M(«_+ ^)1  .  77  r2Ar(a:— y)  ^  ^A'Ca-^)  ] 

-  217,  f?-^.^- .  ?-^-?)  -  2Z7.  f-2-^?^,  ?^*) 

=  1  log ^(a^+y— a— »)  »(a^y— a+ft)  »^{x+a)»^(i/+b) 
2     ^  *  (x+y +a+&)  «^(x— y+a— *)  »^x—ä)  »"^(y—b) 

Die  Gleichung  1)  redadrt  sich  fttr  x  =:  c  und  y  =  — c  auf: 
oder  dnrch  *»(2)*i(c)  dividirt: 

Setzt  man  hierin  z  =  x — a,  c  =  y — ft,  dann  z  =  x+a,  c  =  y+^,  dividirt 
die  erhaltenen  Gleichungen,  so  findet  man: 

& (x+y—a—b)  H^—y—a+b)  d^{x±a)^(y+b) 
~Hx+y+a+h)  H^—y+a—b)  d''^lx--a)d'\y—b) 

i_Ä,8n^Mfei:_«U„,M(y^ 


Jt  Jt 


Jt  Jt 

Mit  Httlfe  der  vorstehenden  Gleichung  und  der  Gleichung  2)  lässt 

sich  die  rechte  Seite  der  Gleichung  16)  durch  elliptische  Functionen 

2Ka 
ausdrücken.     Setzt  man  zur  Vereinfachung  a  und  b  statt    -   -  und 

Jt 

—   j  ferner =  m,    -^'«t;,  so  giebt  die  Gleichung  16)  folgende 

Jt  Jt  Jt  w  /  o 


Belation  zwischen  elliptischen  Integralen: 
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17)  üi  (w+r,  a+b)+ni  (u—v,  a— 6)— 2Z7i  (w,  a)— 2i7i  (v,  b) 

=  -TT log -:. — Ti; — ,;    .    ; — ,;    .  .( —  k^(u+v) sna ßn6 Bn(a+b) 

+  /f2  (u — v)  BnaBnb  an  (a— 6). 

In  dieser  Gleichung  yertaasche  man  a  mit  6,  addire  die  so  erhaltene 
Gleichung  zur  Gleichung  17)  und  dividire  durch  2.  Da  in  Folge  der 
Definition  nach  10)  Z7i  (t/,  —  a) »»  — IIi  (t/,  a)  ist,  so  ergiebt  sich  die  folgende 
allgemeine  Relation,  welche  ausdrückt,  dass  ein  elliptisches  Integral 
dritter  Gattung  mit  zusammengesetztem  Argument  und  zu- 
sammengesetztem Parameter  sich  durch  Integrale  mit  den 
einfachen  Argumenten  und  Parametern  ausdrücken  lässi 
Diese  Gleichung  ist: 

18)  Ui  (u+v,  a+ft)— Z7i  (u,  a)— 27i  (m,  ft)— Z7i  (v,  a)— Z7,  (y,  6) 
^1,      1—k^  sn^  (u—a)  sn^(y—  b)    1—k^  BuHu—b)  BnHv—a) 
""  4  ^^  1— Ä2  sn2  (u+a)  Bü^v+b) '  1—k^  sn2(u+ft)  sn2(t;+a) 

— k^  (u+v)BuaBnb  Bn(a+b). 

I  86.    Die  Tersohiedenen  Formen  der  elliptischen  Integrale  dritter  Gattnngr* 

Litterarische  Anmerknngren. 

Im  Jahre  1849  teilte  Jaco bi  der  Pariser  Akademie  fC.  R.  XXIX,  gy) 
die  vollständige  Lösung  eines  mechanischen  Problems  mit,  betreffend 
die  Drehung  eines  KOrpers,  auf  welchen  keine  äusseren  Kräfte  wirken. 
Die  Abhandlung  selbst,  welche  später  mehrfach  als  Vorbild  bei  An- 
wendungen von  elliptischen  Functionen  auf  Probleme  der  Mechanik 
gedient  hat,  findet  sich  abgedruckt  in  Grelle  y;  XXXZX^pj — ß^o, 
in  Jaco  bi  Math,  Werke  II,  ijp — 186  und  Ges.  Werke  II,  28g — jj^,  un- 
ter dem  Titel :  „Sur  la  rotation  d'un  corps'*.  Das  häufige  Auftreten  von 
elliptischen  Integralen  dritter  Gattung  veranlasste  Jacobi,  dieselben  bei 
dieser  Gelegenheit  einer  genaueren  Betrachtung  zu  unterwerfen  und  die 
wesentlichsten  Formen  dieser  Integrale  ohne  weitere  Ableitung  auf- 
zustellen. Es  findet  sich  hierbei  die  folgende  Bemerkung:  „II  parait 
que  Ton  pourrait  se  passer  enti^rement  d'une  notation  particuli6re  des 
integrales  elliptiques  de  la  troisi^me  esp6ce.  Les  valeurs,  en  effet, 
exprim^es  par  les  fontions  6,  sont  assez  simples  pour  entrer  elles- 
memes  dans  le  calcul  et  sans  se  cacher  sous  une  notation  laquelle  ne 
saurait  mettre  en  ^vidence  ni  leur  nature  logarithmique  ni  la  liaison 
intime  entre  leur  argument  et  celui  du  param^tre  ni,  enfin,  leur  d^- 
composition  en  deux  parties  Tune  proportioneile  ä.  leur  argument  et 
l'autre  p^riodique'*  (Ges,   Werke  II,  jj;oJ. 

Die  in  den  vorstehenden  Worten  enthaltene  Verwerfung  der  Be- 
zeichnung von  Legendre  erscheint  sehr  gerechtfertigt,  wenn  es  sich 


§36] 


269 


darum  handelt,  die  bei  Anwendungen  äusserst  lästige  Beschränkung 
eines  Normal-Integrals  dritter  Gattung  fallen  zu  lassen.  Auf  der  andern 
Seite  sind  es  gerade  die  von  Legendre  gebrauchten  einfachen  Methoden 
und  schönen  Resultate,  welche  Abel  zu  seinen  grossartigen  Entdeckungen 
angeregt  haben. 

Wir  wollen  nun  die  verschiedenen  Formen  der  Integrale 
dritter  Gatttung  durch  Thetafunctionen  darstellen.  Die  Gleichung  3) 
des  vorhergehenden  §,  nämlich: 


1) 


2ICa      2Ä^a,    2Ka     ^2Kx 
sn cn dn sn^ 


Ä« 


üt 


7t 


1 — lO'  sn* sn* 

n  Jt 


l^'{x—a)      l^'{x+a)  ,  d-'iä) 


2  ^(o;— a)      2^ix+a)   '   d-iä) 
gilt  fttr  ein  beliebiges  x  oder  a.    Lässt  man  x  um  passende  Quantitäten 
zunehmen,  so  kann  in  den  Ausdrücken: 

I0^'{x±ä) 
2~&(x±ä) 
jede  der  Functionen  ^i,  d-^,  ^3  an  Stelle  der  Function  d^  treten.  Man 
erhält  so  drei  weitere  Gleichungen  aus  1).  Aus  jeder  dieser  Gleichungen 
und  der  Gleichung  1)  lassen  sich  durch  Aenderungen  des  Argumentes 
a  je  drei  neue  Gleichungen  ableiten.  Man  erhält  auf  diese  Art 
16  Gleichungen,  welche  zu  ebenso  vielen  Integralen  Veranlassung 
geben,  deren  Zahl  auf  20  steigt,  wenn  die  Grenzen  der  Integrations- 
variabein bei  vier  derselben  so  bestimmt  werden,  dass  die  Integrale 
endlich  bleiben. 

Differentiirt  man  jede  der  Gleichungen  (S.  128  und  125) : 

in  Beziehung  auf  z  und  dividirt  die  so  erhaltene  Gleichung  durch  die 
primitive  Gleichung,  so  folgt: 


2) 


=^  »  + 


»'( z+ j  log  qj 


=  i+ 
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Ebenso  findet  man: 


3) 


f  »'(z+x)  ^  ^(2)     »'(z+x+i\ogq)  ^         »'(g) 
»iz+x)        >(«)'    »{z+x+i\ögq)  "^»{zy 

»'(z+ilogq)  ^         »'W 


Id  der  Gleichung  1)  lasse  man  x  and  a  gleichzeitig  um  -) 
ö  ~'~  o  "^S^  ^°d  o  "^S^  zunehmen.   Mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  2) 


und  3)  folgt: 


4) 


,,      ^Ka     2Ka     ^2Kx 

Ar^sn cn cn^ 

2a  jt         3t  jt 


^dn?^Vl-*«8n^?^8n^?^^) 
3t   \  n  jt  J 

1  d^  (ar+g)      1  d^  {x—a)      d-\  (ä) 

2  O^ix+ä)      2  ^(a^— ö)       ^3(0) 


5) 


2Äa,    Ma.  ^2Kx 
2A^        3t  3t  3t     _  l»'(a;+/i)      1  »'(ar— a)      d-^jä) 

1 — ^Ar^sn* sn^  v    «    /  zv  / 


dn 


2A'a 


g.     2K JT ^  Id-'ix—a)      d-'ix-^-a)      d-'^ja) 

*  tn— /^l— Ä^sn^^^^--'^^"^^       ^  ^(o:— a)      {^(x+a)  "*"  /^i(a) 


\Ka    ^2Kx\ 
— sn^ 

3t  3t    / 


Die  Gleichungen  1),  4),  5)  und  6)  nach  x  zwischen  den  Grenzen 
0  und  X  integrirt  geben,  wenn  die  Integrationsvariabele  durch  z  be- 
zeichnet wird: 

2Ka      2Kaj,    2Ka     .2Kz 
sn cn dn  —  sn^  — 


^  -,       /»/rBn cn  — 

^       t/o  1—^2  gn3 


X  X     , 

—  dz 


sn2 sn* 

X  X 

2Artt      2Ka     ,  2Kz 

gx  2Ä^         / 3t_  X  X 

^  jr       I      .    2Ka(^     ,^     .2Ka     ^2^z\ 

t/o      dn ( 1 — Ar*  gni ._      gn2   —  ) 

^    \  X  X  ) 

iß) 


_1,     »(x+a)_   *>.; 
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/:2gn2 an*  — 

an .       ^ ,    .    .  a'  /  \ 


2K  /"^  "  Ir 


JT    \  Jt  Jt    / 

Jt 

Durch  Aendernng  von  a  um  —  geben  die  Gleichungen  7) — 10)  zu  den 
folgenden  Integralen  Veranlassang: 


2i'a     2Ka     .  2Kz 
„  j^         an — cn  —  an*  — 

11)     ^kH'^  I '-KiF^ (i^ 

cn»  2^" 


dn* 


n 


/»a:     sn  — 


,  2Ä"a/       ,-         ^       .2Kz\ 
dn 1— /f2  — — -  an* ) 


dn2 


Jt 


2lCa.  J^Kz 

Ol'   /—  c° dn«-   - 

13)      2^/     ?        _?^_ rf. 


r 


—  dn 1— Ar« — —-  an« 


X 


2  ^*3(a;— a)^     *(a) 

2171 


14)      ^k"^  /'"" ^— ^^^ dz 


2Ka,   2Ka(^     ,,        »       ,2Kz\ 

—  dn  —   1 — k^ — —.j-  sn*  — ) 

X         X  \  ,     2Ka        X  ) 


cn 

dn* 

2     *^*3(a;— a)^     *,(a) 
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In  der  Gleichung  6)  lasse  man  x  am  -log^  zunehmen.    Dann   folgt: 


15) 


an sn*  — 

2/f  üt         jt 


tn  —  sn* sn* 

""  2  >i  (x— a)      2  ^1  (a;+a)  "*"  d-^  (a) ' 
Für  den  Fall,  dass  x>a^  ist : 

d-\  {x — g) ^log^i(ag — g) 

'^1  (^ — ö)  ^ 

Hat  man  dagegen  a<x^  so  ist: 

^'i  {x — g)  ^'i  (g — x)        dXo^d'x  (a — x) 

■  ■-■     2^HE     ^MHMi  "  —  S5SS      ■  • 

d'i  (x — g)  &i  (g — x)  dx 

Integrirt  man  in  der  Gleichung  15)  nach  x,  so  seien  die  Grenzen 

0  und  X,  wenn  x<c^  dagegen  x  und  -  )  wenn  x>(l     Man  gelangt 

ZU  ähnlichen  Gleichungen  wie  die  Gleichung  15),  wenn  man  in  jeder 

der  Gleichungen  5),  4)  und  1)  x  um  —  log^  zunehmen  lässt  Integrirt 

man  in  diesen  Gleichungen  unter  denselben  Bedingungen  wie  in  der 
Gleichung  15),  so  ergeben  sich  die  folgenden  acht  Integrale: 

.     i2Äi  ,    2Ä^g     ,2Ä'2 
^^^      JT  /  ,  2Ä'g         JiKz  ^^        2  ^^  &,{a-x)      ""  ^,  (g) 


JC  Jt 

2Ka.   2A'g     ,2A'2 

an-     cn* —  .       «.  /    •    ^       n^  /  \ 

X 


^,    /»«tn — dn-     cn* 

--V      2ä  /  JT         jr  JT  1^, 

2Ka     2Ka.  ^2Ifz 


2A7i     2Ag,    2Arg 

^^i(g+a:)^^(g) 

, ,-...  -      ^i(g— x)     ""Ha) 

sn^ sn^ 


X^-_  /•«     sn cn dn 

•^0  an* _an2 


Fttr  x>a  erhält  man: 
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n         2Ka     2Ka.  ^2Kz 
jr  \        jr  3t  J 

Aus  den  Gleichungen   16)— 19)  leitet  man  endlich  die  folgenden  ab, 

jt 
wenn  a  mit — ha  vertanscht  wird: 

2 


2Ka    ^z 

24)  -^  / -^^ äz 

2Äa,    2Ara/        jr  JlKz\ 

cn dn (  — -^ — sn^ — 

Jt  ^   \a    2?^  *    ' 


/ 


2    **,(o— a;)        *2(a) 


«  rr    XI,  cn cn^ 

oK\  2K  f  Jt  Jt  . 

sn dn —jz — sn^ ) 

^         ^  W—  ^  '^ 

2Ka     2Ka.  J2Kz 
^wr  /»«    SD — cn — an^ —  ^      n  /    .    \       «»/  ^ 

r.o^      ^K  i  Jt         Jt  3t        ^  1,     ^2(a+a;)  ,    ^'(«) 

«/n  ,cn* 


«  V»_,2A'a  3r  / 


^n» 

Enoeper,  ellipt.  FunotloneD.    2.  Aufl.  (^ 
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2Ka     2Ka 
27)    l^-^l  r ^  "-i^ ä.  -  -llogf  ^->+x*'f  > . 

Die  im  Vorstehenden  aafgestellten  Gleichungen  um- 
fassen alle  Fälle,  welche  bei  Parametern  mit  reellem  Ar- 
gument vorkommen.  Die  entsprechenden  Integrale,  deren  Parameter 
imaginäre  Argumente  haben,  lassen  sich  unmittelbar  aus  den  vorher- 
gehenden durch  Vertanschnng  von  a  mit  ai  herleiten.  Da  die  Auf- 
stellung von  16  neuen  Gleichungen  etwas  weitläufig  ist,  so  sollen  nur 
vier  derselben  angemerkt  werden,  ans  welchen  sich  mittelst  der  folgenden 
Gleiehungen  die  übrigen  ohne  Schwierigkeit  ergeben.    Die  Gleichungen : 

^^^^-l/Äsn-   ,  -^_|^-cn-^  _--__an  ^ 
geben  durch  Differentiation  in  Beziehung  auf  a: 

.      ^  sn 

2Ka.    2Ka  2Ka     2Ka 

^  d-^ja)     2A^^°    3t         Jt   _  d-^ja)     2Kk^  ^°    ^  ^^  Jt_ 

^liß)       X  2Ka       ""  ^3(a)  "*"    jr  ,    2lCa 

cn ^^  ^  dn 

Jt  3t 

Man  setze  ai  statt  a,  dividire  auf  beiden  Seiten  durch  i  und  ftthre  zur 
Vereinfachung  die  Bezeichnung: 

28)  am  (?^,  Ä")  =  ß 

ein.    Es  ist  dann: 

oQx      J  I  ^(«0        i^iiai)       3t  sin^cosj9 

^      ^   ^  1  d^'^jai)     2KÄnßA{ß,kr)  _  1  ^\{ai)     2Ä^^       sin  ff 

I  ^2(fl»)       ^         cosff    "  i  "^2(fl0         ^    QOSßJiß.k')' 

In  den  Gleichungen  7),  11),  16)  und  24)  vertausche  man  a  mit  ai  und 
ftthre  den  Winkel  ß  mittelst  der  Gleichung  28)  ein.    Ferner  setze  man 

in  den  Integralen  — =w.     Hierdurch   ergeben   sich   die   folgenden 

vier  Integrale,  wenn  auf  beiden  Seiten  durch  i  dividirt  wird: 
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30)  /     "      »  sin ßA{ß, k') SD^ rv     ^^^      1  ^^^ Hoc+ai)  ^  x n^i) 


^  /  CÖS^ 


2Kx 

k^k'Hinßeosßsn^w        ^.._li     ^sCa^+aQ     xd-\(ai) 


31)^"     ^''' "r'^^Trr^'^  -xtf^=^iog^^^:i:^+ 


^^^'^(^-^Ir^-^'^) 


/ 


2JS'x 

/^"     eo8/9J {ß,k')sn^w  _  U^,(ai+x)     x ^\{ai) 

^      I  sin^i^d+tii-^/Jsn^fi;)'''^      2i%i(a/— o:)      i  d-^ißi)' 

iKx 

BinßeosßA{ß,k^Bu^w       ^ ^  _  1^.     {^^(ai+x)     x  d'\(ai) 
1— J^(i9,AÖ8n~2«;         ^'  2i  ^^  d-^{ai—x)      i  d-^iai)' 

Die  Factoren  von  -  auf  den  rechten  Seiten  dieser  Gleichungen  lassen 

sich  mittelst  der  Gleichungen  29)  transformiren.    Bringt  man  jeden  Term 

2l^x 
— //,  wo  H  von  ß  abhängt,  auf  die  Form: 

jt 

2£x 
n 

Hdw, 

0 

vereinigt  das  Integral  mit  dem  links  stehenden  durch  Addition  oder 
Subtraction,  so  ergeben  sich  die  übrigen  zwölf  elliptischen  Integrale 
dritter  Gattung  mit  imaginären  Parametern. 

Die  20  Integrale  der  Gleichungen  7)— 10),  11)— 14),  16)— 19), 
20)— 23)  und  24) — 27)  kann  man  zu  je  zweien  durch  Addition  oder  Sub- 
traction vereinigen.  Die  rechten  Seiten  der  so  erhaltenen  Gleichungen 
lassen  sich  unmittelbar  durch  elliptische  Functionen  ausdrücken;  hier- 
durch kann  man  eine  Menge  von  Reductionsformeln  herstellen,  welche 
die  von  Legendre  angestellten  Untersuchungen  ttber  den  Parameter 
(§  30)  umfassen.  Zu  analogen  Resultaten  geben  die  Gleichungen 
30)— 33)  Veranlassung. 

Die  Logarithmen  der  Theta-Functionen  auf  den  rechten  Seiten 
der  Gleichungen  20) — 33)  hat  Jacobi  in  Reihen  entwickelt.  Ersetzt 
man  die  Summe,  durch  welche  ^(x)  in  §  17  Gl.  1)  definirt  ist,  durch 
das  Product  in  §  16  Gl.  9),  [oder  benutzt  man  die  erste  Gleichung  18) 
in  §  24  (S.  171)],  so  erhält  man: 

1  1 

18* 
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I 

Vertauscht  man  z  mit  x+ai  and  x — ai,  wo  a  positiv  ist,  so  folgt 
durch  Division: 

oder: 

34)  6-^  =  ^ 
gesetzt: 

Wendet  man  hierauf: 

1,     a+ßi  .       ß 

ir-log     ^:  =  arctang- 
2i    ^a — ßi  ^a 

an,  so  folgt: 

35)  '.log?^ 
^                                     2i    ^  ^(a:— ai) 

V^r      X  ^^''-*-*  sin  2a;  ^  <y^*-^+*8in2a;    1 

=  2-[arctang  -^--,^-_^^--^-ar,  tang^^,,_,^^^^^^J  • 

Aus  der  Gleichung  34)  folgt  2a  =  — Jlog^=6jr— »  also 

36)  —=br. 

Die  Gleichung  28)  wird  hierdurch:  9Lm{bK\k^  =  ß.    Nimmt  man  nun 

ß<^.,  so  ist  bK*<K\  d.  i.  b<l.    In  den  Gleichungen  34),  35)  und,  36) 

kann  immer  6<1  angenommen  werden.  Es  ist  dann  in  allen  Termen 
auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  35)  der  Exponent  der  verschie- 
denen Potenzen  von  q  positiv;  da  die  Exponenten  zunehmen,  so  nehmen 
die  Terme  unbegrenzt  ab.  Die  Reihe  enthält  abwechselnd  positive 
und  negative  Terme.  Wird  die  Reihe  mit  einem  positiven  Terme  ab- 
gebrochen, so  ist  das  Resultat  zu  gross,  dagegen  zu  klein,  wenn  man 
bei  einem  negativen  Term  stehen  bleibt.  Die  rechte  Seite  der  Glei- 
chung 35)  liegt  also  zwischen  den  Grenzen: 

.  flri-^8in2x 

arctanfi:  — ^ — ^,— r 

B  i — ^1-*  cos  2a: 

und 

,            öf^-*sin2a:  ^  ^^+*sin2a: 

arc  tang  ^  .  . — arc  tang 


1 — ^i-*co8  2a:  °  1— g^+*  cos  2a: 

_       X  (^^~* — ^'"^^)sin2a; 

—  arc  tang  ii:(^i-*4,^i-H)cos2a:-f^2- 

Die  Maxima  dieser  Terme  finden  für  cos  2a:  =  0  statt 
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Statt  der  obigen  Reiheneutwickelnng  lässt  sich  die  Gleichnn*;;  30) 
auch  auf  folgende  Art  behandeln.    Man  setze: 

2Kic 

''  /         co8»^(l+*''tang«/98n»w)  '"^  —  '•'' 

t/o 

wodurch  die  Gleichung  30)  Übergeht  in: 

38)  y  -  2]»og^-^^^^  +  y  -^^. 

Setzt  man  weiter: 

d'\ai)  ^  1^  dlogd^iai)  _  m 

d{ai)        i        da  i' 

80  ist  in  Folge  von  §  18  61.  18)  m  eine  reelle  Quantität    Die  Glei- 
chung 38)  wird  dann  einfacher  mit  /  multiplicirt: 

(,+,«x).=-2-iog^^^^^=  log  i/^-;^ 

oder: 


» (ai—x) 


39)  e(M-h^yi  =  1  / 

^  V  »(ai+x) 

Vertauscht  man  i  mit  — /,  so  folgt: 

V  Hai—^x:) 
Aus  dieser  Gleichung  und  der  Gleichung  39)   leitet  man  unmittelbar 
die  beiden  folgenden  ab: 

.^w  2  ^         ^      2\/Hai-x)Hai+x) 

^^f    \   c(3H-ma:)i_^r-(lf'hnx)i  ^ai—X)--9'(ai+x) 

^  2i  "^  2t\/Hai—x)Hai+x) 

Diese  Gleichungen  gestatten  cosj/  und  sin^  mittelst  sehr  convergenter 
Reihen  darzustellen.  Die  in  dem  Nenner  auf  der  rechten  Seite  vor- 
kommende Quantität  &{ai—x)d-{ai+x)  =  ^{x—ai)&{x+ai)  lässt  sich 
mittelst  der  Gleichungen  des  §  20  als  reelle  Grösse  darstellen.  Nimmt 
man  z.  B.  in  der  Gl.  UI,  6)  des  §  20  (S.  U7): 

(y\o)nx+y)&{x—y)  =  ^K^)^Ky)— *K^)*?(y) 

y=zai,  so  folgt: 


ff 


ff 
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Andere  Formen  für  das  links  stehende  Produet  leitet  man  auf 
dem  angegebenen  Wege  ohne  Schwierigkeit  mit  Hülfe  der  Gleichnngen 
des  §  20  ab. 

Zur  Vervollständigung  des  Vorstehenden  seien  noch  folgende  litte- 
rarisehe  Anmerkungen  beigefttgt  Die  ersten  Bemerkungen  JacobTs 
über  die  elliptischen  Integrale  dritter  Gattung,  vor  dem  Erscheinen  der 
Fundamenta*' ,  sind  enthalten  in  den  drei  Noten  mit  dem  Titel: 
Suite  des  notices  sur  les  fonctions  elliptiqucs*' ,  Grelle  /.  Uly  joj 
u,  40 j,  IV,  18 g  sq,;  Ges,  Werke  I,  ^55,  264,  266  sq.  Sie  betreffen 
die  Reihenentwiekelung  der  elliptischen  Functionen  dritter  Gattung, 
die  Beziehungen  zur  G-  und  Z-Function  und  die  ZurückfUhrung  der 
Functionen  dreier  Elemente  (u^  a,  k)  auf  solche,  die  nur  von  2  Argu- 
menten abhängen. 

Von  Abel  wird  zuerst  in  der  Note:  „Thdorhne  gdndrale  sur  la 
transformatüm  des  fonctions  eUiptiques  de  la  seconde  et  de  la  troisihnc 
espece**,  Grelle  J,  III,  402;  Oeuvres  /,  ^ly,  2,  äd.  I,  466,  eine  be- 
sondere Eigenschaft  der  Integrale  dritter  Gattung  kurz  erwähnt.  In 
Verbindung  mit  allgemeineren  Untersuchungen  sind  diese  Integrale  von 
Abel  behandelt  in  dem  „Prdcis  d'une  th^orie  des  fonctions  eUiptiques**, 
Grelle  f  IV,  24^ — ^^77,  Oeuvres  I,  jjj — jöy,  2.  ^d,  I,  ^28 — ^6^, 
Hier  stellt  sich  Abel  das  Problem:  «Die  allgemeinste  Beziehung  zu 
finden,  die  zwischen  irgend  einer  beliebigen  Zahl  von  elliptischen 
Functionen  möglich  ist*^,  und  beweist  folgendes  allgemeine  Theorem: 
«Sind  fx  und  q)x  irgend  welche  ganzen  Functionen  von  o:,  deren 
eine  gerade  und  die  andere  ungerade,  mit  variabeln  Goefißcienten,  und 
zerlegt  man  die  gerade  ganze  Function 

Px—q>^x  .A^x  =  Px—q>^x .  (l—x'^){l—k^x'^) 
in  Factoren  von  der  Form 

px—q)^x  ,A^x  =  A  (x^^—x])  {x'^—xD . . .  {x^—xli ), 
worin  A  von  x  unabhängig,  so  ist 

WO  a  der  Parameter  des  elliptischen  Integrals  dritter  Gattung: 

/7(x,a)=    '         ^ 


und  C  die  Integrations-Constante''.  Aus  diesem  Fundamentaltheorem 
für  die  elliptischen  Integrale  dritter  Gattung  folgen  mit  Leichtigkeit 
die  analogen  Theoreme  flir  die  Integrale  erster  und  zweiter  Gattung: 

x'^dx 


cox 


-J  s'     -^-J 


Ax 
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Alsdann  wird  die  Aufgabe  gelöst,  die  notwendigen  und  hinreichenden 
Bedingungen  zu  finden,  unter  denen  eine  Function  von  der  Form 

a(5x+aoCOQX+ain(x,ai)+a^n{x,a^)+  ... 
sich  durch  algebraische  Functionen  und  Logarithmen  ausdrücken  lasse. 
Hieraus  folgt  u.  a.   der  wichtige  Satz,  dass  sich  das  elliptische  Inte- 
gral dritter  Gattung  n(x,  a)  auf  ein  Integral  erster  Gattung  und  den  Loga- 
rithmus einer  algebraischen  Function  von  x  zurückfuhren  lässt,  nämlich: 

„,      V         ßa    ^  a    .     fx+gxt.Ax 

n(x,  a)  =  ^     .  cox — - — ^logv.      ^-^7- 1 
^      ^       2m/ia  2m Ja    ^ fx — tpx.Ax 

wo  der  Parameter  a  durch  die  identische  Gleichung 

Px—fp^x .  A^x  =  {x'^—a?)^ 
mit  dem  Modul  k  verbunden  ist  (Oeuvres,  2,  tfd.  I,  ^62). 

In  der  „Theorie  des  Fonctions  eUiptiques*'  Deuxieme  Supplement 
p,  128 — /jp,  Troisicme  suppUment  p.  ipp — 201,  hat  Legendre  die 
elliptischen  Integrale  dritter  Gattung  in  Form  von  Reihen  aufgestellt, 
wie  dieses  in  §  34  geschehen.  Auf  /.  14p  der  ersten  Abhandlung 
wird  eine  neue  Function,  definirt  durch  die  Gleichung: 


/9 


'-»»)-/  '^^ 


afifgestellt.  Diese  Bezeichnung,  ziemlich  unbequem  und  nicht  gerade 
erforderlich,  scheint  später  ganz  in  Vergessenheit  gerathen  zu  sein. 

Ueber  die  numerische  Berechnung  vergleiche  man  So m off: 
„Methode  du  calcul  des  fanctions  eUtptiques"  (Grelle  /.  XLVII, 
26p — 28p),  In  den  Phil,  Trans,  London  18^2  p,  jii — -^77  und  PhtL 
Trabis.  Lo7idon  18^4  p.  $3  hat  Booth  in  einer  sehr  ausgedehnten  Ab- 
handlung, betitelt:  „Researches  on  the  geometrical properties  of  eUiptic 
Integrals**,  versucht,  namentlich  durch  Untersuchung  sphärischer  Kegel- 
schnitte, die  von  Legendre  gefundenen  Resultate  geometrisch  herzu- 
leiten. Der  grosse  aufgewandte  Apparat  von  geometrischer  Deduction 
und  Rechnung  lässt  sich  mit  dem  erhaltenen  Erfolg  nicht  gut  in  Ein- 
klang bringen. 

Bei  den  vielfachen  Anwendungen  der  elliptischen  Functionen  auf 
Probleme  der  Mechanik  treten  häufig  elliptische  Integrale  dritter  Gattung 
in  den  Vordergrund.  Aus  den  hierhin  gehörigen  Arbeiten  mögen  nur 
die  folgenden  älteren  hervorgehoben  werden,  unter  denen  namentlich 
die  erste  den  Integralen  einige  Aufmerksamkeit  zugewandt  hat  Tissot: 
These  de  Mdcantque**,  Uouvtlle  /.  XVII,  88—116.  1852.  Dumas: 
Ueber  die  Bewegung  des  Raumpendels  mit  Rücksicht  auf  die  Ro- 
tation der  Erde**,  Grelle  J,  L,  32—78,  126—186,  Lottner:  „Re- 
ductio^i   der  Bewegung  eines  schweren,   um  einen  festen  Punct  ro- 
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tir enden  Revolutionskörpers  auf  die  elliptischen  Transcendenten** , 
Grelle  J,  L,  in — 12^, 

In  einem  Aufsatze:  „Ueber  das  Additionstheorem  und  das  Um- 
kehrproblcm  der  elliptischen  Functionen",  Clebsch  Ann,  XVII,  87 — 102, 
1880,  giebt  A.  Brill  dem  elliptischen  Integrale  dritter  Gattung  die 
Form  eines  Doppelintegrals.    Wenn  nämlich 

Tjf      \  /''*    cn/Sdn/9{/tt         y/  .    ^.      «cn/Jdn/J 

wo  ] [{Uyß)  die  Jacob Tsche  Form  des  Integrals  dritter  Gattung,  so 
bringt  Brill  U{u,a)  auf  die  Form: 

J     :,^a    21/X      J    J      2]/X     da\x-aj 
wo 

l/x  =  snw,  \/ä  =  sna,  X=x {l—x) (1— Ar^x),  A  =  a (1— a) (l— Ar^a). 
Dieser  auch  in  der  Theorie   der  AbeFschen   Functionen   fruchtbare 
Prooess  der  Normirung  des  Integrals  dritter  Gattung  leitet  von  selbst 
auf  die  Einführung  der  Jacobi'schen  Functionen  Z  und  &  hin. 

M.  Tychomandri.tzky:  „Ueber  das  Umkehrproblem  der  ellip- 
tischen Integrale",  Clebsch  Ann,  XXII,  4^0 — 4^4,  nimmt  als  Aus- 
gangspunkt das  Additionstheorem  der  elliptischen  Integrale  2.  Gattung 
in  der  Form 

r,r    ^    \     r,,        \     c.r,,K          2A:* SU v cu v du  v su^M 
Z(„+.)_Z(«-.)-2Z(.) i_,.3D»u8n^ 

(Jacobi  Fundam,  §  ^j,  Ges,  Werke  I,  204),  um  in  natürlicherweise 
einen  Uebergang  von  den  elliptischen  Integralen  zur  6-Function  zu  machen. 
Eine  sehr  schöne  Anwendung  der  elliptischen  Integrale  dritter 
Gattung  auf  dreifach  periodische  Functionen  enthält  die  schon  früher 
citirte  Preisschrift  von  Kosenhain:  „Möm,  sur  les  fanctions  de  deux 
variables  et  ä  quatre  pdriodes"  (Alöm,  prös,  p,  div.  sav.  Paris  18 ji. 
XI,  376J.    Es  handelt  sich  hierbei  darum,  aus  den  Gleichungen: 

/^'  {a+ßx)dx  r^^'  {a+ßx)dx        ^ 

{l—X^x)\/x{l—x){l—k^x)     J^  (l—X^x) \/xli—x){l--k^x) ' 

/"^^ {a'+ß'x)dx Z*^'         {a'+ß'x)dx 
(l^X^x)\/x{l-~^){l-k^x)    J^  {l-X^x)\/xiS^)(i-k'hc) 

X\^  und  X'i  als  Functionen  von  u  und  v  zu  bestimmen.  Diese  Gleichungen 
lassen  sich  durch  Combinationen  etwas  transformiren ,  so  dass  die 
linken  Seiten  gti+hv^  g'u+h'v  werden,  wo  ^,  ä,  g\  h!  Constanten  sind. 
Setzt  man  einfacher  für  den  Modul  k\ 


1m^ 
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]/x  =  sn  — 1  \/xx  =  sn -^  y x^  =  sn i 

JT  X  jt 

u  =  ?^^',  2a  -1,2/3  =  -i»,  2»  =  kHa^— , 

2Af^(a)      ^       2Kd{a)  Jt  x         x         x 

80  gehen  die  obigen  Gleichungen  nach  §  35  über  in: 

.4 IX  *  .         «        1     Htix—a)d'{u>i—a) 

41)  «'  =  «.+«,,    2.  =  log|gL^:^^^. 

Zieht  man  die  Gleichung  7)  des  §  35  zu  Hülfe  für  x=^Ui  und 

a:  =  w2,  so  erhält  man  eine  Gleichung  z¥nschen  sn ^  und  sn — --^> 

X  X 

d.  h.  nach  41)  und  42)  eine  Gleichung  zwischen  diesen  Quantitäten  und  u\  v 
und  a.    In  Verbindung  mit  der  Gleichung  u'  =  t<t+W2,  oder 

sn =  snu  =  sn  — ^^-^ — 

X  X 

erhält  man  auf  diese  Art  zwei  Gleichungen  zur  Bestimmung  von 

2Ä't*,       ,/—       2Xiit      ,/— 
sn  — -^  —  l/xi,  sn  — -^  =  yxi 

X  X 

in  Function  von  u,  t;  und  a. 

Es  ist  dieses  eine  Andeutung,  vne  Rosenhain  das  Problem  be- 
handelt hat,  eine  Andeutung,  deren  vollständige  Ausführung  zu  weit 

führen  würde.  Setzt  man  l/xi,  l/^  als  Functionen  der  beiden  Va- 
riabein u  und  V  ein,  so  findet  Rosenhain,  dass  diese  Quantitäten  un- 
geändert  bleiben,  bei  gleichzeitigen  Zunahmen  von  u  und  v,  so  dass 

• 

wenn  u  um  resp.  2Ar,  2/Ar',0  zunimmt,  t;  um  resp.  0,  -rr»  «^  zunimmt 

Diese  besondere  Art  von  dreifach  periodischen  Functionen  mit 
zwei  Variabein,  basirt  auf  elliptische  Integrale  dritter  Gattung, 
dient  nur  als  eine  Art  Einleitung  zu  dem  eigentlichen  Gegenstand  der 
oben  bemerkten  ausgezeichneten  Abhandlung. 


Zehnter  Abschnitt. 


§  37«  Die  Transforniatioii  der  elliptischen  Funetionen.  Erste  Untersuchungen 

Ton  Jacobiy  betreffend  alg^ebraische  Prineipien« 

Am  Ende  des  ersten  Abschnitts  (S.  30)  ist  ein  Theorem  der  „Fun- 
danienta*'  angeführt,  mit  dessen  Hülfe  sich  ein  elliptisches  Diflferential 
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aaf  beliebig  viele  Arten  in  einen  ähnliehen  Ausdruck  transformiren 
läBSt  Die  Vergleichung  derartiger  Diflferentiale  kommt  auf  die  Ver- 
gleichung  elliptischer  Functionen  heraus,  welche  sich  sowohl  durch 
ihre  Argumente,  wie  durch  die  Moduli  unterscheiden.  Namentlich  der 
letztere  Umstand  hat  Veranlassung  zu  einer  Reihe  von  Untersuchungen 
gegeben,  welche  man  unter  dem  Namen  die  Transformation  der 
elliptischen  Functionen  znsammengefasst  hat  Die  ungemeine 
Ausdehnung,  welche  diese  ziemlich  sch¥nerige  und  verwickelte  Theorie 
allmählich  gewonnen  hat,  gestattet  an  diesem  Orte  nur  eine  Hervor- 
hebung und  Deduction  der  wesentlichsten  Resultate,  soweit  dieselben 
bei  einer  einigermassen  vollständigen  Darstellung  in  Betracht  kommen. 

Die  Basis  der  Untersuchungen  über  Transformation  ist  ursprüng- 
lich eine  algebraische  und  findet  ihren  Ausdruck  in  dem  folgenden 
Problem,  welches  Jacobi  an  die  Spitze  seiner  „Fundamenta*'  gesetzt  hat: 

„Quaeritur  functio  rationalis  y  elementi  x  ejusmodi,  ut  sit: 
dy ^o_ tt 

l/^'+  ffy  +  Cy«+  Uy^-\-  Ey'^  ~  \J  A-\'Bx-\'Cx'^-\-Dtx?-\-^'^ 

Hierzu  bemerkt  Jacobi  ,Quod  problema  et  mnltiplicationem  videmus 
amplecti  et  transformationem.'' 

Zur  Vereinfachung  des  Folgenden  setze  man: 

\)Y=Ä^-ey^-  cy^+i/y^+Ey^  _  ^'(1— «V)  (^-ß'y)  (1— /y)  d— ^y), 

wo  a',  ß'^  y'  und  &  beliebige  Quantitäten  sind.  Durch  U  und  V  be- 
zeichne man  die  folgenden  Polynome  von  o;,  welche  prim  zu  einander  sind : 

^=  a^+aiX+a2x'^+  . . .  +arX^f 

F=  fto+*i^+M*+  •  •  •  +biX'. 


2) 
Es  ist  dann: 


y'-^-ü''' 


dx         dx 

=(r-*)ffrft*a:''+'-i+[(r— ^+l)ar&.-i+(r— *-l)ar-Aja;H-'-2+ .. .  -hai^o—öo^i- 

Die  rechte  Seite  ist  höchstens  vom  Grade  r+s—l^  wenn  r  und  s  von 
einander  verschieden,  für  r  =  ^  höchstens  vom  Grade  r+s — 2.    In  dem 

Ausdrucke  v^    setze  man  y  =  ^-    Nach  1)  ist  dann: 

3)        Jy^  = ^        ^  ^r 

l/F        ]/ Ä(V—a!Ü)(V—ß' U){V—YU)  ( F-cT^) 

Das  Polynom  unter  dem  Wurzelzeichen  auf  der  rechten  Seite  der 
vorstehenden  Gleichung  unterwerfe  man  der  Bedingung,  gleich  dem 
Product  eines  Polynoms  vom  vierten  Grade  von  x  in  das  Quadrat 
eines  Polynoms  derselben  Variabein  zu  sein.    Man  setze: 
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4)  A\V'-cc'U){V—ß'U)iV-'Y'U){V—&U)  =  (A+Bx+Cx^+Dx^+Ex*)T\ 
Die  GleichuDg  3)  nimmt  dann  folgende  Fonn  an: 

5)  ^y  ^  ^  ^^ , 

I/T       ^  \/a+Bx  +  Cx'^+Dx^+Ex^ 

wo: 

^dU        dV 

^v  1  dx         dx 

^)  ¥= f 

Da  in  Folge  der  Annahme  U  nnd  V  keinen  gemeinschaftlichen 
Factor  haben ,  so  ist  dieses  auch  nicht  der  Fall  mit  je  zweien  der 
Binome  V—aV,  V—ß'U,  V—fü,  V—&U.  Jenaehdem  r^,  ist  das  Pro- 
duct  dieser  vier  Binome  vom  Grade  4r  oder  is. 

Sei  znerst  r^.  Nach  4)  ist  dann  T^  vom  Grade  4r— 4,  also  T 
vom  Grade  2r — 2.    Es  ist  nan  identisch: 

^  dx  dx  dx         dx 

Setzt  man  hierin  snccessive  e  —  a',  ß',  /,  cT,  so  folgt,  dass  jeder  qua- 
dratische Factor  eines  der  Binome  V—aV,  V—ß'U,  V—y%  V—d'U  in 
der  ersten  Potenz  in 

vorkommt,  mithin  aach  die  Gesamtheit  T  dieser  Factoren,  es  ist  also: 

dx        dx 


eine  ganze  Function  von  x.  Nun  ist  der  Zähler  dieses  Ausdrucks 
höchstens  vom  Grade  r+s — 1.  Für  r^s  ist  T  vom  Grade  2r — 2. 
Hieraus  folgt:  r+*— l=2r — 2  d.  i.  ^^r — 1.  Da  nun  auch  r~*,  so 
ergeben  sich  die  beiden  Fälle  8  =  r — 1  und  ^  =  r. 

Nimmt  man  f=r,  so  ist  T  vom  Grade  2« — 2.  Man  hat  dann 
r+s — 1=2^—2,  d.  i.  r=^ — 1,  woraus  in  Verbindung  mit  s^r  die  bei- 
den Fälle  r  =  s — 1  und  r  =  s  folgen. 

Diese  sämtlichen  drei  Fälle  sind  in  dem  Falle  r  =  s==^m  enthalten, 
wenn  man  setzt: 

WO  auch  eine  der  Quantitäten  hm  oder  Om  verseh¥nnden  kann.  Es  ist 
dann  der  Ausdruck  7)  vom  Grade  2/w — 2,  es  ist  femer  T  vom  Grade 
2m — 2,  da  nun  in  6)  auf  der  rechten  Seite  der  Zähler  alle  Factoren 
des  Nenners  enthält,  da  femer  beide  Polynome  von  demselben  Grade 
sind,  so  ist  die  rechte  Seite  von  6)  constant,  mithin  auch  M. 
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Die  Gleichung  5)  kommt,  abgesehen  von  dem  eonstanten  Factor  M^ 
auf  die  Gleichung  des  Problems  zurück.  Die  gegebene  Differential- 
gleichung ist  also  mittelst  der  Gleichung  8)  integrabel. 

Dividirt  man  in  8)  durch  eine  der  Gonstanten  Oo, . .  ^mi  ^o?  •  •  ^m, 
welche  nicht  verschwindet,  Zähler  und  Nenner,  so  enthält  der  Ausdruck 
für  y  rechts  2i»+l  Constanten.  Da  in  T^  unter  den  4m — 4  Factoren 
2m — 2  gleiche  vorkommen,  so  erhält  man  eine  gleiche  Anzahl  von 
Bedingungen  zwischen  den  bemerkten  Gonstanten.  Hieraus  folgt:  unter 
den  2m +1  Constanten,  enthalten  in  dem  Werte  von  j/,  bleiben. 
2m +1 — (2m— 2)  =  3  willkürlich.  Diese  drei  Constanten  lassen  sich  ver- 
wenden, um  die  rechte  Seite  der  Gleichung  5)  auf  die  Normalform  der 
elliptischen  Differentiale  von  Legendre  zu  bringen. 

Die  in  der  Gleichung  8)  enthaltene  Substitution  nennt  Jacob i 
der  m^^  Ordnung,  oder  einfach  zur  Zahl  m  gehörig. 

Man  kann  in  der  Gleichung  5),  ohne  Beeinträchtigung,  fUr  beide 
Seiten  die  Normalformen  annehmen  und  gelangt  dann  zu  der  folgenden 
Differentialgleichung,  deren  Untersuchung  die  Transformation  der  el- 
liptischen Functionen  involvirt: 

9)  ^y  ^1  ^^ 

|/(1— y*)(l— /^*)       ^1/(1— a:2)(l— Ar^a:«)" 
In  der  vorstehenden  Gleichung  sind  k  und  /  positive,  echte  Brüche, 
M  ist  eine  Constante. 

Es  soll  angenommen  werden,  dass  y  mit  x  versch¥nndet  Da  nach 
9)  y  sein  Zeichen  ändert,  wenn  x  in  — x  übergeht,  so  muss  in  der 
Gleichung  8)  der  Zähler  nur  ungerade,  der  Nenner  nur  gerade  Poten- 
zen von  x  enthalten.  Es  bieten  sich  also  hier  zwei  Fälle  dar,  ent- 
weder der  Grad  des  Nenners  ist  um  eine  Einheit  höher  wie  der  des 
Zählers,  oder  umgekehrt  Ist  also  m  gerade,  so  muss  in  8)  a^  =  0  sein, 
dagegen  für  ein  ungerades  m  ist  &m  =  0.  Diesen  beiden  Fällen  ent- 
sprechend unterscheidet  Jacobi  (Fundamenta  §  lo,  Ges.  Werke  L 
jo  u.  71)  Substitutionen  gerader  und  ungerader  Ordnung. 

Die  Substitutionen  gerader  Ordnung  sind  in  folgender  Glei- 
chung enthalten: 

lyj)         y  —     Y+kx^+b^x^+  . . .  +6„^''»  V  ' 

Es  sind  die  Binome  F+U,  V—U,  V+IU,  V—W  sämtlich  vom 
Grade  2m  und  jedes  der  Binome  muss  zwei  der  Factoren  l+o:,  1 — o:, 
1+kx,  1 — kx  enthalten.  Es  seien  A,  B^  6',  D  Polynome  von  x.  Durch 
Aendernng  von  x  in  — x  möge  AxülB  und  C  in  D  übergehen.  Durch 
dieselbe  Aenderung  geht  nach  10)  V  in  — V  über.  Wäre  nun  F+  V 
—  (1 — x^A^^  so   erhielte   man   durch   Vertauschung   von   x  mit   —x 
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r— ^=(1—0:2)^2^  d.  b.  V+ü  und  V--Ü,  mithin  auch  V  und  U,  würden 
den  gemeinschaftliehen  Factor  1 — x'^  haben,  was  gegen  die  Voraus- 
setzung ist  Die  beiden  Factoren  von  r+U  können  also  nur  das  Pro- 
duct  von  (l±a;)  in  (l±kx)  geben.    Man  kann  also  setzen: 

11)  V+U={l+x){l+kx)A^,  y—ü=il—x)(l—kx)£f^, 

12)  V+lU=(P,  V—IU=D\ 

Die  Gleichung  für  V — U  ergiebt  sich  aus  V+U  durch  Yertauschung 

von  X  mit  — x,   und  es  mtlssen  notwendig  F+/^,  V — lU  vollständige 

Quadrate  sein. 

Nimmt  man  k  als  gegeben  an,  so  ist  nach  11)  V+L  durch  \+x 

und  l+kx  teilbar;  zwischen  den  2m  Gonstanten  ai,  Oj,..«^,  h^..,bf^ 

der  Gleichung  8)   ergeben  sich  zwei  Relationen.    Da  ferner  nach  11) 

V+ü 
.        ..  .  das  Quadrat  eines  Polynoms  vom  Grade  m — 1  ist,  so 

\\  'j-X)\\'j-KX) 

erhält  man  m — 1  Relationen  zwischen  diesen  Gonstanten.  Die  Glei- 
chung V+IU=  C^  giebt  m  weitere  Relationen,  so  dass  man  im  Ganzen 
2+m — l+m=^2m+l  Gleichungen  zur  Bestimmung  des  Moduls  /  und 
der  2m  Constanten  der  Substitution  8)  erhält,  wodurch  also  die  be- 
merkte Substitution  vollständig  bestimmt  ist. 

Die  Substitutionen  ungerader  Ordnung  sind  in  der  Glei- 
chung enthalten: 

IS)  v  =  ^  (a+aiX2+ajX*+  . . .  +0^^^)  ^  ü^ 

^       ^      i+M^+M*+...+^«a;«"'      y' 

Da  in  diesem  Falle  die  Binome  V+U,  V—ü,  V+IU,  V—W  sämtlich 
vom  Grade  2m +1  sind,  da  femer  ü  in  — U  durch  Vertauschung  von 
X  mit  —X  übergeht,  so  kann  man  in  diesem  Falle  setzen: 

14)  V+U=(l+x)A\  V—L  =  {X—x)B\ 

15)  V+lU=(l+kx)C^,   V—lU={l—kx)D\ 

worin  A,  B^  C  und  D  Polynome  von  m.  Nimmt  man  ¥neder  k  als  ge- 
geben an,  so  erhält  man  zur  Bestimmung  der  2m -fl  Constanten 
a, . .  cTm,  ^1 . .  hm  und  des  Moduls  /  ebensoviele  Gleichungen.  Es  muss 
nämlich  F+f/ durch  1+x,  V+IU  Amah.  l+kx  teilbar  sein,  was  zwei 
Relationen  giebi    Da  ferner  nach  14)  und  15): 

V+V  V+W 
1+x'  l+kx 
vollständige  Quadrate  von  Polynomen  m^°  Grades  sind,  so  erhält  man 
je  m  Bedingungsgleichungen,  also  deren  2//«,  welche  in  Verbindung 
mit  den  beiden  erst  bemerkten  zur  Bestimmung  von  /  und  der  Con- 
stanten der  Gleichung  13)  hinreichen.  Eine  Substitution,  enthalten  in 
der  Gleichung  13),  ist  also  vollständig  bestimmt 

Für  eine  Transformation  m^'  Ordnung  sei  ferner: 
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fttr  eine  Transformation  von  der  Ordnung  mt  sei: 

alsdann  geben  die  beiden  Diflferentialgleichangen  16)  und  17): 

18)  ^g  ^1  ^  _, 

l/(l— z«)  (1— /i«  z») "  M^i  \J (1— x«)  (1— ^«a:«)  * 

Es  ist  y"*i  die  höchste  Potenz  von  y  enthalten  in  V\  und  \\^  ferner 
x<"  die  höchste  Potenz  von  x  enthalten  in  V  nnd  F.    Setzt  man  also 

nach  16)  y  =  -  in  z  =  yf '  so  folgt  z  =  ^i  wo  ^j  und  Fj  Polynome 

von  o;  sind,  höchstens  vom  Grade  m.mi.  Aus  dem  Vorstehenden 
folgt,  dass  ans  zwei  Transformationen  von  den  Graden  m 
und  my  sich  eine  Transformation  vom  Grade  m.mi  zusammen- 
setzen lässt.  Allgemein  führt  eine  Znsammensetzung  von  Trans- 
formationen von  den  Graden  m,  mi,  m^ . . . .  auf  eine  Transformation 

vom  Grade  m.mx.m^ Es  gilt  auch  die  Umkehrung  dieses  Satzes, 

vne  später  gezeigt  wird,  dass  eine  Transformation  vom  Grade  m .  m] .  m^ . . . . 
sich  hersteUen  lässt  durch  successive  Anwendungen  der  einzelnen  Trans- 
formationen von  den  Graden  m,  nii,  mj . .  etc.  Was  die  Transformationen 
ungerader  Ordnung  betriflft,  so  kann  man  sich  auf  die  ungeraden 
Primzahlen  beschränken,  aus  denen  die  ungeraden  Zahlen  bestehen. 
Da  eine  gerade  Zahl  das  Product  einer  Potenz  von  2  in  eine  ungerade 
Zahl  ist,  so  reduciren  sich  die  Transformationen  gerader  Ordnung  auf 
Zusammensetzungen  von  Transformationen  ungerader  Ordnung  mit 
einer,  wenn  nötig  vnederholten,  Transformation  zweiten  Grades.  Hieraus 
folgt,  dass  sich  alle  Transformationen  aus  Transformationen 
zweiten  Grades,  combinirt  mit  solchen,  welche  zu  Primzahlen 
gehören,  zusammensetzen  lassen. 

Mit  Beziehung  auf  die  wirkliche  Substitution  der  Werte  von  y^ 
definirt  durch  die  Gleichungen  10)  und  13),  in  die  Differentialgleichung 
9),  hat  Jacobi  eine  sehr  schöne  Bemerkung  gemacht,  welche  sich  auf 
eine  genauere  Untersuchung  der  Gleichung  13)  bezieht.  Den  eigent- 
lichen Ursprung  seiner  ingenieusen  Idee  hat  Jacobi  nicht  angegeben; 
derselbe  beruht  darauf,  vne  schon  Legendre  bemerkt  hat  (Fonct  eil 
Prent,  SuppL  p,  lo),  dass  die  Differentialgleichung  9)  ungeändert  bleibt, 

wenn  x  und  y  gleichzeitig  ersetzt  werden  durch  —  und  —  j  und  hier- 

Kx  ly 

auf  der  gemeinschaftliche  Factor  auf  beiden  Seiten  unterdrückt  wird. 
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Der  von  Jacobi  gegebene  Satz  ist  folgender:   , Lassen  sieh  die  Poly- 
nome V  und  V  in  ^  =  y;  für  eine  Transformation  ungerader  Ordnung 

so  bestimmen,  dass  durch  die  Substitution  von  7—  an  Stelle  von    x 

kx 

1         V 
—  =  -  -  an  die  Stelle  von  y  tritt,  so  ist  von  den  beiden  Gleichungen : 

^+  F=  (l+x)A\     V+IU—  (1+kx)  €ß 

die  eine  immer  eine  Folge  der  anderen.  *  (Fundam,  §  12,  Ges,  Werke  1, 72). 
Durch  diesen  Satz  reduciren  sich  die  vier  Gleichungen  14)  und  15) 

auf  eine  Gleichung.    Man  setze  zur  Abkürzung: 

.gv      {U—xF^{x'^\    Fx(x'^)  =  a+a^x'^+c^x^+,,,.+(hnX^, 
^^^     \  V=  F^{x^l    F^ix^)  =  1+2^1  x^+b'^x*+ . . .  +6ma:^. 

Nach  13)  ist  dann: 

xFx  (x^) 

y  = 


Mx^) 


Setzt  man  nun: 


so  geben  diese  beiden  Werte  von  y: 

Fj  (xi)   ^  1  '^'  \¥xy 
lxFi{x^)  ~  kx  „  /  1   V 

^'[k^^J 

oder  rechts  Zäliler  und  Nenner  mit  x^"  multiplicirt: 

\^xy 

Bezeichnet  p  eine  Unbestimmte,  so  lässt  sich  die  vorstehende  Gleichnng 
dnrch  die  beiden  folgenden  ersetzen: 

21)     F,  (x2)  =  px^Fi  (-L) ,  IFt  (xi)  =  pkx^  F^  (^1^^-^  ■ 

Wegen  der  Gleichungen  19)  sind  aber: 

FA:c^),  zun  ^*"^»(ä4i)'  ^*"^'(;tfe) 
Polynome  2mten  Grades   von  x.    In  den  Gleichungen  21)  ist  also  p 
constant.    Vertauscht  man  hierin  x  mit  —  i  so  folgt: 

rCX 
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22)     *■-*'-  F,  (ji  ,)  -  pF,  (:.•),  lli--'x^F,  IJ~^  -  /•,(:..). 
Jede  dieser  Gleichnugen  mit  den  Gleichnugen  21)  combinirt  giebt: 

pj-»»— ',  p_A«|/Ä, 
nnd  die  Glräehongen  21)  werden  hierdarcb: 

28)  '■.(-■) -*-i/i--^.(jt.).  '•.W-*-1/|«'-'-.(f.,)- 
Jede  dieser  Gleichnngen  ist  eine  Folge  der  anderen. 
Nach  19)  ist  dod: 

'  1+a:  l+x 

Der  VoraaBsetznng  nach  ist  die  linke,  mithin  auch  die  rechte  Seite, 
das  vollständige  Quadrat  eines  Polynoms  mte»  Grades  von  x.   Man  setze 

T-  statt  .r  und  multiplicire  aaf  beiden  Seiten  mit  ^*"A"I/  — i  dann 
ist  nach  23)  and  19): 

I  /l  ^'Wv"^*^^'V*'^V        fi(x»)+tof.(a;»)  _  V+JU 
V   k  ,  ,    1  1+*»  IH-Ax 


dnreh  das  obige  Theorem  bewiesen  ist 
In  der  zweiteo  Gleiehang  23),  lUlmlieb: 

26)                     *■.(-)-*■  1/4 -*''->(*ii) 
aetie  man  fUr  /((x*)  ood  Fi{t^)  ihre  Werte  ans  19).    Es  folgt  dann: 
a+aia;'-l-aja;*-t-o,a:*+ +(i„x*" 


=-l/4«-('- 
=  ^l/|c 


.+Jl-~x^). 


Diew  Gleichiing  giebt  sniDitlelbu  folgende  Relmtiooen : 

«  ^  —  •  a.  — 1  a*  — > ) (i_  = 

P  P  *i 
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(  Fiix^)  =  1+biX^+biX* +ft»,a;«», 

26)  I  P  /  ,^        b^+b„-ikix^+b.^ik*x*+  ■■+/?«"■  x^ 

I  ^'^"^^ 7^ 

Diese  Werte  von  F^  (x^)  und  /\  (x^)  setze  man  in  die  Gleichung  24) 
und  femer: 

27)  --^  —  (l+«ix+a2a;2+ a„,af^)^. 

Die  Untersuchung  der  Substitution: 

^^^  ^  -    F,{x^)   -  V 

in  die  Differentialgleichung  9)  ist  dann  auf  die  der  Gleichung  27) 
reducirt,  oder  besser  nach  24)  und  26)  auf  die  der  folgenden : 

l+h\X^+h%x^+ +ftma:^" 

29)  +- T^^Ii 

(  =  {l+x){l+ayx+a^x'^+. . .  .+an,7f^y. 

Die   Vergleichung   gleicher  Potenzen   von   x   giebt  für   6i,  h-i ^q 

2m +1  lineare  Gleichungen,  aus  denen  sich  ohne  Schvnerigkeit  m+1 
Gleichungen  zwischen  ai,  a2, . . .  Om  und  k  und  /  ergeben.  Die  Elimination 
von  eci,  02, . . .  a,n  z¥nschen  diesen  Gleichungen  führt  auf  eine  Gleichung 
zwischen  k  und  /,  die  sogenannte  Modulargleiohung.  Es  können 
ttbrigens  k  und  /  beliebige  Quantitäten  sein,  da  die  vorhergehende 
Deduction  keine  Annahme,  weder  über  die  Grösse,  noch  über  die  Realität 
von  k  und  /  voraussetzt 

Setzt  man  nach  19)  V=  F^{x'^),  U—xFi(x^%  so   ist   nach  27) 
und  29): 

30)  V+U  =^  {l+x){l+aiX+a2X^+  ....+amx'^y. 
und  hierin  — x  statt  x: 

31)  V—  U  =  (l—x)  [l—at  x+a^  x^+ . . .  -f  (— l)"»ama:~]*. 

Die  Gleichung  30)  giebt,  x  mit  —  vertauscht,  darauf  mit  x^^^  mul- 

fiX 

tiplicirt : 

32)  V+  W  =  y-j^y^  {l+kx)  {a^+a^^kx. . . ,  +k^af^)\ 
und  hierin  — x  statt  x: 

33)  V-IU=  Yf^J^,  (1—kx)  (om— a«_i  kx  +  ...+  {-irk^ar)\ 
Mittelst  der  Gleichungen  30)— 33)  und  y  = -y  wird  die  Gleichung  9) : 

Enii«pex,  elllpt.  Funotioneii.    S.  Anfl.  19 
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-)      -v^n-" 


dV\ 
dx) 


=  (l+aiX+a2X^+. .  .+amßf)(l — a^x+a^x^. . .+( — ly^OmX^) 
X  {a„,+an^i  kx+ . . .  +k^xl^)  (a„r-a»^-i  kx+ .  . .  +  (—i)'^k'^x^). 

Durch  diese  Gleichung  ist  M  definirt  Für  a;  =  0  ist  ^=0,  V=  l, 
^  =  -F%ZJ-    Di«  Gleichung  34)  giebt  für  a:  =  0: 

35)  M-rJ^=^~al\/~nZ. 

Die  Vergleichung  der  Factoren  von  a:***+^  in  der  Gleichung  29)  giebt: 

36)  aj.=  |/^, 

mithin 

fem       ^  J^ 

wodurch  die  Bestimmung  von  M  von  derjenigen  von  b^  nnd  /  abhängig 
gemacht  ist. 

Im  Vorstehenden  sind  nebst  einigen  Erläuterungen  die  wesentlichsten 
algebraischen  Hülfsmittel  mitgeteilt,  deren  sich  Jacobi  zuerst  bei  seiner 
Behandlung  des  Transformationsproblems  bedient  hat  Eine  Andeutung 
hiervon  enthalten  die  Auszüge  zweier  Briefe  Jacobi 's  an  Schumacher 
vom  Jahre  1827,  enthalten  in  Astron,  Nachr.  VI,  jj — jS,  Nr.  i2j 
(Ges.  Werke  I,  2p — j6).  Ebendaselbst  Nr.  i2y  p.  ijj — 142  (Ges.  Werke 
I,  J7 — 48 J  findet  sich  eine  weitere  Mitteilung  von  Jacobi  unter  dem 
Titel:  „Demonstratio  thearematis  ad  theonam ßinctionum  ellipticanim 
spectantts*',  zu  welcher  Legendre  (Nr.  ijo,  p.  201 — 208)  eine  Anzahl 
interessanter  Bemerkungen  gemacht  hat  Bedeutend  erweitert  erscheinen 
die  rein  algebraischen  Untersuchungen  in  §  i — //  der  „Fundamenta" 
(Ges.  Werke  I,  49 — y2).  Ein  weiterer  Erfolg  in  dieser  Richtung  ist 
wegen  der  steigenden  Complication  der  Rechnungen  nicht  zu  erwarten. 
Die  Anwendung  der  Gleichungen  26),  28)  und  29)  auf  die  Gleichung  9) 
ist  schon  für  m  =  1  und  m  «=  2  nicht  ohne  Weitläufigkeiten,  welche 
bald  durchblicken  lassen,  dass  auf  diesem  Wege  die  Bestimmung  der 
Constanten  h^^b^. .  .hfa  der  Gleichungen  26)  und  28)  fUr  den  allgemeinen 
Fall  nicht  gesucht  werden  kann. 

Um  zum  Ziele  zu  gelangen,  führt  Jacobi  den  Begriff  der  ellip- 
tischen Functionen  ein  und  beginnt  in  §  20  der  „Fundamenta**  mit 
Hülfe  derselben  die  Lösung  des  allgemeinen  Problems  der  Trans- 
formation. Während  bisher  die  Deductionen  eine  grosse  logische 
Schärfe  zeigen,  tritt  hier  plötzlich  eine  vollständige  Discontinuität  der 
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leitenden  Ideen  auf;  Jaeobi  stellt  sein  Theorem  auf,  ohne  die  mindeste 
Andeutung,  ¥ne  er  dazu  gelangt  ist.  Man  könnte  der  Vermutung  Baum 
geben,  wie  dieses  auch  schon  geschehen,  dass  Jaeobi  durch  glttckliche 
Versuche  auf  seinen  Satz  gekommen  ist.  In  Nr.  ijo  der  „Astron, 
Nachr"  finden  sich  folgende  Worte  von  Legendre:  „Ici  on  doit  re- 
gretter  que  Tauteur  remplisse  la  täche  qu'il  s*est  impos^e  par  une  sorte 
de  divination,  sans  nous  mettre  dans  le  secret  des  idäes  dont  la  filiation 
l'a  amenä  progressivement  ä  la  forme  que  doit  avoir  \—y  pour  satis- 
faire  aux  conditions  du  problöme.  Au  reste  cette  suppression  des  idäes 
intermädiaires  s'explique  assez  naturellement  par  la  näcessitä  de  ne  pas 
donner  trop  d'^tendue  ä  une  d^monstration  qui  devait  etre  ins^r^e  dans 
un  Journal  scientifique ;  et  il  est  ä  croire  que  quand  Fauteur  donnera 
un  libre  cours  au  däveloppement  de  ses  id^es,  dans  un  ouyrage  com- 
pos6  ad  hoc  il  r^tablira  les  interm^diaires  dont  Tabsence  se  fait  re^ 
marquer.^  Dieser  Wunsch  ist  leider  nicht  in  ErfttUung  gegangen,  die 
„Fundamenta**  zeigen  in  diesem  Punkte  eine  sehr  bedauerliche  Lücke, 
welche  dem  Studium  dieses  ausgezeichneten  Werkes  eine  nicht  leicht 
zu  überwindende  Sch¥nerigkeit  entgegenstellen  musste. 

§  88.    Das  Problem  der  Transformatioii  nach  Abel. 

Während  Jaeobi  sich  darauf  beschränkt  hat,  die  rationale  Gleichung 
zwischen  x  und  y  hinzustellen,  in  der  Form: 

welche  der  Differentialgleichung: 

dy  1  dx 


2) 


genügt,  ist  Abel  mehrfach  auf  die  Integration  der  vorstehenden 
Differentialgleichung  zurückgekommen.  Jaeobi  hat  Zähler  und  Nenner 
der  rechten  Seite  der  Gleichung  1)  als  Producte  von  Faetoren  in  Be- 
ziehung auf  X  dargestellt  (Fund.  §  20,  Ges.  Werke  I,  88).  Wird 
der  so  erhaltene  Ausdruck  in  Partialbrüche  in  Beziehung  auf  x*^  zer- 
legt, so  ergiebt  sich  für  x  ein  Ausdruck,  welcher  den  Ausgangspunct 
der  ersten  Untersuchungen  von  Abel  bildet,  enthalten  im  §  IX  seiner 
„Recherches  sur  les  fonctions  eüiptiques"  (Grelle  J.  III,  16 g — 181, 
Oeuv.  I,  2J0 — 242,  2.  dd.  I,  363— 3yy).  Diese  erste  Behandlung  des 
Problems  der  Transformation  ist,  wie  bei  Jaeobi,  rein  synthetisch; 
der  Ausdruck  für  y  ¥nrd  ohne  weitere  Begründung  aufgestellt  und 
dann  bewiesen. 

Abel  bezeichnet  die  Umkehrnngsfunction  des  Integrals 

19* 


x^<f.u\  diese  Fnnetion  hat  die  Periodea  2<d  n 

» P' äx (5 P' 

2~^     l/(l— cV>(l+e^'^"     *~/„     l'Ö^ 


Das  allgemeine  TrangfomutioaitlieoreiD  Uatet   dann  (Ocurrrs  2.  /d.. 
I.  363)  rolgeodermaflsen : 

-Bezeiehoet  a  die  OHMae     ■     ^^"^   .  .     ^      .  wo  wenieiiteDB  eiDe 

der  beiden  gmosen  Zahlen  m  and  /i  relativ  prim  zn  2n  + 1  ist  bo  bat  man 


J  \j\\-eW)(\->fe\y^      ^J  V^ 


a^/'.  (9a,  9  2a.  9  3a...  9  na)-, 
und  68  iHt  f  eine  nnbertimmte  Grösse  derart,  dasa  nur  eine  einzige 
Kelation  zwischen  den  Gr&gsen  c,,  ei,c,e  besteht    Die  Grössen  e-  nod 
c>  können  poBitir  oder  negatir  sein." 

Die  weiteren  UntersnebongeD  von  Abel  Über  diesen  Gegenstand 
zeigen  eine  Tiefe  der  Anffassnng,  TerbnndeD  mit  einem  Reicbtam  ttber- 
raaehender  Ideen,  welche  allein  hinreiehen,  die  Eiinnemng  an  sein 
waoderbares  Genie  in  der  Gesehicbte  der  Mathematik  lebendig  za  er- 
halten. Wird  die  Gleichung  13)  des  vorhergehenden  §  angenommen, 
so  findftt  Abel  für  eine  angerade  Zahl  2m+l,  i.  h.  nach  Jacobi'a 
Bezeichnung,  fUr  eine  Transformation  Ton  der  Ordnnng  2in-f  1,  dass 
k  und  /  dorch  eine  algebraische  Gleicbnng  vom  Grade  2m+2  verbun- 
den sind,  welehe  Gleichung  sich  mit  Hülfe  von  Gleichungen  niedrigeren 
Grades  lösen  lässt,  wenn  2flt-M  keine  Primzahl  ist.  Hierbei  setzt 
Abel  in  der  Gleichung  2)  /  und  k  als  beliebige  Quantitäten  vorans. 
(Crelle  J.  III,  lyj.)    In  dem  folgenden  §  X  wird  ein  besonderer  Fall 

der  GIdehnng  2)  behandelt,  wenn  /  =  Ar  nnd  -    eine   complexe   Zahl 

Uebrigens  bat  die  Fono,  deren  sieh  Abel  fUr  y  bedient,  später 
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Jacobi  benatzt  in  der  Abbandlnng:  „De  /unctiontbtis  elltpHcts  com- 
mentatio  altera"  (Grelle  J,  VI,  jp7 — 403;  Ges.  Werke  I,  jip — J26.J 
Eine  Begrttndang  der  Lebre  von  den  elliptiscben  Integralen,  nacb 
Art  der  Bebandlnng  von  Legendre,  bat  Abel  in  dem  „Pröcis  d*une 
th^oric  des  fondions  elltptiquey  (Grelle  /,  IV,  2j6 — ^77,  309—348, 
Oeuvr.  /,  326—408;  2,  dd,  I,  ^18 — 6iy)  gegeben;  Diese  scharfeinnige  Ab- 
bandlnng, welcbe  in  Folge  des  frtiben  Todes  des  Verfassers  unvollendet 
geblieben  ist,  entbält  nicht  im  eigentlicben  Sinne  eine  Lebre  der  el- 
liptiscben Functionen,  deren  nur  in  der  Einleitung  gedacbt  ist  Die 
Untersucbungen  bezieben  sieb  wesentlicb  auf  die  elliptiscben  Integrale 
und  basiren  in  dem  Teile,  welcber  sieb  auf  die  Transformation  dieser 
Integrale  beziebt,  auf  einer  sebr  geistvollen  Anwendung  des  Additions- 
tbeorems  von  Euler.  Das  Problem  der  Transformation  bildet  den 
Inbalt  von  Ghap,  IV  und  V,  Die  ersten  algebraischen  Betrachtungen 
sind  denen  Jacobfs  (vergL  §  37)  analog.  Abel  betrachtet  nun  in  der 
obigen  Gleichung  1)  umgekehrt  x  als  Function  von  y,  wodurch  sich 
m  Werte  für  x  ergeben.  Sind  x  und  x^  zwei  dieser  Werte,  so  muss 
jeder  derselben  der  Differentialgleichung  2)  genügen;  man  erhält  so 
zwei  Gleichungen,  deren  linke  Seiten  einander  gleich  sind.    Hieraus 

folgt  unmittelbar: 

dxx  dx 

l7(i— a:J)(l— Ä»^  ""  l/ä— Ä— ^ ' 
und  diese  Gleichung  integrirt  giebt: 

_  Vd— g^Xl^J^+g  t/(l— a;^)(l— i^^x^) 

wo  a  eine  Gonstante  ist  Auf  diese  Relation  basirt  Abel  seine  Unter- 
suchungen, welche  wesentlich  die  Multiplicationsformeln  der  elliptischen 
Functionen  voraussetzen^  d.  b.  die  Ausdrücke  von  snnu,  cnnu  und  dnnti. 
Diese  Ausdrücke  lassen  sich  durch  wiederholte  Anwendung  des  Euler'- 
schen  Additionstheorems  herstellen.  Obwohl  die  von  Abel  gefundenen 
Resultate  ungemein  interessant  sind,  namentlich  in  den  Teilen,  welche 
Anwendungen  von  der  Lehre  der  algebraischen  Gleichungen  enthalten, 
lässt  sich  der  befolgte  Weg  nicht  wohl  übersichtlich  angeben,  ohne  die 
Abhandlung  selbst  einem  grossen  Teile  ihres  Inhalts  nacb  zu  reprodu- 
ciren.  Eine  meisterhafte  Behandlung  des  Problems  der  Transformation 
ist  enthalten  in  dem  Aufsatze:  „Solution  d'un  Probleme  gdndral  con- 
ccrnant  la  trayisformatton  des  fonctions  elltpttques"  (Astron,  Nachr, 
VI,  36 j — 388,  Nr.  138,  Altona  1828;  Oeuvres  I,  2^3 — 2^4;  2.  äd.  I, 
403 — 428).  Eine  Folge  hierzu  bildet:  „Addition  au  mömoire  sur  les 
fonctions  clliptiques"  (Astrofi.  Nachr.  VII,  33 — 44,  Nr.  14';,  Altona 
1829;  Oeuvres  I,  275 — 28y;  2.  äd.  I,  429 — 443)' 
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Es  ist  namentlieh  diese  letzte  Abbandlnng,  von  welcher  im  Fol- 
genden die  Rede  sein  soll,  welche  bei  der  Transformation  Principien 
anwendet,  die  von  den  algebraischen  Betrachtangen  wesentlich  ver- 
schieden sind.  Einige  Supplementäre  Formeln  hierzn  sind  enthalten  in: 
„Note  sur  quelques  formules  elliptiques"  (Grelle  J.  IV,  <?j — gj,  Oeuv. 
I,  2pg — joS;  2,  €d,  I,  46y — 477)- 

Nach  den  algebraischen  Betrachtangen  des  vorhergehenden  §  über 
die  Transformation  gerader  und  angerader  Ordnung  kann  man  in  der 
Gleichung  1)  die  Gonstanten  oq,  o^, ..  Om^  h^^.,,.hm  als  bestimmt  an- 
sehen. Die  Werte  derselben  hängen  von  algebraischen  Gleichungen 
ab;  einem  bestimmten  Systeme  von  Werten  derselben  entspricht  ein 
Wert  von  y  in  Function  von  x.  Das  allgemeinste  Problem  der  Trans- 
formation nach  Jacobi  besteht  nun  darin,  die  sämtlichen  Werte  der 
bemerkten  Art  von  y  zu  finden,  welche  der  Differentialgleichung  2) 
Genüge  leisten.  Abel  formulirt  das  Problem  in  etwas  anderer  Weise^ 
indem  er  die  Aufgabe  stellt:  «Trouver  tous  les  cas  possibles  dans 
lesquelles  on  poorra  satisfaire  k  Täquation  diff^rentielle  2)  en  mettant 
pour  y  une  fonction  algäbriqae  de  x^  rationnelle  ou  irrationnelle.'' 

Es  sei  /(y,  x)  =  0  die  gesuchte  algebraische  Relation  zwischen  x 
und  y,  welche  der  Differentialgleichung  2)  genügt  Der  Einfachheit 
halber  soll  angenommen  werden,  dass  x  und  y  gleichzeitig  verschwin- 
den.   Setzt  man  in  der  Gleichung  2): 

a:  =  sn(tt,A:),  y  =  sn(Mi, /), 
so  folgt: 

,         du 

also:  wi  =  -^,  da  mi  mit  u  verschwinden  soll.    Die  Werte  von  x  und 
y  sind  folglich: 

3)  a;  =  sn(w,A:),  y  =  snr^,   /V 

Die  algebraische  Gleichung  /"(y,  a:)  =  0  geht  durch  Substitution  dieser 
Werte  von  y  und  x  über  in: 


4)  /[sn  ^~-,   /),  sn^u,  A:)]  =  0. 


In  dieser  Gleichung  ist  u  allein  variabel^  dieselbe  muss  also  fUr  einen 
beliebigen  Wert  von  u  bestehen.  Man  vertausche  u  mit  m+4/^ä'  und 
mit  M+2y;A"/,  wo  p  eine  ganze  Zahl  bedeutet.  Da  8n(M+4/;ir,/f)  = 
8n(w,A),  8n(M+2pÄ"/, /:)  =  sn(M,  Ä),  so  leitet  man  aus  der  Gleichung  4) 
die  beiden  folgenden  ab: 
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5)  /[snC^,/)   BO  («,*)]  =.0, 

6)  /[so(W';/)»o(«,*)]  =  0. 

Die  Gleichungen  4),  5)  und  6)  zeigen  nun,  dass  der  algebraischen 
Gleichung  /(§/,  x)  =  0  ftir  o:  =  sn  (w,  k)  die  Werte 


sn 


fu     \       fu+4pK    \       /u+2pE'i     \ 


sn 


von  y  entsprechen.  Wegen  der  Unbestimmtheit  der  Zahl  p  ist  die 
Anzahl  dieser  Werte  unendlich  gross;  da  aber  die  Anzahl  der  Werte 
von  tj  eine  endliche  sein  soll,  so  muss  dieses  auch  mit  den  obigen 
Werten  der  Fall  sein,  d.  h.  dieselben  können  nicht  alle  unter  einander 
verschieden  sein.  Sind  fi,  fi\  v,  v'  ganze  Zahlen,  so  erfordert  die  auf- 
gestellte Bedingung  die  Gleichungen: 

oder  wenn  wir  die  den  Moduln  /  und  /'  =  l/l — P  entsprechenden  Inte- 
grale L  und  L  durch  die  Gleichungen: 

7)    z  =  p—^- ,  r  =  n    ^^- 

JJ      l/l— /2sin%'  J^     l/l— r^sin^«; 

definiren, 

wo  ffi  ^t  9\  ^\  ganze  Zahlen  bedeuten.  Setzt  man  einfacher  fi' — (i  =p 
und  v' — v=p\  wo  also  p  und  p'  ganze  Zahlen  bedeuten,  so  gehen 
die  Gleichungen  8)  über  in: 

9)  ^=  4ffL+2hL%  ^^  =  4^Z+2Ä'ri, 


^  Ai      pK^2pK        M      p'K'rp'K 


Der  doppelte  Wert  von  M  giebt: 


'  r* 


11X  gL.hLi       2^L  ,hlL 


pK  ■  2pK     p'EÜ  '  p*K! 
Nimmt  man  zuerst  mit  Abel  an,  dass  k  und  /  echte  positive  Brttche 
sind,  also  AT,  K\  L  und  V  reelle,  positive  Quantitäten  bedeuten,  so 
giebt  die  Gleichung  11]  durch  Trennung  der  reellen  und  imaginären  Teile: 

pK      p'K*'    2p K~      p'k' 
oder; 
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^  pK      p'L '  pKL  ~     p'  ■ 

Diese  Gleichungen  bestehen  entweder  gleichzeitig,  oder  eine  der- 
selben verschwindet  identisch,  so  dass  sich  die  beiden  Gleichungen 
auf  eine  reduciren.  Es  werde  zuerst  dieser  zweite  Fall  betrachtet. 
Dann  ist  g'  =  0,  ä  =  0  oder  ^  =  0,  ä'  =  0.  Fttr  g'  =  0,  ä=  0  giebt  die 
erste  Gleichung  9)  in  Verbindung  mit  der  ersten  Gleichung  12): 
.  l^_g±    gK[_wr_ 

^  M~pK'    pK~ p'l' 

und  fbr  den  vorstehenden  Wert  von  M  wird  die  Di£ferentialgleichnng  2): 

j.v  äy^ —  ^ — 

|/(l-y«)(l-/V)      i^^|/(l-a:2)(l-Ä2^)"" 
Die  Annahme  ^  =  0,  A'  =  0,  fUhrt  aus  den  zweiten  Gleichungen  9)  und 
12)  auf: 

^  M  ~p'tci  pL  ~    yr 

und  für  den  vorstehenden  Wert  von  M  wird  die  Differentialgleichung  2) : 

jgx  ___^ _2g'L dx 

l/(l— y«)(WVT      ^'^'*'  1/(1— a;2)  (l-A^a;») ' 
Setzt  man  in  der  Gleichung  16): 

17)  a:  =  ^Jl=, 

so  geht  dieselbe  über  in: 

dy  2g'L  dz 


1/(1— y2)(l_/2y2)  p'ir  1/(1— z2)(l— ^2;j2) 

Diese  Gleichung  unterscheidet  sich  von  der  Gleichung  14)  nur  durch 
Vertauschung  von  k  mit  k'\  durch  dieselbe  Vertauschung  geht  die 
zweite  Gleichung  13)  in  die  zweite  Gleichung  15)  ttber.  Der  Fall 
^  =  0,  Ä'  =  0  lässt  sich  also  mittelst  der  Gleichung  17)  auf  den  Fall 
g'  =  0,  Ä  =  0  reduciren. 

Bestehen  die  Gleichungen  12)  gleichzeitig,  so  ergeben  sich  für 

—  und  —  constante  Werte ;  mithin  auch  für  die  Moduli  k  und  /,  welche 

nicht  mehr  ganz  beliebig  sein  können.    Man  findet  leicht: 

K      ^p'V        gh 

wo  g'  oder  h  negativ  sein  muss.  Wenn  dieser  Fall  nicht  die  Bedeu- 
tung der  vorhergehenden  Fälle  hat,  so  ist  doch  die  von  Abel  ange- 
wandte Behandlung  von  grossem  Interesse.    Nach  10)  ist; 
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da  nun  nach  12): 


so  ist  auch: 


1  ^  yX     hL'i 
M      pK"^  2pK' 

hV  2g'L 


t  irf 


2pK  p'K 

M      pK'^j/K'i 


Setzt  man  diesen  Wert  von  M  in  die  Di£ferentialgleichang  2),  so  ist: 

Man  setze  nun  mit  Abel: 

dv  gl  dx 


20) 


l/(l— vW— /V)      P^\/(l-'X^)(i—kW) 


<^-v  dw  2g' L  dx 


\/{l—w^)(l—Pw^)      P'^'i  1/(1— a:2)(l— Ä2a;2) 
dann  wird  die  Gleichung  19): 

dy  dv dw 

\/(i—y^)ii^W)  ~  \/(^—v'^){i—i^)    1/(1— w2)(i— /^)' 

Hieraus  folgt  nach  dem  Additionstheoreme  von  Euler: 

22)  ^  t;l/(T^^(l— /^^+ypt/(l— t;^)(l— /V) 

^  1—Pv^w^ 

Lassen  sich  also  v  und  w  aus  den  Gleichungen  20)  und  21)  in  Func- 
tion von  X  ausdrücken,  so  giebt  die  Gleichung  22)  y  in  Function  von  x. 
Die  Gleichungen  20)  und  21)  fallen  mit  den  Gleichungen  14)  und  16) 
zusammen. 

Sind  k  und  /  positive,  echte  Brttche,  so  hängt  die  Transformation 
wesentlich  von  der  Integration  der  Differentialgleichung  14)  ab,  mit 
der  Bedingung  nach  13): 

Da  nun  /,  /',  L  auf  dieselbe  Art  von  e     ^    abhängen,  wie  X:,  /r',  K  von 

— 71     ■ 

q=:e     ^    und  nach  23): 

e     ^  =  e     *'i»  ^  =  ^'1» , 
so  folgt,  dass   der  Wert  von  /  sich  aus  dem  Werte  von  k  er- 

giebt,  wenn  in  demselben  q  ersetzt  wird  durch  ^^,  wo  (i  und 
V  positive  ganze  Zahlen  sind.    Dieses  ist  das  Resultat,  zu  wel- 
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ehern  Abel  in  der  bemerkten  Abhandlang  gelangt.  Dass  die  Be- 
dingung, enthalten  in  der  Gleichung  23),  nicht  allein  notwendig,  sondern 
auch  hinreichend  ist,  beweist  Abel  auf  eine  sehr  schöne  Art  dorch 
Anwendung  des  Satzes  von  Cotes  auf  die  Factoren  der  unendlichen 
Producte,  welche  die  Zähler  und  Nenner  der  elliptischen  Functionen 
bilden.  Die  hierbei  nötigen  Betrachtungen  sind  im  folgenden  §  aus- 
führlich behandelt 

Um  von  vornherein  eine  unnötige  Gomplication  der  Rechnungen 
zu  vermeiden,  sollen  einige  Vereinfachungen  bei  der  Behandlung  des 
Transformationsproblems  angemerkt  werden,  unter  der  Voraussetzung, 
dass  die  in  23)  enthaltene  Bedingung  zur  Integration  der  Differential- 
gleichung 14)  hinreicht 

Dem  Modul  /i  und  seinem  Complemente  l\  mögen  die  Integrale 
Li  und  L\  entsprechen.  Man  ersetze  die  Gleichung  23)  sowie  die 
Gleichung  14)  durch  die  folgenden: 

24)  lf  =  ^^T' 

25)  ^»  =  k'p^ 


26) 
27) 


dt  ffLi  dx 


/(l— /»Xl— /?<*)        ^  l/ä— a;»)(l— A^x») 
dl  pLi  dy 


Der  Voranssetzang  naeh  läset  sich  nach  24)  in  26)  t  algebraisoh  durch 
X  aaedrUcken,  and  ebenso  ist  nach  25)  ans  27)  t  eine  algebraische 
Function  Ton  y.  Die  Gleichsetzung  beider  Werte  von  t  führt  auf  die 
gesuchte  Gleichung  zwischen  x  und  y.  Die  Gleichung  14)  folgt  aus 
der  Gleichung  26)  fttr  /  <»  /i  und  p=^\.  Es  soll  im  Folgenden  der 
Einfachheit  halber  p  =  1  genommen  werden. 

An  Stelle  der  Gleichungen  14)  und  12)  treten  dann  die  folgenden: 

98^   ___^ —  ~^  ^  ^  —n'^ 

£6)      j  =^ g-^    , — — - — —  ■-.  >  —=-  =  O-f^y 

1/(1— y^)(l— /^^         ^\/{l—x^){l—k^x^)    L         K 
wo  g  eine  ganze  positive  Zahl  bedeutet    Ist  g  ein  Product  von  Fac- 
toren,  so   sei  ^  =  ni .  «2  •  W3 . . .  n^,   wo   nj,  n^ . . .  w^    Primzahlen    sind. 

Die  Integrale,  welche  einer  Reihe  von  Moduln  /,  /i,  /2, . .  /y_i  und  deren 
Complementen  entsprechen,  seien  Z,  Zi,  Z2...Z„_i  und  Z',  Z't,  L\^..,L\_\, 
Die  Gleichungen  28)  ersetze  man  durch  die  folgenden: 


t/(l— y»)(l-/V)  A  l/(l-yj)(l— /Jyf)     L  Z, 
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l/(l-S/JXl--??y!)          Ä  l/(l-yj)(l-/jyj)    A  *Z, 

dj/y—i                          ^v— 1  «ta; 

^  n« — :^ —  -            » 


Lassen  sich  diese  Di£ferentialgleichangen  algebraisch  integriren, 
so  redacirt  sich  die  Herstellung  der  Gleichnng /'(y,a:)  =  0  auf  die 
Elimination  der  Quantitäten  ^i,  ^2)  •  •  •  ^v— i  zwischen  einem  Systeme 
von  V  algebraischen  Gleichungen.  Der  einfachste  Fall  der  Gleichung 
28)  setzt  also  g  als  Primzahl  voraus;  da  sich  alle  andern  Annahmen 
auf  diesen  Fall  redudren  lassen,  so  bleiben  nur  die  beiden  Voraus- 
setzungen übrig  g  =  nj  wo  n  eine  ungerade  Primzahl  ist,  und  g=^2. 

Vertauscht  man  in  den  Gleichungen  28)  x  und  ^,  femer  k  und  /, 

so  folgt: 

dy  L  dx  i:        K* 


— — > 


Es  ist  also  ^  in  -  Übergegangen.    Fttr  die  einfachsten  reellen  Trans- 

formationen  geht  also  q  ttber  in  ^'•,  ^^  q^ ,  \/q^  wo  n   eine   ungerade 
Primzahl  bedeutet,  und  diese  Transformationen  werden  uns  in  den 
folgenden  Paragraphen  beschäftigen. 
Die  von  Abel  gefundene  Relation: 

r      jr 

findet  sich  auch  bei  Legendre  auf  anderem  Wege  dargestellt  (FoncL 
elL  Supplement,  p.  ly,  ig  u,  /,), 

§  89.    Die  Theta-Fnnctionen,  fllr  welche  q  durch  q^  ersetzt  ist.    Die  erste 
reelle  Transformation  von  Jacobi«   Uebergang  vom  grösseren  zum  kleineren 

Modul« 

Setzt  man  zur  Vereinfachung: 

00 
«  =  1 

SO  ist: 

OD 

Hx,  q)  =  9)to)  7/(1— 2^2*-^eos2a:+^-2). 
In  dieser  Gleichung  werde  x  durch  nx  und  q  durch  q""  ersetzt,  dann  ist : 


r 

IL 
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OD 


2)  ^  (nx,  q"")  —  9)  (^")/7  (1— 2^»<^i>  cos  2na:+ ^*^«) ). 

Der  Einfachheit  halber  sei  n  eine  ungerade  Primzahl.  Bei 
dieser  Darstellung  drängt  sieh  fast  von  selbst  der  Gedanke  auf,  jeden 
Faetor  des  unendlichen  Products  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung 
2)  mit  Hülfe  des  Theorems  von  Cot  es  zu  zerlegen.  Die  Ausführung 
dieser  geistreichen  Idee  hat  zuerst  Abel  gegeben;  die  ungemeine 
Leichtigkeit,  auf  diesem  Wege  das  Problem  der  Transformation  zu  be- 
handeln, hat  J  a  c  0  b  i  schon  sehr  frühe  erkannt,  wie  ein  Brief  desselben 
vom  Jahre  1828  an  Grelle  zeigt,  welcher  unter  dem  Titel:  ,^uüc 
des  notices  sur  les  fonctions  elliptiqties"  (Grelle  J.  III,  joj — jio,  Ges. 
Werke  I,  ^jj — 263)  abgedruckt  ist 

Nach  dem  Theorem  von  Gotes  ist  bekanntlich: 

3)  1 — 2p*  cos  2na;  +p^ 


-1 


=  n  [1-2/^  0082  i^+'^+P^  =    n  [l-2pcos2  (^+^)+P']- 

Durch  einige  einfache  Transformationen  lässt  sich  auch  folgende  Dop- 
pelgleichung aufstellen,  welche  später  benutzt  wird: 

4)  1 — 2p"  cos  2na:  +p^» 

»—1 

—  //[!— 2p  eo82  (ar+^)+;>M  —//[l— 2p  oos  2  («+^)+P*l- 
Wendet  man  die  Gleichnng  3)  anf  die  Gleichung  2)  an,  so  folgt: 


fl— 1 

2  oo 


—  ^iQ"")  II    J2\l—2q^^QOS2(x+^\+q^-^\ 


'•=-  5» 


Man  erhält  hieraus  unmittelbar: 

5)  Hnx,  ?•)  =  IS  •  //*(*+'?'  9) 


und 


9>"te)       0  « 


»-1 

6)  ^(^,,.)=^(«J).  Uh^V-^,,). 
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Da  nun  n  eine  ungerade  Zahl,  so  gehen  die  Gleichnngen  5)  and 
6),  wenn  man  x-\-~  statt  x  setzt,  über  in: 

8)  »z(nx,q')  =  |Jg//-*3(^+'^,  q). 

Ans  diesen  Gleichnngen  gewinnen  wir  die  entsprechenden  fttr  ^2)  wenn 
wir  x+-\ogq  statt  x  setzen.    Es  ist  allgemein: 

9)  ^3(^  +  |logJ^,p)  =  P"  V'>a(z,  p). 
Für  z^=nx  und  p^=q^  folgt: 

10)    ^3  \nx+  ^logg",  ^M  «  ^3 fna?+^log^,  g»j  =  ^""T^^^C«^,^"). 

Das  rechts  in  der  Gleichung  7)  stehende  Product  der  Functionen  ^3 
geht  also  in  das  analoge  Prodnct  der  Functionen  ^2  Über,  mit  dem 
folgenden  Factor  multipUcirt : 

.,  H.2+....K»— 1)^^.  n  »— l-Tf 

{q-\Ye  »  —^   ^^^e  «     . 

Da  nun  n  ungerade,  also  ——  ganzzahlig,  so  ist 

n — ^1     .  n — 1 


Mit  Rücksicht  auf  die  Gleichung  10)  erhält  man  ans  der  Gleiehnng  7): 

11)  », inx,  q")  =  (-1^-  |ig//^*,(x+^,  (?)  • 

Auf  ganz  analoge  Weise  leitet  man  aus  der  Gleichung  8)  die  fol- 


gende ab: 


8 


12,       »,(^^,.|^)^»,(.+-,) 


2 

Um  die  entsprechenden  Formeln  für  ^i  zu  erhalten,  lasse  man  in  den 
Gleichungen  11)  und  12)  o;  um  -  zunehmen.  Es  ist  d'Az-\ — - — Jt\ 
=  — (— l)"**i(^),  oder  2m+l-»n  gesetzt: 

Es  ergeben  sich  so  unmittelbar  die  beiden  folgenden  Gleichungen: 
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13) 


14) 


M«.^)=|^*^».K.,) 


0 


9)(^") 


«— 1 

3 


*.(«a:,^)  =  (-l)«^;/7*.(.:+-J!,,) 


Aus  den  Gleichungen  5),  7),  11)  und  13)  erhält  man  durch  Division: 

/         TX       \ 

»i  {nx,  q")  _  jj     \       n      J 
»inx,  q')       V 


15) 


*(.+?,.) 


*2(W^^) 


«-1  «-1 

(-1)  •  II 


0  V(^^) 


Zu  einem   analogen  Systeme  geben  die  Gleichungen  6),  8),  12)  und 
14)  Veranlassung,  nämlich  zu  dem  folgenden: 


16) 


^2(5^,  ^»)  _ 


«--1 

n 


4+? 


^s(«^") 
^(wo:,  ^) 


4+? 


11— 1 
3 

77 


«    v    « 


') 


') 


') 


Geht  q  in  q*  über,  so  mögen  Ar,  *',  K  respective  in  /,  /',  L  übergehen. 
Diese  Qaantiülten  sind  dann  darch  folgende  Gleichungen  definirt: 

17)      ./,-  »i(0.g")   ,/7      HO, q")    l/2£_a.n««^ 

In  den  Gleichungen  15)   ersetze  man  die  Quotienten  der  Theta- 
Functionen  durch  die  elliptischen  Functionen,  also: 
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/2n 
cn( 

f2nLx 


Der  Einfachheit  halber  soll  der  Modul  k  nicht  mit  angemerkt 

werden.    Die  Gleichungen  15)  lassen  sich  nun  schreiben: 

—  «—1 


18) 


"(^.')-l/f//'»f^+?)- 

^(??.')=l/^'d.f(»+?)- 


Nimmt  man  zur  Vereinfaahung 


0 

2Kx 


u  und  setzt  mit  Jacobi: 


19) 


so  nehmen  die  Gleichungen  18)  folgende  Formen  an: 


20) 


(^')=<-«"l/g^-(«+^') 


cn   — 


^(^,')=i/^j7^("+'s 


F) 


Auf  ganz  analoge  Weise  erhält  man  aus  den  Gleichungen  16) : 

f —        3 


21) 


sn 


(F.')-=<-«-l/?//r("-^'?)' 


8 


«— 1 


cn 


(|.')-^^4.e.(».^0. 


^m-^^-n^i'^"^ 


Es  lassen  sich  ohne  Schwierigkeit  Gleichungen  aufstellen,  in  wel- 
chen die  rechten  Seiten  der  Gleichungen  20)  und  21)  in  etwas  anderen 
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Fonnen  auftreten.  Dieses  ist  z.  B.  der  Fall,  wenn  man  den  Satz  von 
G  0 1  e  8  auf  das  unendliche  Product  flir  ^  (nx,  ^")  in  Anwendung  bringt, 
in  der  Form,  wie  derselbe  in  der  Gleichung  4)  enthalten  ist  Es  soll 
nur  ein  System  hier  angemerkt  und  direct  abgeleitet  werden. 

Trennt  man  die  Factoren,  worin  r  gerade,  von  denen,  worin  r  un- 
gerade ist,  so  folgt  leicht: 


3 


ii—l 


Da  sn(n^+2A')  =  — Bnw,  so  kann  man  auch  setzen: 

Nun  nimmt  n+2r — 1   die  geraden  Werte  von  n+1   bis  2(n — 1)   an, 

n— 1 


wenn  r  die  Werte  von  1  bis 


durchläuft.    Es  ist  also  auch: 


«— 1 

2 


//,.(.+?^C=2H)_<_„^fl=„(.+^^ 


und  folglich: 


3 


»-1 


«— 1 


^»("+'^)-<-«"i7-.(«+^)- 

Wendet  man  dasselbe  Verfahren  auf  die  beiden  übrigen  Glei- 
chungen 20)  an,  so  lassen  sich  diese  Gleichungen  durch  die  folgenden 
ersetzen : 


22) 


K 


an(l,')-l/^^"dnKf) 


Nach  19)  ist- =  nZ.    Man  hat  femer  Bn[(2m+i)Ljl]  =  ( — 1)»",   also 


M 


«— 1 


2m+l  =  n  gesetzt,  sn(nX,  0  =  ( — 1)  *  .    Mit  Rücksicht  hierauf  giebt 
die  erste  Gleichung  22),  u  =  £  gesetzt: 


r—    «— 1 


—  f^-1  cn — 


23) 


i/f^«.(-^)=i/?//-^ 


«    dn 


n 
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Die  erste  Gleichnng  22)  diiTerentiire  man  nach  u,  setze  darauf  ;<  =»  0. 
Zur  Bestimninng  von  M  ergiebt  sich  hieraas  folgende  Gleichnng: 

24)  _  =  (_i),|/_/7^8n— . 

Die  beiden  letzten  Gleichungen  22)  endlieh  geben,  u  =  0  gesetzt: 

In  den  Gleichnngen  23)  und  25)  kann  die  Mnltiplication  in  Beziehung 
auf  r  von  r  =  1  beginnen,  da  dem  Werte  r  «=  0  nur  die  Einheit  als 
Factor  entspricht. 

Wendet  man  dasselbe  Verfahren,  welches  zur  Herstellung  der 
Gleichungen  23),  24)  und  25)  diente,  auf  die  Gleichungen  21)  an,  so 
findet  man  leicht: 


26) 


n— 1 
3 


-     3  cn^ 


=  l/?//»'(*-^^=l/?/7-J 


2rK 
n 


—        2 


-=(-l).|/--//"sn-^. 


3 


»— 1 


-l/izr..-??.  .=^^.//*-?' 


Diese  Gleichungen  geben  unmittelbar: 

2ä:     4ä^         n— 1 


27) 


/  =  Ä» 


cn — cn  — ...cn K 

n        n  n 


t= 


,    2Ä',    4ir      ,   w— 1^ 

dn  — dn —  ...dn K 

n       n  n 


(dn  —  dn  — ...dn K] 

\      n       n  w       / 


-|  n — 1 

=  (— 1)"2~ 


2K     4:K  w— 1  ^ 

sn  — sn  — ...sn K 

n       n  n 


sn \K jsn  \K j . . . sni  A^ A  j 


Durch  diese  Gleichungen  sind  /,  X  und  M  in  Function  von 
k  bestimmt  Trennt  man  in  den  Gleichungen  21)  die  positiven  und 
negativen  Werte  von  r,  so  lassen  sich  dieselben  mittelst  der  Gleichungen 
26)  auf  folgende  Art  schreiben: 

Enneper,  ellipt.  Functionen.    8.  Aofl.  20 
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28) 


i  BD 


BD 


(f')-^// 


/2rK^    \     (2rK      \ 


an* 


2rK 


n 


-1     (2rK 


cn 


\rK      \     hlrK  ^    \ 
,      .  2  cn  w  cn(        +M 

(^^,/j  =  cnu//— ^- 


cn« 


2r^ 
n 


do(f/)  =  dn«/7 


T     \n        )     \  n        ) 


dn« 


2rÄ' 
n 


Die  rechten  Seiten  dieser  Gleichungen  lassen  sich  mittelst  der 
Formeln  des  §  26  fllr  sn(a+u).sn(a — u)  etc.  transformiren.  Setzt  man 
zur  Vereinfachung: 


oder: 


y  =  sn ^^,/j,  a:  =  sn («, k\ 

/'  dt u^        P'  c 


folglich: 
29) 


f  dt  ^1_  p 


kH^) 


so  geben  die  Gleichungen  28)  zwischen  x  und  y  folgende  Relationen, 
in  denen  zwischen  /,  l\  Af,  k  und  k'  die  Gleichungen  27)  stattfinden: 

a:2 


30) 


1— 


y=UI- 


n—l 

2        sn* 


{"-^ 


1—k^x^  sn« 


2rK 
n 


1— 


X 


n— 1 

2        sn2 


l/l—y«  =  1/1-^2//" 


fc?), 


1— Ar^aj^sn* 


2rf 

n 


5—1 
2 


Ä^—     -     ) 


■     (- 


A^x^gn»^^*) 


^ 
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Diese  Beziehangen  zwischen  den  Variabein  x  und  y  hat  zuerst 
Jacob i  anfgestellt  in  einer  seiner  frühesten  PnbUcationen  ttber  die 
Theorie  der  elliptischen  Functionen,  in  der  schon  erwähnten  Abhand- 
lung „Demonstratio  theoreniatts  ad  theortam /uncttonum  ellipticarum 
spectantts"  (Astron,  Nachr.  VI,  Nr,  i2j,  Dec.  182^,  Ges,  Werke  I, 
37—^8),    Da: 

^  ^3(0,^")  ^  l+2^«+2^-+.. 
fttr  wachsende  n  abnimmt,  also  /  gegen  Null  convergirt,  so  wird  durch 
die  Transformation  der  Modul  verkleinert,  wie  auch  aus  der  ersten 
Gleichung  27)  hervorgeht.  Aus  diesem  Grunde  nennt  Jacobi  den 
Uebergang  von  q  zu  9"  die  Transformation  des  grösseren  Moduls 
in  den  kleineren  (Fund.  §  24,  Ges.  Werke  I,  108).  Aus  all- 
gemeineren Untersuchungen  hat  Abel  die  eleganten  Resultate  von 
Jacobi  hergeleitet  in  einem  Zusatz  zu  den  „Recherches  sur  les/onctions 
eüipttques**  (Grelle  /,  III,  i8y,  Oeuvr,  I,  24g,  2.  ^d,  I,  384),  Weitere 
Betrachtungen  und  Anwendungen  der  Gleichungen  30)  findet  man  bei 
Legendre  (SuppUment  p.  3  u,  f.). 

Was  den  Werl  des  Moduls  betrifft,  so  haben  die  aus  der  Theorie 
der  Thetafunctionen  gewonnenen  Gleichungen  27)  und  30)  eine  be- 
deutend grössere  Allgemeinheit  als  nach  den  Untersuchungen  von 
Abel.  Basirt  man  die  Theorie  der  elliptischen  Functionen  auf  die 
Eigenschaften  der  Thetafunctionen,  wie  es  in  der  oben  (S.  135)  er- 
wähnten, von  Borchardt  herausgegebenen  Vorlesung  Jacobi's  ge- 
schehen ist,  so  muss  man,  um  sn(u,^),  cn(u,^),  An{u^k)  durch  die  Ja- 
cobi'schen  Functionen  d-{x^q\  d-y{x^q\  ^^{x^q\  ^z{x^q)  ausdrücken  zu 
können,  für  jeden  beliebigen  Wert  von  k  einen  die  Gleichung  2) 
§  21  (S.  148): 

^  ^3(0,^)  ^^  1+2^+2^*+ 2^»+..  . 
befriedigenden  Wert  von  q  bestimmen.  Wie  dieser  Wert  zu  bestimmen 
ist,  wird  in  §  6  der  genannten  Vorlesung  (Jacobi's  Ges,  Werke  I, 
^20)  nur  für  reelle,  zwischen  0  und  1  liegende  Werte  von  k 
gezeigt  Auf  diese  Lücke  hat  Weierstrass  schon  bei  der  Veröffent- 
lichung des  ersten  Bandes  von  Jacobfs  Ges.  Werken  (L  c.  p.  ^4^) 
aufmerksam  gemacht,  und  später  in  einer  Abhandlung:  „Zur  Theorie 
der  elliptischen  Functionen",  BerLMonatsber.  1883, 1^3 — 201, 26^ — ^75, 
7^7/ — 12^7,  gezeigt,  wie  man  mit  den  von  Jacobi  in  der  genannten 
Vorlesung  angewandten  Hülfsmitteln,  besonders  unter  Benutzung  der 
obigen  Gleichungen  1)  und  18)  in  §  21  (S.  148  und  151),  für  jeden 
complexen  Wert  von  k  alle  die  obige  Gleichung  befriedigenden  Werte 
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von  q  bestimmen  kann.  Als  Resultat  ergiebt  sieh  eine  Reihe,  welche 
nicht  nnr  ihrer  starken  Convergenz  wegen  ftir  einen  numerisch  ge- 
gebenen Wert  von  k  eine  bequeme  Berechnung  der  zugehörigen  Werte 
von  q  gestattet,  sondern  auch,  wenn  man  k  als  eine  veränderliche 
Grösse  und  q  als  Function  derselben  betrachtet,  dazu  dienen  kann, 
die  charakteristischen  Eigenschaften  dieser  Function  aufzufinden.  In 
den  Theta-Functionen  hat  q  nur  der  Bedingung  ftir  die  Convergenz 
der  Reihen  zu  genügen,  kann  also  auch  einen  complexen  Wert  haben. 
Hieraus  folgt,  dass  die  Gleichungen  27)  und  30)  nicht  notwendig  ftlr 
k  einen  reellen  Wert  voraussetzen.  Es  soll  für  das  Folgende  ange- 
nommen werden,  dass  der  Wert  von  q  nicht  notwendig  reell  ist  und 
nur  der  Bedingung  unterworfen ,  dass  lim  q**  =  0,  wenn  n  unbegrenzt 
zunimmt.  Diese  Annahme  gestattet,  einige  Betrachtungen,  welche  sich 
auf  Transformationen  beziehen,  sehr  zu  vereinfachen. 

Die  Producte  auf  den  rechten  Seiten  der  Gleichungen  30)  lassen 
sich  in  Beziehung  auf  x^  =  sn^u  in  Partialbrüche  zerlegen.  Da  eine 
directe  Rechnung  sehr  beschwerlich  ausfallefa  würde,  so  soll  ein  ein- 
faches Verfahren  angegeben  werden,  die  bemerkte  Zerlegung  mit 
Leichtigkeit  ausführen  zu  können. 

Die  beiden  Gleichungen: 

Kf  V 

q^^e      ^,  ^"  —  tf      ^ 
und  die  Gleichung  19),  nämlich: 

geben: 

Für  u=^  K'  ist  also  -  =  //.    In  den  Gleichungen  30)  setze  man  wieder 

a:  =  snw,  y  =  snf —>/]•  Aus  der  ersten  Gleichung  folgt  durch  Zer- 
legung in  Partialbrüche: 

sn^w 


n — 1  *  c%m»V  n — 1 


2rÄ 


\M  J  _ 


32)  t}^  '=n ^=  -^0+2 — ^  ,~, 

n  n 

Um  Ar  zu  finden  multiplicire  man  auf  beiden  Seiten  mit: 

1 — /r2gn2||gn2 =  i — 

n 


8n^(?^+/A") 
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und  setze  u  = l-iA".    Man  nehme  zuerst  u  =  6+-     +iA",   also 

71  n  ' 

nach   31)    --z  =  -z^+2rL+iL\    Man  erhält  dann,  wenn  man  zur  Grenze 
«  =  0  übergeht, 


sn 
oder  einfacher: 


Ar  =  lim 


— lykM         \         n  J  n 


'«"G+^       "K:^'') 


Setzt  man  £  =  0,  so  folgt  nach  leichter  Rechnung: 

33)  i4r  =  2(— l)'^-T-cn dn 

l  n         n 

Multiplicirt  man  in  der  Gleichung  32)  auf  beiden  Seiten  mit: 

n-l 

-/r^gn^usn*-^  h 


//(.-. 


n  / 
und  vergleicht  die  Coefficienten  von  sn^'^u,  so  folgt  ftir  A^  die  Gleichung: 


fi — 1  fi — 1 

IT  8 

2rK 


oder: 


r     2K    4/r         «— l|;.l* 

sn — sn      ....sn K 

L      n       n  '^       J 

In  Folge  der  Gleichungen  27)  ist  einfacher: 

kBP- 

Setzt  man  diesen  Wert  von  A^  und  den  Wert  von  Ar  aus  33)  in  die 
Gleichung  32),  multiplicirt  mit  :  r^snz«,  so  erhält  man  schliesslich: 


t1  2rK.   2rK 

2  snucn — dn 


«'  *« 


>(>)=....^-.r-^,^^-^,. 


n 
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Die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  lässt  sich  auf  folgende  Art  noch 
etwas  transformiren.    Man  setze  zur  Abkürzung: 

«  snucn dn 


35)  5=22(— 1) 


n         n 


1  1— A»sn2tisn5^^^ 

n 

In  dieser  Gleichung  setze  man  r=^n — s^  dann  ist: 

»-1  snucn   1K )dn(  1K ) 

36)     5=22(-l)- -V --L\^        -L 

!?+^  1—^2  8n2  u  sn«  f  ^K—  ^^  \ 

Da  n  ungerade,  so  ist  ( — l)*-*  =  ( — 1)*+«  =  _(— i)«.    Setzt  man  rechts 
in  36)  wieder  r  statt  s^  so  ist  auch: 


S=22(-l) 


snucn — an — 
» » 


^  1— /r^sn^ttsn« 

2  n 

Diese  Gleichung  zur  Gleichung  35)  addirt,  dann  durch  2  dividirt,  giebt: 

2rAr,    2rA' 
«—1  snucn dn 


37)  S  -  2(-l)' 


n         n 


1— /r^sn^Msn^ 


n 

Trennt  man  in  der  vorstehenden  Summe  die  geraden  und  ungeraden 
Werte  von  r,  so  ist  auch: 

"^            ^rK.   ArK      «"^            2(2r— l)/r,    2(2r— l)Ar 
»  snucn   — dn «  snucn      ^^^-dn— ^^ — 


*  =  ^ ^^,-2- 


n  n 


^  1— /t^sn^usn^—       ^       1— A^sn^usn^^^^''    ^^^ 


?i  n 


In  der  zweiten  Summe  setze  man:  cn  -  =  — cnf  2A^ — — — ^    I 

n  \  ^       / 

2  Oll 2r+  DA' 

=  — cn und  analog  transformire  man  die  Argumente  von 

,    2(2r— 1)Ä'         2(2r— DA'      ^       .       ^   .  ^    .  .     „  ^     u,. 

an j  sn Es  nimmt  dann  n — 2r+l  alle  geradzahh- 

gen  Werte  an  von  2  bis  w — 1;  die  zweite  Summe  ist  also  gleich  der 

ersten  mit  entgegengesetztem  Vorzeichen  und  mithin: 

"-T?            4rA' ,    A.rK 
2  snucn — dn 


38)  5=2^ 


n  71 


1  1— A-2sn2usn2^i^ 

n 
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Wegen  der  Gleichungen  35),  37)  und  38)  lässt  flieh  die  Gleichung 
34)  auf  eine  der  folgenden  Formen  bringen: 

»-1         9VLUQH dn — 


3^)    *i«°(F0"-«"«+2(-i> 


^ n         n 

1 — ^Ar^sn^Msn^ 


n 


2  sniicn dn 


n         n 


— _  • 


-kHnhiBn^— 


n 
Es  ist: 

^  .    ,    .  ,      X        .       28nMcnödna 
ßn(M+a)+ßn(u — a)«  —  ,.    -«—  ^  • 
^        ^  1—kHn^uBn^a 

4rÄ' 
Nimmt  man  a  = »  so  giebt  die  Gleichung  40) : 

")  öKr')-""«+i>(»+^+i>»(«-^)- 

Da  nun  8n(yt;+4Ä^  =  snn;,  so  ist  auch: 

Die  Gleichung  41)  lässt  sich  hierdurch  auf  folgende  Form  bringen : 

Die  beiden  letzten  Gleichungen  30)  lassen  sich  ganz  auf  dieselbe 
Art  wie  die  erste  transformiren;  da  eine  Ausführung  der  vorkommen- 
den Rechnungen  eine  fortwährende  Wiederholung  der  Operationen  sein 
würde,  welche  zur  Herstellung  der  Gleichungen  34),  39),  40)  und  41) 
dienten,  so  sollen  die  betreffenden  Gleichungen,  in  Verbindung  mit  den 
bemerkten  Gleichungen,  ohne  weitere  Ableitung  aufgestellt  werden. 
Man  erhält: 
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43) 


«— 1 

2 


snucn an 


sn^ 


n 


n 


»—1 

2 


^''K^'')""""^'?^-'^^. 


2rA' 

cn  M  cn 

n 


A2  sn^M  sn^ 


2rÄ' 
n 


-r? 


»— 1 
2 


dnudn 


2rA' 


n 


K^  sn^M  sn^ 


2rÄ' 


n 


Der  Gleichung  42)  entsprechen  folgende  Gleichungen: 


44) 


Ä 


Nach  31)  ist  -jrj=^nL\  lässt  man  in  der  Gleiehang  40)  u  xaa.  K  zn- 
nehmen,  so  geht  die  linke  Seite  Über  in: 

j^sn(^+«Z^)  =  (-l)«-— — . 

dn(-^0 

Durch  die  bemerkte  Aenderung  des  Arguments  ergiebt  sich  aus 
der  Gleichung  40)  die  folgende: 

2     cnwdnz^sn   Ä 


(~l)^/cn(^,/) 


45) 


u 


if/dn(-,/) 


dnt« 


<>  1— ^^ßn^MSu^fü^— ''^') 


n    / 


Nun  ist  aber: 


Arcnu 
dnu 


1  dy     l+Arsnu 
loff -. 

2  du    ^1 — ^Arsnw 


folglich : 


I»— 1 


«— 1 


(-l)^?en(|,/)^^^      l+(-l)V/8n(|,/) 


.Vdn(^,/) 


l-(-l)  »  /sn(-^/) 
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Darob  Integration  und  Uebergang  von  den  Logarithmen  zn  den 
Zahlen  erhält  man  aus  45): 


\l 


»-1 


u 


i+(— 1)2  i^i^ij^^O 


H—1 


u 


l-(-l)-^  /8n(^,/) 


»— 1 


l  +  ksnu  J,  \ 


1  — k  sn  u  11 


(k-'^ 


i    1 — Asnusnl 


4rÄ^ 


Man  bilde  das  Qaadrat  der  vorstehenden  Gleichung,  lasse  u  am  iK\ 


u 


also  —  am  iL\  zanehmen,  dann  folgt: 


JU 


46) 


u 


n-l 


n— 1 

8n(^,/)+(— 1)  ^  ,  ,    J^ 


u 


«— 1 


8n(-J,0-{-l)  » 


snw — 1    1 


sn 


sn 


oder  auch: 


»— 1 


u 


n— 1 

l+(— 1)  2  sn(^i/)      ^  .  2 

u    .      1 — snu   1 


snf  A" j+snw 


«— 1 


l-(-l)  *  8n(^,/) 


l8n(^--j. 


-snu 


Dareh  Aosziehong  der  Qaadratwarzel  folgt: 

n— 1 


47) 


u 


l  +  (-l)»8n(-^,/) 


1^-1 


u 


l-(-l)  -^  8n(^'0 


1/  1  — snu" 


-     2  sn  1^ )  +  sntt 

^   TT      \  ^  I 


1    sn 


(^ir-— j-snu 


In  dem  Vorstehenden  sind  die  wesentlichsten  Resultate  enthalten, 
welche  Jacob i  unter  dem  Titel  „Farmulae  pro  transfarmatione  reali 
prtnia**  (Fund.  §  24,  Ges.  Werke  1, 102)  aufgestellt  hat  Ausser  den 
von  Jacobi  gegebenen  Gleichungen  sind  noch  weitere  hinzugefügt, 
deren  Anzahl  sich  mittelst  der  Entwickelungen  des  §  26  ohne  Schwierig- 
keit vermehren  lässt 


1 40.    Die  Theta-Fnnetionen,  für  welche  q  durch  aq^  ersetzt 

ist,  wo  a*  =  1. 

Die  Beziehungen  zwischen  den  Theta-Functionen  mit  reellen  und 
imaginären  Argumenten,  enthalten  in  den  Gleichungen  18)  von  §  18 
(S.  134),  gestatten,  mit  einer  bemerkenswerten  Leichtigkeit  die  im  vor- 
hergehenden §  enthaltenen  Resultate  zu  weiteren  Untersuchungen  zu 
verwenden.    Wird  die  Gleichung  7)  des  §  18  nämlich: 
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1)  logqAogq^x^ 

mit    n    maltiplicirt    and    durch    n   dividirt,    so    läset   sich    dieselbe 
schreiben: 

2)  log  ^ .  log  ^'*  =  x\ 

i_ 
Geht  also  ^  in  ^  ttber,  so  geht  q'  in  q'*^  ttber.     FOhrt  man  in  die 

Gleichungen  des  §  39  imaginäre  Argumente  ein,    so  ist  das   zweite 

1 

Argument  der  vorkommenden  Theta-Functionen  respective  9'"  und  q\ 

1 

Setzt  man  darauf  wieder  q  statt  ^,  so  folgt,  dass  sich  &  (o:,  ^)  durch 
ein  Product  von  Factoren  von  der  Form  d-  (x  +  a^  q)  ausdrücken  lässt, 
wo  a  unabhängig  von  x  ist    Diese  Behauptung  lässt  sich  auf  folgende 
Art  sehr  einfach  darthun  und  erweitem. 
Es  ist: 

Mog--/  Mog-     / 

9  q 

1_ 

Setzt  man  nx  statt  x  und  ^  statt  ^,  also  q^*  statt  q\  so  folgt: 

^nlog-/  Mog-       ^ 

In  der  Gleichung  3)  werde  x  mit  x  -\ —    vertauscht      Da,- = 

.  n  log  g 

log  9'  in  Folge  der  Gleichung  1),  so  ist: 


Mit  Hülfe  dieser  Gleichungen  lassen  sich  die  Gleichungen  11)  und  12) 
des  §  18)  auf  folgende  Formen  bringen: 

^   ^^*    0     ^log — ' 

0  ^lOg—  ^ 

q 


§40] 
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«— 1 
1 


/?*(fT-p'-*''.^) 

«—1     Xlftir —  / 


T  ^  q 


oder: 


^2(«^,^)  =  (— 1) 


»~i  (it— l)(2n— 1)  iur»4-(n— Qyra; 


log^ 


X 


«— 1 


/Z.(-^-J....,.), 


log- 

n«— 1     na:«      *-i 


_9)(^)/     JT    \«       l2n   ^log^ 


ik&.-^-'') 


e 


Diese  beiden  Werte  von  ^2  (wa:,  ^)  vergleiche  man  mit  dem  ent- 
sprechenden Werte  aus  der  Gleichung  4).  Setzt  man  zur  Verein- 
fachung: 

n-l    (n-l)(2n-l) 


5) 


61t 


lAT, 


log 


n— 1    n«— 1 


*<"-%S'''""-^" 


so  erhält  man  unmittelbar  die  beiden  folgenden  Gleichungen: 

^log—       /  0      Vlog—  ' 


»— 1 


7)    *( "";,/Wv(,)  //*C-^4^iog<^,.'). 

Vlogi.      >*  _-  ^logi    "  ) 

Die  beiden  Constanten  ^  (^)  und  ^^  {q)  lassen  sich  auf  Formen 
bringen,  welche  fllr  die  folgenden  Untersuchungen  ttbersichtlicher,  als 
die  in  5)  aufgestellten  Definitionen  sind.  Die  vierte  der  Gleichungen 
18)  von  §  18,  nämlich: 
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l/logi  ^logi     > 

werde  nach  x  differentiirt  nnd  dann  x  ==  0  gesetzt    Hierdurch  folgt: 

Vlogi/ 

Es  ist  nun  nach  §  21 ,  oder  auch  in  Folge  der  Gleichungen  10)  von 
§  16  (S.  116)  und  2)  von  §  17)  (S.  122): 

OD 

*'l(0,?)=2är*/7'(l-?«')», 

1 

oder  da: 

9)  <P(y)-  //(l-?**), 

1 

80  ist: 

Die  Gleichang  8)  nimmt  hierdurch  folgende  Form  an: 


q^q>Hq)  =  (-^\q'ig>H^. 

Durch  Ansziehong  der  Cnbikworzel  folgt: 

10)  ^^9?(^)=  f-^YÄc^'). 

VlogiV 

In  dieser  Gleichung  ersetze  man  q  durch  $",   also  ^'  durch  ^''*,  so  ist 

11)  /v(«-)=('-^iY«"'>(9''"). 

Vi  log  —^ 
Die  Gleichung  10)  zur  nten  Potenz  erhoben  giebt: 

fi  n       » 


«"9'-(?)  =  (-^V"?^te') 


log^ 


Aus  der  vorstehenden  Gleichung  und  der  Gleichung  11)  leitet  man 
durch  Division  die  folgende  ab: 

y(g-)/  ^  \-7'  ^4^-^,  /-_  9>_((^:-_) 

log 


Nach  5)  ist  die  linke  Seite  dieser  Gleichung  yp{q)^  folglich: 
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12)  ^(?)  = 


Die  Gleichnngen  5)  dividirt  geben: 
Mit  Rüeksieht  auf  12)  ist  also: 


13)  tp,{q)  =  q'    '- 


(pWn 


Die  Werte  von  ipi{q)  und  tp(^)  ans  13)  nnd  12)  snbstitnire  man 

in  die  Gleichnngen  6)  nnd  7);    ferner  werde  einfach  x  statt  -, 

log- 

also  xi  statt  :i gesetzt.    In  den  vorkommenden  Theta-Fnnctionen 

log^ 

ist  q'  das  zweite  Argument.    Vertauscht  man  q'  mit  q^  so  nehmen  die 

Gleichnngen  6)  nnd  7)  folgende  Formen  an: 

,      1 

14)^(a:,^«)  =  (-l)^  q   *«    |^^  JJ ^(x-"^ log q,q). 

1     ^ 
15)  (^(a:,^^)=|ig>  JlHx-{logq,q). 

T 

Die  Gleichung  15)  zeigt,   dass  die  Function  ^  mit  dem  zweiten 

i_ 

Argument  9"  als  Produet  von  Functionen  ^  mit  dem  zweiten  Argn- 
ment  q  dargestellt  werden  kann.     Analoge  Gleichungen  gelten  auch 

ftir  die  Functionen  ^3,  ^1  und  ^2-    Setzt  man  nämlich  x  +  -  statt  Xy 

so  erscheint  auf  beiden  Seiten  die  Function  ^3.     Lässt  man  x  um 

-log^  zunehmen,  so  folgt,  dass  d-  durch  ^1  ersetzt  werden  kann;  denn 

aus  den  Gleichnngen  8)  des  §  17  folgt  für  n  =  2m  + 1: 

d'(x  +  ^\Qgq,q)  =  {—iYq    *e    ^i(.r,^), 

1 
oder  ^"  statt  q  gesetzt: 


818 
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Durch  Aendenuig  des  Argaments  um  -  erhält  man  dann  weiter  die 

Gleichnng  für  d-^'  D^  jedoch  diese  vier  Gleichungen  nur  besondere 
Fälle  allgemeinerer  Gleichungen  sind,  so  soll  ihre  weitere  AnsfÜhrnng 
unterbleiben. 

Die  Gleichung  15)  sehreibe  man  auf  folgende  Art,   welche  eine 
directe  Verification  dieser  Gleichung  gestattet 


n—l 


16) 


*(^i^") =|iJJ)^/7*(«-^i<>g^-,(?). 


Diese  Gleichung  lässt  sich  auf  folgende  Art  erweitem.  Es  sei  t  eine 
positive  oder  negative  ganze  Zahl,  welche  nicht  durch  n  teilbar  ist 
Nimmt  man: 

L       2tjti     1 
so  ist  log^«  == l--logj»  und  q  =  p.    In  der  Gleichung  16)  ver- 

1  ?^*     1 

tausche  man  ^"   mit  e  ^  q""^  dann  ist: 

17)         Hx^e  «  q^)  =  Q,nHx  +  r^^''~'^''^\q\ 


n 


wo  zur  Abkürzung  gesetzt  ist: 


7,ini  1 


18) 


^y(g  ""  g») 


Nach  der  obigen  Bemerkung  gilt  die  Gleichnog  17)  für  jede  der 
vier  Theta-Functionen.  Hierdurch  ergiebt  sich  folgendes  System  von 
Gleichungen: 

2tni  1  , 


19) 


»— 1 
S 


n—l 


2tni   j 
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2ini   1 

7i( 


wonn 
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Uini  2s 


OD 


n     ^n 


*=i   (1— rO 

Die  Herstellung  dieser  Gleichangen  basirt  auf  der  einfachen  Be- 

■ 

traehtnng,   dass  bei  dem  Uebergange  von  q  in  q*^  die   letztere   Quan- 
tität n  verschiedene  Werte  hat,  welche  sämmtlich  enthalten  sind  in : 

2ini   1 
e  *^  q^  ttiT  /  =  0,1,  2,  ...n  — 1. 

Die  Gleichangen  19)  lassen  sich  direct  beweisen,  wenn  die  rechts 
stehenden  Theta-Fnnctionen  in  Form  unendlicher  Producte  dargestellt 
werden.  Sowohl  mit  Rücksicht  auf  die  grosse  Bedeutung  der  Gleichungen 
19),  wie  auch  einer  allgemeinem  Darstellung  derselben,  soll  der  Be- 
weis auf  die  angegebene  Art  ausgeführt  werden.  Das  anzuwendende 
Verfahren  ist  von  Jacobi  angegeben  worden.  Die  erste  gedruckte 
Notiz  hierüber  findet  sich  bei  L.  A.  Sohncke:  „Aeqtuitiones  modu^ 
lares  pro  trans/ormatione  functumum  eUipHcarum'' ,  (Crelle,  J.  VII, 
104  u./,). 

Mit  Rücksicht  auf  die  in  9)  gebrauchte  Bezeichnung  ip{q)  ist: 

OD 
1 

Man  setze  hierin: 

n 
wo  fi  eine  ganze  Zahl  bedeutet,  welche  nicht  durch  n  teilbar  ist;  das- 
selbe finde  für  die  Zahl  t  statt.    Es  ist  dann: 

20)  *(,  +  ,^ffEz:^^,)  = 

«,              A       .  .  2r   2rum  ...             ^       ^     2r        2runi    «    . 
i?  2i— 1-f  -   — - — \-2a:t  2s— \ 2art 

9>(g)  Ijil—Q  ""  e    "^  ){l—q  «a       «  ). 


Nun  ist: 


oder: 


2*— 1+-  -  n(2i— l)-l-2r 


da  e   ^  *~  ^  ^'  =  1.     Die  vorstehende   Gleichung  mit  e~    ^    multi- 
plicirt  giebt: 
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21)  q  ^e~     "    =(a  «    q"")  e  « 

Es  lässt  sich  fttr  ein  gegebenes  ^  immer  i  so  bestimmen,  dass  2t — fi 
durch  n  teilbar  ist,  also: 

22)  2t  =  ^(modn). 

Man  kann  z.  B.  2t  ^^  fi  +  ngi  =  (n  +  1) gi  nehmen.    In  diesem  Falle  ist: 

__2r(2/— iu)7rt 

e         '^       =1. 
Hierdurch  wird  die  Gleichung  21)  einfacher: 

2*— 1± —  ±     ^  —  n(2*— l)+2r 

q  ^  e       ^   ={e  **    q*^) 

Setzt  man  zur  Vereinfachung: 

2i7ii 

23)  <?  «  =  a, 
so  ist: 

2*— 1+—  +  2r/u7rt  i  n(2i— l)+2r 

^      -«r-;r=(a^'')  . 

Die  Gleichung  20)  lässt  sich  hierdurch  auf  folgende  Form  bringen: 

24)  ^^:,  +  r^J^I=l^,q) 

OD  1  1 

=  9>iQ)  /7[1— («^  '*)'*(^^-^>+2'*e^[l— (a^")^^-^)~2'"a"2a:^. 
1 

Ist  n  eine  ungerade  Zahl,  nimmt  s  alle  ganzzahligen,   positiven 

Werte  an,  femer  r  alle  ganzzahligen  Werte  von -—   bis  — ^, 

so  durchläuft  jeder  der  Ausdrücke  «(2* — l)±2r  alle  ungeraden,  posi- 
tiven Zahlen.  Man  findet  dieses  leicht,  wenn  in  n{2s — l)  +  2r  succes- 
sive  ^  —  1,2,...  gesetzt  wird  und  in  jedem  der  so  erhaltenen  Aus- 

7l"~-l  )2— "1 

drücke  r  die  ganzzahligen  Werte  von -—  bis  — — -  annimmt.    Auf 

diese  Art  ergiebt  sich  folgendes  Schema: 

Werte  von  n{2s — l)  +  2r  für  r  = ^— ,.0, ..    .    . 

5=1,  w  +  2r=  1  ,  3  ,....2n--l, 
5  =  2,  3w  +  2r  =  2n+l,  2n  +  3,  ....  4«— 1, 
5=3,  6n  +  2r  —  4n  +  1,  4n  +  3,  ....  6w  —  1,  etc. 

Legt  man  in  der  Gleichung  24)  r  alle  ganzzahligen  Werte  von 

bis  — -—  bei  und  bildet  das  Product  der  erhaltenen  Gleich- 

2  2 

ungen,  so  ist: 
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»— 1 

2 


jj^^,  +  rt^^:=^,,)-^ 


3 

*"  1  1 

0=1 

1 
Abgesehen  vom  Factor  9>(a^")  ist  das  unendliche   Product  auf  der 

rechten  Seite  dieser  Gleichung  d-{x^aq^).  Hierdurch  ergiebt  sich  fol- 
gende Gleichung: 

25)         *(., a,^)  =  9!^  nH^+r'^-^^'^'', .). 

Diese  Gleichung  wird  mit  der  ersten  Gleichung  19)  identisch,  wenn 
links  der  Wert  von  a  aus  23)  substituirt  wird  und  man  als  Lösung 
der  Congruenz  22)  einfach  fi=^2t  nimmt  Ganz  analog  lassen  sich 
die  übrigen  in  19)  enthaltenen  Gleichungen  darstellen,  oder  einfacher, 
durch  Aenderung  des  Arguments  x  aus  der  Gleichung  25).  Um  Wieder- 
holungen zu  vermeiden,  sollen  die  Gleichungen  für 

1-11 
^3(aJ,«Ö'"),   ^i(«,«^"),  ^ti^ictq") 

weiter  unten  (am  Schlüsse  dieses  §)  aufgestellt  werden,  da  die  rechte 
Seite  der  Gleichung  25)  sich  mit  Hülfe  sehr  einfacher  Betrachtungen 
auf  eine  allgemeinere  Form  bringen  lässt  Es  sei  g  eine  ganze  Zahl, 
welche  nicht  durch  n  teilbar  ist.  Zur  Vereinfachung  werde  n  =  2m  +  l 
genommen.    Das  Product  P^  definirt  durch  die  Gleichung: 


26)  P^n_H:,+9r^-^^^^,9). 

ist  gleich  dem  Producte  der  Theta-Functionen  auf  der  rechten  Seite 
der  Gleichung  25),  multiplicirt  mit  einem  Factor,  welcher  von  x  un- 
abhängig ist.  Die  kleinsten  Beste  der  Multipla  in  Beziehung  auf  2m  + 1 
sind  zwischen  — m  und  m  enthalten.  Bezeichnet  man  diese  Reste 
durch  ±(>|,  ±(>2,  ....  ±(>mi  so  kann  man  setzen: 

i    ^  — (2m  +  l)Äi +()i,        — ^  =  — (2m  +  1)  Äi  —  pi, 

27)  I    2^  =  (2»»  +  1)  Äa  +  (»2,      —^g  =  —(2m  +  1)  h—Q^y 

^  m^  =  (2m  +  l)Äm+  pm,     —mg  =  —(2m  +  l)hm—Qm> 

Ena e per,  ellipt.  Fanotionen.    2.  Anfl.  21 
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In  diesen  Gleichungen  sind  hij?^^, ..  hm  ganze,  positive  oder  negative 
Zahlen.  Es  stellen  Qi,  (>2,  ..  Qm  die  Zahlen  1,  2,  ...  m  in  beliebiger 
Reihenfolge  dar. 

Wegen  der  Gleichungen  27)  ist: 

Man  bilde  das  Product  dieser  beiden  Gleichungen.    Da  nun: 

l^(z-Äilog^,(?)l^(zt+Äilog^,^)  =  (?-2Ä«^-2Ä(z-z,)i>(^^^)^(^^^^)^ 

80  folgt: 

Der  Ausdruck  für  /^  in  der  Gleichung  26)  lässt  sich  hierdurch  auf 
eine  Form  bringen,  welche  der  rechten  Seite  der  Gleichung  25)  analog 
ist     Da  in  der  Gleichung  28)  Qp  die  Werte  1,  2,  ...m  annimmt,    so 
nehme  man  einfach  r  statt  Qp.    Femer  werde: 
Äi^  +  Ä2^  +  ...  +  hK  =  Sh\  ..  Pi  Äi  +  P2Ä2  +  ....  +  QmK  =  ^Qh, 

(>l^  +  (>2^  +  ...  +  (>»m  =  -^(>^ 

gesetzt    Die  Gleichung  26)  wird  dann: 

29)    P=^q        V       2m  4-1  Je         ^^-^^  JJ  &(x+r    ~2m  +  l     '^^' 

r=— I» 

Ea  ist  nnn: 


30)      S 


(2ot+1)2" 
In  Folge  der  Gleichnngen  27)  ist: 

2[M2»i+ !)+(»]»  =  ff^ll^+2^+..+m^  =  i,2<2». +  !)(«  + 1).»»^ 


6 


j    j      x'  »        (2»t  +  l)(»i  + 1) »i  .  ,  .  , 


'»  4*'+Äfl]  =  ^ 


2  — l)(m+l)i» 


6(2w+l) 
Die  Gleichungen  27)  qnadrirt  und  addirt  geben: 

^2(1-2^22+.. +w2)  =  (2w+1)2  2:ä2+2(2w+1)2:ä()+2;()2, 
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^»-l)(2.+l).(«.+l)  _  (2m+l)^:SA»+2(2m+l)^Äp, 

2m +  1  6(2»i+l)  ' 

also  da   c-215«A'»«  =  i  igt, 

32)  e        2m +1^^  3(2m+l)        , 

Wegen  der  Gleichangen  31)  nnd  32)  nimmt  die  Gleichung  29)  folgende 
Form  an: 

— in  * 

Substituirt  man  für  P  seinen  Wert  ans  26),  nimmt  wieder  2m  + 1  =  n, 
also   m  =  ^- ,  so  folgt: 


»— 1 

2 


/7*(x+^^?-=!l«6^,,)  = 


n—l 
2 

»— 1 


_-i 


Diese  Gleichung  endlieh  in  Verbindung  mit  der  Gleichung  25)  giebt 


1  2 


33)  » (X,  aq  - )  =  Q  fj»(x+ffrf^^^,  q) , 


wo: 


34) 


/UTT  t  2/7rt 

Nun  ist  2i^~  fi  (mod  w),  also  nach  23)  e  ^  =  ±  e  **  =  ±a.  Mit  Aus- 
nahme der  Zahl  3  ist  jede  ungerade  Primzahl  in  der  Form  6a +1  oder 
6a — 1  enthalten.    Es  ist: 

(6a  ±1)2—1       ^  -  ,     ,     ,  ^^ 
12 =  2«^  +  a  (a  ±  1) . 

Die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  ist  ofiFenbar  eine  gerade  Zahl.  Fttr 
?i  =  3  ist: 

(n^— l)(^^^l)^2(y»— 1) 
12  3 

21* 
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Da  nun  g  nicht  dnrch  3  teilbar  ist,  so  lässt  g  einen  der  Reste  1  oder 
2;  in  beiden  Fällen  ist  dann  g^ — 1  durch  3  teilbar,  also  -^ — - 
eine  gerade  Zahl.  Für  eine  nngerade  Primzahl  n  und  eine  nicht  durch  n 
teilbare  Zahl  g  ist  also  immer  ^^ ^^ eine  gerade  Zahl.    Nimmt 

man  folglich  in  34)  «  *•  =  ±  a,  so  folgt: 

1  (n'^l)(^-l)         i 

35)  ,  =  („,.r-T^»|^. 

Da  g  und  n  nicht  dnrch  n  teilbar  sind,  so  kann  man  gfi  :=  vn  +  m 
setzen,  wo  m  <  n  ist.    Mit  Beziehung  hierauf  folgt: 

-,    ,      ux — ilog^    X       a/     I         I     fnx  —  gi\o^q    . 

n  n 

n 

Die  Gleichungen  2/^^^(modw),  gfi  =  m  +  vn  zeigen,  dass  2gi  =^  m 
(mod  7t)  ist  Der  Symmetrie  halber  bezeichne  man  g  durch  m\  so  dass 
also  2m7  ^  m  (mod  n)  ist  und: 

n  n 

Die  Zusammenstellung  dieser  Gleichungen  mit  den  Gleichungen  33), 
35)  und  23)  giebt: 

n— 1 

36)  Hx,ag')^Q.    ]J  »(x  +  r'!^-'^^,g). 


r  = 


S 

1  (n*— l)(m^— 1)  1  2/7rt 

37)  0=  (aq^)  ^^       " .  ?^^,  a-  ^  »  ,  2m7  -  m  (mod  n) . 

Die  Gleichung  36)  lässt  sich  noch  auf  verschiedene  Formen 
bringen,  von  denen  die  beiden  folgenden  erwähnt  werden  mögen.  In 
der  Gleichung: 

^  (z,  q)  =  (—1)"^  g*"  (5**'  **  ^  (z+mjr — m'ilog  g,  g) 

setze  man  z  =  o;  —  r ^,   lege   r  die  Werte    1,  2,  . .  ^^ 

n  °  2 

bei   und   bilde   das  Product  aller   so  erhaltenen  Gleichungen.     Eine 

leichte  Rechnung  führt  dann  auf  folgende  Relation: 
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TTjcLr        mjt—m'ilogq      .        JT  jl  f     l    frut—m'ilogq   \ 
II  ^(a:_r ^^-  ^q)=  JJ^^[x  +  r ^^       '  V 

m'(n— 1)  m^n— 1)'      mm^(n»— l)7tt 


n—l 
3 


HTnr     .  /         x'W^ — m!i\ogq      . 

1  ^ 

Da  nun  allgemein  fttr  eine  beliebige  Function  4>{t)  von  t: 

3  11—1 

1  1^:1 

3 

so  lässt  sich  die  Gleichung  36)  auch  schreiben: 

-                  ^/     *\   •  V^r           «wr — m'tlog6^     . 
38)     ^(x, aq^)  =  /'(^)<?"' ^''-^^^' //^{x+r ■      ' q)- 

0 

m^(n— 1)  m^n— ly      mm^(n»— l)7rt 

39)  /'(5)  =  (— 1)       2      ^       4n      ^  4n  q 

In  dem  Prodnct  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  38)  trenne  man 
die  geraden  Werte  und  die  ungeraden  Werte  von  r.    Es  ist  dann,  auf 

beiden  Seiten  mit  e~"^'('*""^)^*  multiplicirt,: 

40)  ^(o;,  aq'^) .  ^-»»'(ii-l)«f 

»— 1  n— 1 

T"  3 

r,/  \  TTtL/    .  «  f'^ — m'ilog^      .  inrnr     •  /«       ^\^^ — m'i log fl'      , 
=  F{q)llHx+2r — 5^,  q)J^ß.[x+{2r—l) ^^,  q]. 

In  der  Gleichung: 

^(z,  q)  =  (— l)'»'^'*^-2^'***(z— mjr+w'ilog^,  q) 

nehme  man  z=x+i2r — 1) ^~,  lege  r   die   Werte   1,  2,  .  . 

-      bei  und  bilde  das  Product  der  so  erhaltenen  Gleichungen.  Hier- 
durch folgt: 

»—1 


ITrir    .  /«       .\^^ — m'ilog^      , 
//^[a:+(2r— 1) — ^^^  q] 

m'(n— 1)  m'»(n-l)   — mm'(n -l)»7n' 


=  (_!)        2      ^-m\H-^\)xiq       In      ^ 


2n 


»— 1 

2" 


X  //*[._(„-2r+ir--^''»«6?,4 
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Mit  Rtickgicht  auf  die  Gleichung 

»—1  fi— 1  »—1 

//*(«-2r+l)  =  //  *  (2"~y+^)  =//*(2r), 
geht  die  Gleichnng  40)  in  folgende  über: 


1  " 


i 

wo: 


wtn— 1)  m'*(n— 1)      iitm'(n— 1)«   . 
/(<?)  =  (-1)       2      (?      2«      ^      -    2»       ''♦.  ^(^). 

Für  F{q)  werde  der  Wert  ans  39)  Bobstitnirt    Da  n— 1  eine  gerade 
Zahl,  also  (— i)»''('^i)  =  i  ist,  so  folgt: 

42)  /((?)- P<?      ^     r"^i    2«    +  4»  j««. 

Nnn  ist  identisch: 

(n— 1)^     n^— 1  ^  (n— 1)^     n^— 1     n^— 1  ^  n^— 1 

2n  4w  2»  2n  471*^  4n    ' 

also,  da  n — 1  gerade: 


r'^'^'(^-^+^)^*^  ^-'^'('*"^"^)^*_ 


mm'—-  —nt 


In  Folge  der  Gleichung  37)  ist  aber  m::Ei2m't  (modn),  femer  ist 

— - —  eine  gerade  Zahl,  wenn  n  ungerade  ist    Hieraus  erhält  man: 
4 

An— 1)>    n>— 1\    .         2m'«(n«— l)t;rt         m'«(n"— 1) 

-»"«'( -iir+n^rh*^ , — s. _  „— »— . 

Der  Wert  von  f{q)  aus  42)  lässt  sich  nun  einfacher  schreiben: 

1  m^n«— 1) 

nq)~{aq-)       ^       .Q, 
d.  i.  nach  37): 

i(«*-l)(4m'«-l)  ^ 

Die  Gleichung  41)  lässt  sich  auch  direct  aus  der  Gleichung  36) 
ableiten,  wenn  man  m  und  m'  nicht  ohne  gemeinschaftlichen  Factor 
annimmt.  Setzt  man  2m  und  2m'  statt  m  und  m\  so  wird  die  Con- 
gruenz  2mU  _  m  (modn)  nicht  geändert  Die  Constante  0  in  37)  nimmt 
dann  die  Form  f{q\  bestimmt  durch  43)  an,  während  in  dem  Producte 
der  Theta-Functionen  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  36)  r  in  2/* 
Übergeht 
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Man  kann  die  Gleichungen  36)  und  41)  in  Formen  darstellen, 
welche  etwas  einfacher  als  die  angegebenen  sind  und  zn  ähnlichen 
einfachen  Betrachtungen  Veranlassung  geben,  wie  die  Untersuchungen 
von  §  39. 

Es  ist  nach  37)  m  —  2m't  (modn),  also  wenn  h  eine  ganze  Zahl 

bedeutet:  m  =  2m't+hn^  mithin: 

mjt—m'i\ogq  ^  ^^    ^,2tJ€—ilogq 

n  n 

2ini  1 

2tnt 

oder  da  e  ^  =  a,  so  folgt: 


n 
Setzt  man  zur  Vereinfachung: 


f^-n^'iHl  =  nn-m'i\og{aq\). 


rll 


44)  ß^"— ä'ii 

so  ist: 


it\                     m^  — w'ilog^      ,  ,., 

45) ^^  =  hx — m  I  log  qi. 


In  die  Gleichung  41)  führe  man  aus  44)  q^  statt  q  ein,  so  dass  q  =  ^f, 
wegen  der  Gleichung  45)  ist  dann: 


3 


46)  ^(a:,  q,)  =  nq)IlHx—2rm'i\ogq,,  q^). 


n-l 


8 

Zu  einer  analogen  Gleichung  giebt  die  Gleichung  36)  Veranlassung, 
welche  auch  direct  aus  46)  durch  Vertanschnng  von  f(q)  mit  Q  und 
2r  mit  r  folgt,  nämlich: 


n—l 
3 


47)  ^x,  qO  =  oJlHx—rm'ilogq,,  q^). 


it— 1 


In  41)  x+~  statt  x  gesetzt  giebt: 


-l 
2 


48)  .«^3(x,«,V/te)/Z*a(a:+2r^'^=^*,  ,). 

n— 1  '* 


Es  ist: 
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1  .11 

^zix+^^ogq,aq^)  =  ^i(x+-logq*,  aq*) 

=  ^s[^~loga+^log(a^»),  ag«]. 

^tjti 

Da  nun  «=«*•,  also  loga  = >  so  ist  allgemein 

mithin : 

Wegen  a"  =  1  folgt  schliesslich : 

*3(^+2lOg^,«^")  =  ^     *<j"'»^2(^,ß^"). 

Mit  Rücksicht  auf  die  vorstehende  Gleichung  giebt  die  Gleichung  48) 
durch  Zunahme  von  x  um -log 9: 

49)  ^,(x,aq-^)  =  nq)n^.(x+2r'!^^^^      q), 

3 

X 

Lässt  man  hierin  x  um  -  wachsen,  so  folgt,  da  ( — 1)*-"^  =  1, 

50)  *,(a=,««-)-A<?)77*.(^+2r??^^=^^^^,  q). 

2 

Analog  der  Gleichung  36)  kann  man  die  rechten  Seiten  der  Glei- 
chungen 48),  49)  und  50)  ausdrücken,  wenn  f{q)  mit  Q  vertauscht 
wird  und  r  an  die  Stelle  von  2r  unter  dem  Productzeichen  tritt. 

§  41«    Die  n  Transformationsgleichungen  der  elliptischen  Functionen,  welche 

dem  Uebergange  von  ^  in  a^**  der  Theta-Funetionen  entsprechen.  Die  zweite 
reelle  Transf<ormation  von  Jacobi.   Uebergang  Tom  kleinem  mm  grösseren 

Modul. 

Die  Resultate  des  vorhergehenden  §  geben  zu  allgemeinen  Trans- 
formationsgleichungen der  elliptischen  Functionen  Veranlassung,  wenn 
man  die  unnötige  Beschränkung,  dass  der  Modul  eine  reelle  Quantität 
sei,  wegfallen  lässt.    Die  Begründung  der  Lehre  von  den  elliptischen 
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Functionen  mit  Htilfe  der  Theta-Fnnetionen,  setzt  nur  vörans,  dass  die 
in  der  Rechnung  auftretenden  Reihen  convergent  sind.  In  Folge  der 
Bemerkungen  auf  S.  120  ist  die  hinreichende  und  nötige  Bedingung 
der  Convergenz  von  ^(a:,g),  dass  für  einen  complexen  Wert  von  logg 
der  reelle  Teil  desselben  kleiner  als  die  Einheit  ist  Die  allgemeine 
Transformation  der  elliptischen  Functionen  beruht  auf  der  Gleichung 
11)  von  §  38,  wenn  man  nicht,  wie  es  Abel  thut,  diese  Gleichung 
durch  Trennung  der  reellen  und  imaginären  Teile  in  zwei  Gleichungen 
zerlegt  Uebrigens  hat  Abel  in  andern  Arbeiten  die  sämtlichen  Trans- 
formationen betrachtet,  welche  den  Formeln  des  §  40  entsprechen. 

Wir  wollen  jetzt  diejenigen  n  Transformationsgleichungen  herleiten, 

j. 

welche  den  Theta-Functionen  entsprechen,  in  denen  q  durch  aq*  er- 
setzt ist,  wo  a  eine  Wurzel  der  Gleichung: 

1)  a»  =  1 

und  n  eine  ungerade  Primzahl  ist    Den  Gleichungen: 

entsprechend  setze  man: 


2) 


qp  1    /2i — IV 


1/^= 


»3(0,  aq') 


»{0,aq'') 


i« 


2(a«") 


— 00 


00 

2(- 


lYi.aq'Y 


n\js 


—  OD 


»i(0,  aq") 


00  £ 


[aq'Y 


U 


—OD 
OD 


—00 


n 


n 


3) 


/ 


dw 


sin^  w 


L, 


/ 


Jeder  Wurzel  a  der  Gleichung  1)  entsprechen  nach  2)  bestimmte 
Werte  von  /  und  /',  und  wiederum  diesen  Werten  bestimmte  Werte 
von  L  und  V  aus  3). 

Die  Gleichungen  50)  und  41)  des  vorhergehenden  §  geben  durch 
Division : 
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1            —  o  /    I  o.  "»^ — 'n'i  log«      , 
»i(a;,gg»)  ^    rV    '_  n 2. 

*(a;,  a^» )        -~  *  (a:  +  2r -^^ ,  «r) 

!Lri    .    »IX— ffl'ilogg  ,^jw3r-m'ilogg  . 

w  n 

Wendet  man  auf  diese  Gleichung  die  Prineipien  des  §  17  an,  sowie 
die  in  2)  und  3)  enthaltenen  Bezeichnungen,  so  folgt: 


4,  lA^»n(^,/) 


W— 1 

2 


jr     1         \  n  ^  / 

»—1 

In  dieser  Gleichung  setze  man  log^  =  — x—i  also: 

^m^—^ilogq      mK+m'iK' 
njT  n 

Zur  Abkürzung  führe  man  folgende  Bezeichnung  ein: 


Ji  w^t 


5)  =  a>. 

w 

Setzt   man  weiter      -  =:  t^,  so  nimmt  die  Gleichung  4)  die  einfachere 

Form  an: 


n-l 


1 


6)      l//sn  /^~; ,  A  =  (—1)  -^  l/>t«8nM  /7sn(4ra>+M)sn(4ra>— M). 
Nimmt  man  statt  der  Gleichung  41)  die  Gleichung  36)  von  §  40 

und  die  entsprechende  Gleichung  für  ^i  (x,  aq "),  so  erhält  man  analog 
wie  die  Gleichung  6): 


7)      l//  sn  (^^  l\  =  (—1)  2 '  t/Ä'»snM//sn(2ra>+M)8n(2rG)— m). 

Ebenso  wie  ftir  Sinus  Amplitudinis  lassen  sich  aus  den  Gleichungen 
41),  49)  und  48)  des  vorhergehenden  §  die  entsprechenden  Gleichungen 


§41] 


331 


fttr  Gosinns  and  A  Amplitudinis  herleiten.    Man  erhält  so  ohne  die  ge- 
ringste Schwierigkeit: 


n-l 
3 


8)       \J  - en(-^ )  n  =  j^^cnw  /7cn(4ra>+tt)en(4ra>— m). 


dn 


n— 1 
3 


9) 


(t'O       dn« 

^^    -  =  —T=r- //dn(4rco+M)dn(4rco — w). 


In  diesen  Gleichungen  kann  man  ähnlich  wie  in  der  Gleichung  7) 
unter  dem  Productzeichen  auf  den  rechten  Seiten  2r  durch  r  ersetzen. 
Mit  Rücksicht  hierauf  geben  die  Gleichungen  8)  und  9),  wenn  u  =  0 
gesetzt  wird: 


10) 


hV. 


n—l 
8 


cn2  4rco 


i/: 


»--1 

3 


cn^  2ra>, 


I»— 1 


fi— 1 


1  1       2  _1       * 

i/T  ^  \/T-  n^''  4rcö  =  ^n  jQTdn»  2ra>. 


Die  Gleichungen  6)  und  7)  dividire  man  auf  beiden  Seiten  durch  snu 
und  setze  u  =  0.    Fttr: 


11) 


K 


1^ 
M 


ergiebt  sich  dann  folgende  Doppelgleichung: 


»— 1 


(-1)  «j//  _ 
M 


12)       '     "'^  ^--  =  l/Ä»//^8n«4rc»  =  I/ä"// sn»2ra>. 
Durch  Gombination  der  Gleichungen  10)  und  12)  folgt: 

I 


13) 


n— 1 
3 


1  =  77 


»— 1 

3 


cnMrco jr en'^ 2r<o, 

dn^  4rco  ~"  -f -*  dn^  2ra> 


r 


n-l 
2 

7/ 


dn*4ra> 


77 


"dn^2ra>  ' 


n— 1 


n-l 
3 


«— 1 
3 
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Die  Gleichongen  6),  8)  und  9)  lassen  sich  mittelst  der  Gleichnngen 
10),  11)  nnd  12)  auf  folgende  Formen  bringen: 


14) 


»— 1 

a 


sn 


cn 


(u     \      snu  7x8n(4 


reo + u)  sn  {Arm — u) 


8n24reo 


•-1 

3 

enu  JJ 

1 

3 


dn(^,/)  =  dn«/Z^ 


en  (4rcp + ü)  en  (4rcp— u) 
cn*  4rco 

dn  (Ar CO + u)  dn  (4r  cd — u) 
dn24ra> 


Auf  den  rechten  Seiten  dieser  Gleichungen  kann  man  anch  r  statt 
2r  nehmen.  Ftir  einige  Entwickelangen  scheinen  indessen  die  Glei- 
chungen 14)  sich  am  einfachsten  verwenden  zn  lassen.  Die  Glei- 
chungen 7),  8)  und  9)  von  §  26  auf  die  Gleichnngen  14)  angewandt 
geben,  wenn  man 


15) 


sn 


setzt: 


(r')-v. 


snu 


X 


16) 


»— 1 

T-     1— 


x^ 


x^  rr  sn»4r(P 


n— 1 


x^ 


i/i" 


sn»(iS'— 4ra>) 


»— 1 


VT=iv-  vr--^'W-=^^^, 


1— /r*a;*snMA^— 4r<o) 

4rcö 


Die  Producte  auf  den  rechten  Seiten  der  vorstehenden  Gleichungen 
lassen  sich  in  Beziehung  auf  x"^  in  Partialbrttche  zerlegen.  Statt 
hierbei  ein  ähnliches  Verfahren  anzuwenden  wie  bei  den  Gleichungen 
28)  von  §  39,  um  schliesslich  auf  die  dort  erhaltenen  Gleichungen  44) 
zu  kommen,  möge  der  umgekehrte  Weg  eingeschlagen  werden.  Es 
werden  bei  diesem  umgekehrten  Verfahren  einige  difficile  Betrachtungen 
vermieden,  deren  directe  Anwendung  in  diesem  Falle  die  Rechnungs- 
operationen zu  weitläufig  machen  würde. 

Da  nach  5)  nco  =  mA'+m'/Ä",  so  ist  sn(2+4n(ö)  =  sn2,  also  auch: 


n— 1 
2 


n— 1 
8 


JJ  sniii—Arcoi)  =JjBn[u+A(n — r)(D]^ 
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oder  einfach: 

*t— 1 

2  n-1 

1 7)  11^^  (w — ^^^)  =yjf  ßn(M + 4rco). 

1  »+i 

'2 

Die  Gleichung  6)  wird  hierdurch: 

Auf  diese  Art  lassen  sich  die  Gleichungen  6),  8)  und  9)  durch 
die  folgenden  ersetzen: 

--   n — 1 


sn  f^.  /j  =  Yj]jBn{u+4rm), 


18) 


0 


(f  ^)  =- l/f'^^«"<«+*'-°'>' 


cn 

n— 1 


Wegen  nca  =^  mK+m'iK'  bleiben  die  rechten  Seiten  dieser  Glei- 
chungen ungeändert,  wenn  u  ersetzt  wird  durch  u+4a7,  u+8a>..., 
M+4(n — l)cö.    Aus  den  Gleichungen  12)  folgt: 


JJk'^Bn*^ra}  =  k'*^^  JJ^n^ArcD  =  rr^- 


Hierdurch   lässt   sich   die  erste  Gleichung  16)  fUr  y  =  sn(  — W]    wi 
folgt  darstellen:  ^       ^ 


tu    \ 

wie 


w— 1 
2 


19)      -  //(:.--snUr«,)--^8n  (^,  /)  /^(.-.-,-^)  =  o. 

Diese  Gleichung  wird  identisch  ftir  x  =  snu.    Da  nun  snf— ?  /] 

unverändert  bleibt,  wenn  u+^gm  statt  u  gesetzt  wird,  wo  g  eine  ganze 
Zahl  bedeutet,  so  wird  die  linke  Seite  von  19)  auch  identisch  für  die 
n  verschiedenen  Werte  von  x 

snw,  sn(u+4cö),..sn[M+4(w — l)co]. 
Man  kann  demgemäss  setzen: 


n-l  1^ 

2  .  .         2 


.  //(x-^n«4r«,)-^Bn(^,/)/7(a.--^J 


=  /J[[x—Hn(u+Arm)\. 
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Die  Vergleichung  der  Faetoren  von  x*-^  giebt: 


1       /  """^ 


Behandelt  man  die  beiden  andern  Gleichungen  16)  anf  ähnliche  Art, 
80  folgt: 


-cn 


21) 


(^'9=2®°^"+^'*^)' 


^^-^dn^]^,  A  -  2dn(M+4rcö). 


Es  ist: 


»—1 

n— 1  2  n—\ 


22)      2  sn  {u + 4ra>)  =  sn  m + ^gn(?i + 4ra>) + ^gn(M + 4rco). 

0  1  »-J-1 

3 

Wegen  der  Gleichung  «n{z — 4na>)  =  8nz  ist  auch: 

«--1 

»—1  !•— 1  a 

^8n(u+4rcö)  =  ^sn  [m + 4  (n—r)ai]  =^sn(M — 4rco). 

n-fl  ihH  1 

%  2 

Die  Gleichung  22)  wird  hierdurch: 

nr-\ 
n— 1  2 

^  sn(M+4rcö)  =  sn  u  +^  [sn(tt+4rai)+8n(w — 4ra>)], 

0  1 

oder,  wenn  man  rechts  das  Additionstheorem  der  elliptischen  Func- 
tionen anwendet: 

n— 1 
n 1  2 

sn  u  cn4ra>  dn  4rco 
8n^sn^4ra} 


^sn  (tt+4rcö)  =  ^^^+^^\Z-k^ 

Setzt  man  die  links  stehende  Summe  auf  die  rechte  Seite  der 
Gleichung  20),  so  erhält  man  sn[  W]  rational  durch  snu  ausge- 
drückt. Diese  Methode  ist  von  Jacobif7^w«fl&i»«.^f2j/  Gcs,WerkcI,gy) 
angegeben  worden.  Es  leuchtet  ein,  dass  man  die  rechten  Seiten  der 
Gleichungen  21)  ganz  ähnlich  transformiren  kann.  Auf  diesem  Wege 
ergeben  sich  die  folgenden  Gleichungen,  welche  der  angedeuteten  Zer- 
legung in  Partialbrttche  der  rechten  Seiten  der  Gleichungen  16)  ent- 
sprechen : 
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23) 


n— 1 
2 


kM 


sn 


cn4rcodii4ro9 


Ar^gnHisn^irco 


n— 1 


(-1) 


"2~ 


!•— 1 


-^en(j,/)-cn«+22;i^ 


cnucn4rco 


/r*sn^sn*4rcö 


t^>--^dnr^-,  A  =  dnu+25:-*^^ 

^     ^  V^  7  ^  4^1— Ä^si 


dn4ro9 


■/r^8ii^sn24rcö 

Ans  der  ersten  der  vorstehenden  Gleichungen  kann  man  leicht  eine 

neue  Gleichung  ableiten,  welche  der  Relation  46)  des  §  39  (S.  313)  ent- 

\       L  u 

spricht    Nach  11)  ist   •"=-:;   nimmt  also   u   um  A^zu,  so  geht  - 

über  in  -i^+L,    Durch  Zunahme  von  u  um  Abgeht  die  erste  Gleichung 

23)  über  in: 

cnl^-,A 
/      \Mj      /rcuM  .  ^,  V^    snudnusnCA" — 4rcö) 

— ^ iE„-+2*2-rjq 


m 


dn 


(*•') 


-/r«sn2Msn2(Ar— 4rcö) 


Beide  Seiten  dieser  Gleichung   sind  vollständige  Differentialquotienten 
in  Beziehung  auf  u.    Durch  Integration  folgt  ähnlich  wie  in  §  39: 


24)     \/ 


l+/sn 


(!•') 


l-,.n(|,  i) 


H— 1 

S 


■~  1/  i— ^snw  "   \—k\ 


+Ä  snusn  (K — 4ra>) 
-k%uu«ii{K — 4rcö) 


Für  einen  gegebenen  Modul  k  entsprechen  nach  2)  den  n  Wurzeln 
von  a"  =  1  eine  gleich  grosse  Anzahl  von  Werten  von  /  und  /'.  Es 
ergeben  sich  also  mit  Bücksicht  auf  die  erste  Gleichung  16)  n  ver- 
schiedene Werte  von  y  in  Form  rationaler,  gebrochener  Functionen 
von  o:,  welche  gleichzeitig  mit  x  verschwinden  und  der  Differential- 
gleichung genügen: 

25)         ^y  _   =  .^^     . 

l/(l~y^(l— Py^)      M\/{X—x'^){l—k^x^ 
Diese  n  Werte  von  y  entsprechen  den  verschiedenen  Werten  von  (o 
enthalten  in: 

26)  '»^+"'''^ 


0> 


n 


Es  haben  m  und  m'  weder  untereinander  noch  mit  n  einen  gemein- 
schaftlichen Factor.  In  Folge  der  Betrachtungen  in  §  40,  z.  U.  Glei- 
chung 26),  kann  m  verschwinden,  aber  nicht  ml.    Nimmt  man  m'  ==  1, 
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80  kann  in  26)  m  die  Werte  0,  1,  2,...n — 1  annehmen.     Die  ver- 
schiedenen Werte  von  <d  sind  dann  in  folgender  Reihe  enthalten: 

n         n  n  n 

Die  letzten  — —  dieser  Argumente  in  umgekehrter  Ordnung  geschrie- 
ben sind: 

(n— l)Ä'+iA^'    (n— 2)/r+iÄ"     i(n+i)^+iK' 

n  n  n 

oder: 

^    E—iK'     ^    2K—iK'         ^    ^n—l)K—iK' 

K »  K ...   K — • 

w  n  n 

Da  nun  allgemein  sn^(4A' — t;)  =  8n2t;,  so  lassen  sich  statt  der  letzten 

— -  —  Werte  von  c»  der  obigen  Reihe  in  den  Gleiehangen  2)  und  16) 

(Ue  folgenden  annehmen: 

K—iK'    'jK—iK'         \{fi—\)K—xK' 

*  •  •  •  • 

n  n  n 

Die  n  Werte   des  Arguments  o>  sind   also   auch   in   folgender   Reihe 
enthalten : 

— , ,  ^^^ . 

n         n  n       '  n 

Man  kann  die  Werte  von  a>  auch  noch  auf  andere  Art  darstellen, 

welche  natttrlich    zu  denselben  Functionalwerten  der  vorkommenden 

elliptischen  Functionen  ftlhren,  wie  die  eben  bemerkten.    In  26)  nehme 

man  m  =»  l  und  m'  «=  1,  2, . .  n — 1.     Hierzu  tritt  noch  der  Wert  fttr 

m  =  0.    Die  Reihe  der  Werte  von  a>  ist  dann  folgende : 

lÄT'    K+i^    K+2iK'  K+{n—\)iK' 

n  n  n  n 

Durch  eine  ähnliche  Betrachtung  wie  vorhin  lassen  sich  statt  der  letzten 

— -—  Werte  die  folgenden  nehmen: 

K—iK'    K—2iK'  K—iin—l)iK' 

,  — __ —  . 

n  n  n 

Es  ist  dann  die  Gesamtheit  der  n  Werte  von  co'der  Gleichung  2)  und 
16)  in  folgender  Reihe  enthalten: 

iK'    K±iK'    K±2iK'  K±\{n—l)iK* 

— , ,  , 

n  n  n  n 

Die  elliptischen  Functionen,  welche  Multipla  dieser  Werte  von  a> 

zu  Argumenten  haben,  sind  mit  einer  Ausnahme  complexe  Grössen. 

Nur  in  einem  Falle  geben  die  Gleichungen  2)  fttr  /  und  Z',  also  auch 

fttr  L  und   L\   reelle   Werte,   wenn   nämlich   a  «=»  1   ist    Dann   ist 
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CO  =       ,  wie  z.  B.  ans  den  Gleiehnngen  19)  von  §  40  für  /  =  0  folgt. 

Mit  RUcksieht  anf  die  Gleichungen  7)  von  §  8  (S.  46)  geben  die  Glei- 

iK' 
chungen  13)  und  16),  wenn  a>=  —  gesetzt  wird,: 

n — 1  n — 1 


L=  ff L TT 


y  =  yi 


H-a;*tn-»(^,  A') 


l+A^x^tn* 


(^'  *•) 


Die  vorstehenden  Gleichungen  eonstitniren  nach  Jaeobi  die 
zweite  reelle  Transformation.  Nach  Gleichung  4)  des  §  24 
(S.  169)  ist: 


/*-  /7(!=fS) 


Nimmt  man  q*"  statt  ^,  so  folgt: 

Die  vorstehende  Gleichung  zeigt,  dass  für  ein  wachsendes  n  der  Comple- 
mentärmodul  f  anbegrenzt  abnimmt,  mithin  der  Modul  /  gegen  die 
Einheit  convergirt.  Aus  diesem  Grunde  bezeichnet  Jaeobi  die  Trans- 
formation als  diejenige  des  kleineren  in  den  grösseren  Modul, 
im  Gegensatz  zu  der  in  §  39  (S.  307)  behandelten  Transformation. 

Die  Vereinigung  der  Resultate  des  vorstehenden  §  und  des  §  39 
zeigt,  dass  für  eine  ungerade  Primzahl  n  der  Differential- 
gleichung 25)  durch  n+1  Werte  von  y  in  Form  rationaler 

Enneper,  ellipt.  Functionen.    S.  Anfl.  22 
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gebrochener  Fan ctionen  von  a:  genügt  wird.    Dien+1  Werte 
von  /werden  ans  ^. erhalten,  wenn  9.  ersetzt  wird  dureh: 

111  j^ 

wo  a  eine  Wurzel  von  a"  =  1  ist 

Dieses  schöne  Resultat  findet  sich  zuerst  in  einem  Briefe  von 
Jacobi  an  Grelle  vom  Jahre  1828,  welcher  unter  dem  Titel:  „NoU 
sur  les  fonctions  elltpitques'*  Grelle/,  III,  ig2^igs  abgedruckt  ist 
In  demselben  Bande  befindet  sich,  mit  Beziehung  auf  die  Mitteilungen 
von  Jacob],  der  Aufsatz  von  Abel:  ,,Sur  le  nombre  des  trans/orma- 
tions  diffdrentes,  qu'on  peut  faire  subir  ä  une  fondmi  ellipttque  par 
la  substttutto7i  d'une  /onctian  rationelle  dont  le  degr^  est  un  nambre 
Premier  donn^*  (p,  3^4 — 401.  Oeuvr.  I,  jop — ji6,  2.  dd,  I,  ^57 — 465)- 
Abel  giebt  Beweise  der  von  Jacobi  einfach  aufgestellten  Theoreme, 
wobei  die  schon  früher  (s.  S.  239)  erwähnten  meisterhaften  Unter- 
suchungen in  Nr,  ij8  der  ,,Astron.  Nachr.''  zur  Anwendung  kommen. 
Eine  spätere  Arbeit  von  Abel:  „Note  stir  quelques  /ornmles  ellipti- 
ques"  (Grelle  J.  IV,  91,  Oeuv,  I,  jo^,  2.  dd  I,  46J)  behandelt  den- 
selben Gegenstand  für  den  Fall,  dass  der  durch  /  bezeichnete,  trans- 
formirte  Modul  keine  reelle  Grösse  ist 

In  der  Abhandlung  „De  functionibtcs  ellipticis  covitnentatio  altera** 
(Grelle  J.  VI,  jp^ — 40 j,  Ges.  Werke  I,  jjp — 326)  hat  Jacobi  eine 
neue  Herleitung  der  in  den  Gleichungen  16)  enthaltenen  Transforma- 
tionsformeln gegeben,  welche  auf  Betrachtung  der  drei  Reihen  basirt 
ist,  welche  die  rechten  Seiten  der  Gleichungen  20)  und  21)  bilden. 
Auch  in  diesem  Falle  enthalten  die  Untersuchungen,  wie  diejenigen 
der  „Fundamental,  nur  eine  Verification  der  aufgestellten  Formeln. 
Die  beiden  reellen  Transformationen  Jacobi's  hat  Legendre  im 
ersten  und  zweiten  Supplement  zum  Gegenstande  sehr  eingehender 
Untersuchungen  gemacht  Die  Substitutionsgleichungen  werden  ähn- 
lich wie  bei  Jacobi  verificirt  Ungeachtet  einer  Menge  sehr  nütz- 
licher Detailuntersuchungen  bleiben  die  Resultate  innerhalb  der  Grenzen 
der  „Fundamenta**.  Auf  pag.  j2  des  „Premier  Supplement**  wird  die 
Relation  zwischen  k  und  /  durch  die  ganzen  elliptischen  Integrale  ge- 
geben, davon  aber  keine  Anwendung  auf  die  Transformation  selbst 
gemacht  Nur  auf  pag.  i2y  (2.  supypl.)  wird  eine  sehr  kurze  Anwen- 
dung des  Satzes  von  Cotes  gemacht,  auf  welche  schon  früher  Jacobi 
hingewiesen  hatte  (Grelle  J.  III,  jo^,  Ges.  Werke  I,  ^57/  Die  grosse 
Allgemeinheit  der  von  Jacobi  gefundenen  Transformationsgleichungen 
veranlasste  bald  nach  ihrer  Publication  mehrere  Beweise  und  Dar- 
stellungen derselben,  von  denen  die  folgenden  angemerkt  werden  mögen. 
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welche  als  die  ersten  Arbeiten  fremdländischer  Mathematiker  die  Wichtig- 
keit der  Lehre  der  elliptischen  Functionen  hervorhoben:  Plana:  Mithode 
iymentaire  pour  ddcouvrir  et  dämontrer  la  posstbilü6  des  nouveaux 
tMoremes  sur  la  throne  des  transcendanies  eUtpttques  p,  p,  Mr.Jacobi 
dans  le  Nr,  12 j  du  Journal  aUemand  intituU  „Astronomische  Nach" 
richten**  (Memorie  dt  Torino,  182g.  XXXII,  p.  jjj — SS^J-  Als  Fort- 
setzung dieser  Abhandlung,  welche  nur  reelle  Transformationen  in  Be- 
tracht zieht,  enthalten  die  Memorie  di  Torino  (2)  XX,  1863  (p.  20'/ 
u./,J  von  demselben  Verfasser  ein  „Memoire  sur  la  thiorie  des  transcen- 
dantes  elliptiques" ,  Femer:  Poisson:  Rapport  sur  un  ouvrage  de 
Mr,  Jacobiy  intituU:  Fundamenta  nova  functionum  ellipticarum. 
(Mdm,  de  VAc,  j8jo,  X,  73—117-)  Ivory:  On  the  Theory  of  EUiptic 
Transcendents,  (Phil  Trans.  18 ji,  349 — 377,)  Diese  Abhandlung, 
welche  nur  reelle  Transformationen  zu  Grunde  legt,  zeichnet  sich 
durch  Untersuchungen  der  Transformationen  gerader  Ordnung  aus. 
Es  ergiebt  sich,  dass  in  dem  bemerkten  Falle  der  Differential- 
gleichung 25)  durch  einen  Wert  von  y  genügt  werden  kann,  welcher 
in  Beziehung  auf  x  nicht  rational  ist. 

Die  Darstellung  der  Fundamenta  findet  sich  ziemlich  vollständig 
reproducirt  in  dem  Artikel  ^^Elliptische  Functionen '^  von  Sohncke, 
„Allgemeine  Encyclopädie  der  Wissenschaften  und  Künste!*' ,  herausg. 
V.  Ersch  u.   Gruber.     Sect.  I,  A — G,    Teil  XL,     Nachtr,  77 — /J5. 

Leipzig  1844, 

ni 

§42.    Die  Theta-Fnnctionen,  in  welchen  q  durch  q*  oder  /^  oder  e^\/^ 
ersetzt  ist,  und  die  entsprechenden  elliptischen  Functionen. 

Aehnlich  wie  in  den  §§  39  und  40  lassen  sich  mittelst  des  Satzes 
von  Cotes  die  Theta-Functionen,   in  denen  das  zweite  Argument  q 

durch  q'^  oder  \/q  ersetzt  ist,  durch  die  ursprünglichen  Functionen 
ausdrücken.  Man  kann  hierbei  verschiedene  Wege  einschlagen,  z.  B. 
sich  der  Gleichungen  14)  und  16)  des  §  19  (S.  140)  bedienen,  welche 
die  Darstellung  der  Theta-Functionen  in  Form  unendlicher  Producte 
nicht  voraussetzen.  Dieses  Verfahren  bietet  indessen  keine  Vorteile 
gegen  die  Anwendung  unendlicher  Producte.  Für  die  folgenden  Unter- 
suchungen mögen  einige  Gleichungen  vorangesetzt  werden,  welche 
auch  in  weiterer  Beziehung  sich  als  sehr  nützlich  erweisen  werden. 

In  den  Gleichungen  1),  2),  3)  und  4)  auf  pag.  143  (§  20)  nehme 
man  w  =  x  =  y  '=^  z,  also  w'  =  2a:,  x'  =  y'  =  z'  =  0.  Man  ver- 
binde darauf  die  Gleichungen  1)  und  2)  durch  Addition  und  Sub- 
traction,  ebenso  verfahre  man  mit  den  Gleichungen  3)  und  4).  Hier- 
durch folgt: 

22* 
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1)  a*;(*)  =  »J(0)*s(2«)  +  *J(0)  »j(2x)  +  *»(0)*(2a;), 

2)  2»*,(x)  =  *J(0)*3(2a;)  +  *;(0)*,(2x)— *»(0)*(2a;), 

3)  2*'(a:)  =  *J(0)*,(2z)  — *J(0)*j(2a;)  +  *»(0)*(2a;), 

4)  2»\ix)  •=  *J(0)*s(2x)— *J(0)*j(2a;)— *»(0)*(2x). 

Für  x  =  -  geben  die  vorstehenden  Oleiehangen: 
4 

2*1  (f )  =  2*«(^)  =  »l  (0)  *(0)  +  »HO)  *,  (0), 

2*t  (^)  =  2**/^)  =  *J(0)*(0)-*3(0)*,(0). 
Nimmt  man  hierin  »(0)  =  »i(0)\/¥,  bo  folgt: 

|*:(1)-*'(i)-H^*-<'»' 

|»!ß)-»:©-i=^i^»:(o). 

Für  a:  =  2log^,  *i(0)  =•  *3(0)  l/^  leitet  man  aus  den  Gleichungen 
1) — 4)  die  folgenden  ab: 

In  den  Gleichungen  5)  sind  die  vorkommenden  Theta-Functionen 
sämmtlich  reell  and  positiv,'  dasselbe  ist  mit  den  Functionen  ^3,  »i 
and  d-  in  den  Gleichungen  6)  der  Fall  Was  die  Function  ^t  betrifft, 
so  ist  dieselbe  imaginär  itlr  imaginäre  Argumente.  Die  Gleichung  18) 
des  §  18  (S.  134): 


giebt,  a:  =  -logg  gesetzt: 


log-'  Mog- 


WO 


von 
nehmen. 


7)         ,,(ll<«,,,)__,(-J^)Vi».(^,/), 

^^  q 

log^  log^' =  jr^.     Da   ^i(— ,^')   positiv,    so   ist  in  dem  Werte 
*i  (^log^j  aus  6)  die  vierte  Wurzel  der  Einheit  gleich  — /  zu 
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Ferner  giebt  die  erste  Gleichung  18)  von  §  24  (S.  171): 

d'(2x,q^)  =  77(1— (?*0  /7(1— 2^«<«'-i^C08  4a;+^<*'-i)). 
Wendet  man  rechts  anf  jeden  Factor  die  Relation : 

1— 2p^C084a:+p*  =  (1 — 2p(iOS2x+p^)  (l+2pcos2a:+)!>2) 

an,    so  lässt  sich  mit  BUcksicht  anf  die  Bedeutungen  von  d^ix)  und 
^3(x)  die  obige  Gleichung  schreiben: 

»(2x,q^)  =  J^(^E^  *(^'^)  *3(«'^)- 
Nimmt  man  zur  Abkürzung: 

so  ist,   wenn  rechts  das  zweite  Argument  q  der  Einfachheit  halber 
nicht  angemerkt  wird: 

9)  H^x,q^)  =  Q&(x)»z(x)  =  0&ix)»ix+  |). 
Ganz  auf  dieselbe  Weise  folgt: 

10)  h(2x,q^)  =  Q»t{x)»^(x)  =  Q»t(x)»,ix  +  ^), 

wo  0  wieder  durch  die  Gleichung  8)  bestimmt  ist.    In  den  Gleichungen 
9)  und  10)  lasse  man  o;  um  -  zunehmen.    Nun  ist: 

4 


^)  ^/i /,tr\2  "■  ^  1 />ar   ~  ^» 


folglich : 


11) 


12) 


Auf  die  rechten  Seiten  dieser  Gleichungen  wende  man  die  auf  p.  147 
unter  6)  und  8)  aufgestellten  Belationen: 

an,    so   lassen   sich   die   Gleichungen   11)  auf  nachstehende  Formen 
bringen: 

*.(2^,?»)  =  ^[*!  (i)*Mx)-<^»(^)*J(')]. 
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Setzt  man  hierin  *(0)  =«  *,(0)  l/F,  femer  f^^(^  nnd  »i  Q  ihre 
Werte  ans  5),  so  erhält  man  schliesslich: 

j A'  *,  (2«,  q')  =  Q  [*»(«)  -  »\  (*)  l/rr^  l/H^  l/*" ' 

V  *j  (2x,  ?»)  =  Q  hnx)  -  »\  (X)  l/j^]  (/^  l/Ä^ . 

Geht  q  in  9*  ttber,  so  mOgen  k,  k',  K  und  IT  respective  in  /,  /'' 
X  nnd  L'  ttbergehen.    Es  ist  dann  also: 

^^^     ^^-«^(ö;^'  ^^-^^ö;^'  i^-*'^^^'«')- 

Ans  den  Gleichungen  13)  folgt  fttr  x  =  0: 

15)  {  /_1 _ 

Durch  Division  folgt  hieraas,  mit  Rttcksicht  auf  14): 

In  der  ersten  Gleichung  15)  nehme  man  wieder  ^^  (0)  = /:' ^3  (0) 
=  —  *'.    Dann  ist: 

17)  *3(o,?^)  =  P^l/i±:^l/F. 

Die  letzte  Gleichung  14)  des  §  24  auf  pag.  170  giebt: 


d.  i.  nach  8): 


1/ 


1 


1/' 


Q       y        :x 
Man  setze  hierans  Q  in  die  Gleichung  17),    ferner  nach  14)  ^3(0,  ^2) 

Es  folgt  so: 


=\/- 


JC 


oder  einfacher: 

18)  A  =  i+^. 

Die  Gleichungen  9)  und  10)  dividirt  geben: 
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d.  1. 


&(2x,q^)        ^(x)»iix) 


•7..(*|?w)-* 


2ICx     IKx 
sn cn 


oder  =  u  gesetzt: 


19)  l/7Bn(?ff,/)  =  * 


snu  enu 
diit< 


Sabstitnirt  man  noch  links  fUr  /  und  L  die  Werte  aus  16)  und  18), 
so  folgt: 

f/i  i  7VN     1—^1      (l+ArOsnwenw 

Anf  dieselbe  Art  leitet  man  aas  den  Gleichungen  9)  and  13)  die 
entsprechenden  ab,  so  dass: 

— äH      (l+ZOsnucnu 


20) 


8n[(l+*')«,|=f| 


dnu 

— (l+^Qsn»« 
dnt< 

—(1— AOsn^u 


dnt< 

Ans  der  ersten  dieser  Gleichungen  kann  man  auch  die  beiden 
folgenden   direct  herleiten;    man   muss   dann   die   Gleichung    19)  zu 

Grunde  legen.    Setzt  man  u^=-y  so  folgt  die  Gleichung  16).    Differen- 

2L         ^ 
tiirt  man  femer  nach  u,   setzt  darauf  w  =  0,   so  folgt  -^  "■iTy    ^^^d  ' 

hieraus  der  in  18)  gefundene  Wert  für  L,    Die  Gleichung  dnudn(Ä^— u) 

=  ^'  giebt,  u=^—  gesetzt: 

dn»  1  =  k\  hieraus  sn»  |  =  ^  -  ^^^ '  «"'  f  =  iT*^ ' 

Mit  Hülfe  dieser  Gleichungen  findet  man  ohne  Schwierigkeit  die  Rela- 
tion zwischen  k  und  /. 

Um    ferner   die   Transformationsgleichungen    herzuleiten,    welche 

dem  U  ebergange  von  q  in  \/q  der  Theta-Functionen  entsprechen,  kann 
man  sieh  der  Gleichungen  20)  bedienen.  Wird  u  durch  tu  ersetzt, 
führt  man  darauf  statt  der  elliptischen  Functionen   mit  imaginärem 
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Ärgruiieiit  die  entopreeheBden  Fmiftioiieii  mit  reellen  Arigrunent  und 
dem  Complemenünnodiil  eio,  so  eigeben  sieh  sehliesslieh  dnieh  Ver- 
tavsehnnj:  tob  k'  mit  it  die  in  Rede  stehenden  BelationeB.  Ftr  nmnebe 
Zweeke  ist  es  besser  ron  den  Theli-Fuietion«B  aassngehen.  da  sieh 
hieibei  Gkiehnngen  «geben,  die  nieht  bd  der  Tnntfonnation  allein 
ihre  Venrendnnp  finden. 

Die  in  den  Gkiehmgen  18)  ron  §  24  (S.  171)  enthahenen  Pro- 
dide  geben: 

^{x\  *|  (x)  =  3fi  sinx  IIa— rO^  nn—^  cos  ax  +  ^K 

Km  ist  aber: 

11(1— Jf'  cos  tr+f*')  =  1111—24  fV^-eosÄx+ri  f>^]. 

Das  Ptalncl  der  beiden  Theta-FanctioBen  Hast  sieh  hierdneh  anf 
folgeade  Art  danldl»i: 

21)  »yri  ♦iix)  =  fl  ^^^♦,|x,  \  f >. 

TVennt  man  die  gwaden  nnd  ogcnden  Weite  ron  r.  «o  ist: 

IIa— ^1  =  ira— f*>  Ha— f*^K 

fo^lieh: 

"^  ?T=^i- 

Seilt  ■«■  nr  YeicutaekaBp 


*r  1  -1— 


^n-,-'^^i,. 


»  ethih  man  as$  der  Gkirtenf  21  : 


Die  Venawiehi^t  itimi  x  mit  :»^'  gi^: 
Kl«: 

• 

i^^-- jliyf  =  — «f*^>x — 'JiCi  - 

• 

In  to-  tGckndbn^c  2$^   w«Ar  x  mx  x  -^  ^üw  /  T«nuift*üiL    Tif  r^Hbie 
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—iOi  e^H^  +  ^ logg)  »ix -jlogq). 
Die  linke  Seite  geht  über  in: 

^1  (j:  +  l  logg,  l/^)  =  ^i (x+  I  log \/q,  \/~q)  =  — /H  ^ ^(^, l/^)- 

Darch  die  bemerkte  Aendernng  des  Argnmentes  leitet  man  aus  23) 
folgende  Gleiehnng  ab: 

25)  *(x,  \/q)  =  qiQi  *(x+^log(?)  »(x—^logq). 
Hierin  x  +  —  statt  x  gesetzt  giebt: 

26)  »i{x,  l/^)  =  qi  Ol  *3(x+  ^log(?)*3(»—  '^logq). 

m 

In    der   ersten   Gleiehang    12)    nehme    man    y  =  -  log  g    und 

4 

y  =  -  +  .  log  g ;  wendet  man  die  erhaltenen  Resultate  auf  die  Gleich- 

ungen  25)  nnd  26)  an,  so  lassen  sich  dieselben  auf  folgende  Formen 
bringen: 

*(«,  VI)  =  p^  [»Hx)»H{logq)  -  *f  (X)  »\  i^Xogq)], 

*3  ix,]/^)  =  ^j  [<^»  ix)  »l  (i  log  q)  -  »]  ix)  »l  (^  log  q)] . 

Nimmt  man  d-  (0)  =  \/¥  9-3  (0)    nnd    reduoirt   die   vorstehenden 
Gleichungen  mittelst  der  Gleichangen  6)  und  7),  so  ergiebt  sieh  einfacher: 

(  k'»ix,  1/^)  =  ft  [*»(x)+*f  (X)]  l/i=^l/Ä. 

27)  !  . 

W^iixyq)  =  Ol  [»Hx)-»*,ix)]  /^l/Ä. 

Geht  q  ia  \/q  ttber,  so  mögen  /r,  k',  K  and  K'  respectiTe  ttbergehen  in 
/(,  /'),  Li  und  Z'i,  so  dass  also: 

*3(0,l/«)    "^  *8(0,l/F)       Jt 

In  den  Gleichnngen  27)  werde  x  =  0  gesetzt,  der  Qnotient  der  so  er- 
haltenen Gleichangen  giebt  nach  28): 


Vr^'M' ''-wi.' 


mithin: 
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^)  '■ = 'S 

Die  zweite  Gleichung  27)  giebt  x  =  0  und  *«(0)  =  Ar'^J(0)  gesetzt: 


^3(0,1/^)  =  Oi^KO)  |/^l/^- 


Die  durch  22)  bestimmte  Quantität  Qi   lässt  sich  in  Folge  der 
Gleichungen  14)  von  §  24  (S.  170)  auch  definiren: 

Da  nun  ^3(0,  l/7)  =  l/— 1  ^3(0,^)  =  l/— ^  »0  erhält  man: 


oder: 


V'-^  -  l/^i^ 


31)  ^  =  1+^- 

Die   Quotienten    der   Gleichungen   23),   24)  und  27)  führen   auf 

elliptische  Functionen  mit  den  Argumenten  — ^,  — ,   den  Moduln 

2Kx 
k  und  /i.     Zur  Vereinfachung  setze  man  =m;  werden  die  Werte 

7t 

von  Ix   und  Zi  aus  29)  und  31)  substituirt,   so  ergiebt  sich  folgendes 
System  von  Transformationsgleichungen: 


32) 


[/../x     2  t/T"]       (1+Ar)8nu 
L  '  1+*J      l  +  *8n*u 

f/^  .  i\     21/Tl        cnudnu 
L         "^  '  1+*J       l  +  ^8n*u 

dn  {l+k)u,  —7-7-  =  -r-n — i" 


Aehnlich  wie  die  Gleichungen  20)  lassen  sich  die  vorstehenden  Gleich- 
ungen aus  einer  derselben  herleiten,  oder  besser,  aus  dem  Quotienten 
der  beiden  Gleichungen  23)  und  24). 

Zu  den  vorstehenden  Darstellungen  ttber  einige  besondere  Tbeta- 
Functionen  mögen  noch  die  folgenden  Formeln  angemerkt  werden, 
welche  sieh  leicht  aus  den  bisherigen  Resultaten  ergeben. 

Trennt  man  die  geraden  und  ungeraden  Werte  von  r,  so  ist 

mi—q^n  =  mi—q^)  (1+gO  - 

/7(1— g«0  (1— ^^'^')  (l+ö'^O  iXW"^) 
also: 
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n(i-q^')  =  '^(i-«*')(n-«'0(i+«*^'), 


d.  i.  nach  22): 


=  qi  /7(1— ?«••)  (1+«")  (!+««'->). 


Geht  q  über  in  qe^*  ^  —q,  so  geht  -rr-  über  in: 

VI 
in 

«"8"^  17(1—?»')  (l+«»0  (1— «*'^^). 

In  Folge  der  Gleichnngen  19)  von  §  24  (S.  171)  ist  dieser  Ausdruck  gleich: 

}t\  /»wem.         'f\^o.  (f,^ 

Geht  9  ttber  in  qe^',  so  geht  d-^  (x)  Über  in  d'  (x)  und  umgekehrt   Die 
Functionen  #i(x)  und  ^2(^)  kehren  in  sich  zurttok,  multiplieirt  mit 

e*.    Durch  diese  Aenderung  von  q  geben  die  Gleichungen  28)  und  24): 


33) 


\/kk' 
[/kP 


*»(0)*i(x,c2  VV)  =  «®<^s(«)*l(«)' 


m 


»I 


*j(0)*i(x, e^\fq)^e^  *(x) *i(x) 


34) 


In  den  Gleichungen  27)  substituire  man  den  Wert  Ton  Qx  aus  30), 

setze   l/— =  *3(0)  und  *'=  \J\—k  l/l+Ä,  dann  ist: 

t/I+**3(0)*(x,l/i)  =  *«(x)+*J(x), 
l/l— A  *s(0)*s  («,  \R)  —  *»(x)— *f(x). 

Lässt  man  nan  q  in  ^e^*  =  — q  ttbergehen,    so  gehen  in  Folge  der 

1  ik 

Gleichungen  4)  von  §  24  (S.  169)  U  und  /:  respective  ttber  in  t7  und  tt.    Es 

geht  ^3  (0)  über  in    i>  (0)  =  l/F  i>3  (0).     An  Stelle  der  Gleichungen 
34)  treten: 

/  in 

\  \l¥^k  *j  (0)  *  (X,  c  2"i/^)  =  * j  (x)  +  »*J  (X) , 

Iin 
\l¥^k  *3  (0)  *s  (x,  e^\/q)  =  *J  (x)  —  i*  J  (x) . 


35) 
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Elfter  Abschnitt. 


§48.  Die  Transformationen  erster  OrdnnngTTon  Abel.  Die  Transformationen 

dritter  und  ffinlter  Ordnung^  nacli  Jacobi. 

Mit  der  Integration  der  Differentialgleichung: 

dy  dx 


1) 


/(l— y»)  il—Py^)      M\/{l—x^)  il—k^x^) 
für  den  Fall  dass: 

hat  sich  Abel  wiederholt  beschäftigt  und  die  sechs  Lösnngen  davon 
gegeben  (Astr.  Nachr.  Nr.  138,  Creüe  J,  III,  jpj  u,  IV,  312;   Oeuvr, 
I>  ^57 >  3^0  u,  syi;  2.  dd.  I,  408,  458  u,  $68). 
Die  Gleichungen  1)  und  2)  geben: 

und 

I  =  (1— x«)  (1—^*0:2). 

Der  Wert  von  M  lässt  sich  am  einfachsten  in  jedem  besondern 
Falle  direct  finden.    Die  Gleichungen  3)  geben  folgende  Annahmen: 

a — a      a+a         '    a — al      a+al 

a — a      a — al  a +a      a+al 

..  ß-ß.ß^+ßi      ^     ßT+ß     ß'-^ßl 

a — a      a+al  a +a      a — al 

Die  Gleichungen  6)  folgen  unmittelbar  aus  den  Gleichungen  5)  durch 
Vertauschung  von  /  mit  — /. 

Für  die  Gleichung  4)  ist: 

Aus  den  Gleichungen  4)  findet  man  aß^ — aß  =  0  und  aß'—aßl^  «=  0; 
da  nun  /  von  der  Einheit  verschieden  ist,  so  ist  a'ß'  =  0  und  aß  =  0. 
Da  y  in  2)  nicht  constant  sein  kann,  so  ist  a  =  0,  i^  ^  0,  oder  a 
=  0,  jS  =  0.    Für  «  =  0,  /J'  =  0  geben  die  Gleichungen  7) : 
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(0(1+/.)=!+*«,  (4y/^=*v 


hieraus : 


also: 

Für  «'  =  0,  ß  =  0  gehen  die  Gleiehnngen  7)  über  in : 

(i)'^-+*'.(D*i— 

Hieraas  folgt  leieht  wie  vorhin: 

(i:y=^, /.=*.;  oder  (-^y=i,/.--i. 

Durch  Zusammenstellung  des  Vorhergehenden   erhält  man  ohne 
Schwierigkeit,  flir  den  Fall,  dass  die  Gleiehnngen  4)  stattfinden: 

I.  /=  ±Ar,  y=  ±a:,  y  =  — ,    —=±1. 

TT  ,         il  o.^  ±1         1         -1_, 

II.  /=-^,    y=±-,  y-=  — ,     -=±*. 

Für  die  Gleiehnngen  5)  ist: 


8) 


ß^-ß  ß^-ß' ^  ß^^+ß[^ ^^_^^^^ 


a — aa — al      a +00+01 


Entwickelt  man  die  Gleichungen  5),  bildet  darauf  die  Summe  und 
Differenz  der  so  erhaltenen  Gleichungen,  so  ist: 

aß^+oßl  =  0,  oß'+oß^O, 
oder: 

^  a-     ß  ß^ 

Setzt  man  hieraus  die  Werte  von  o'  und  /  in  die  Gleichungen  8),  so 
gehen  dieselben  ttber  in: 

Hieraus  folgt: 

[(feO'-lKÖ'^l]-»- 


350  [§43 

Stellt  man  diese  Gleiehnngen  mit  den  GleichnDgen  9)  und  2)  zn- 
8ammeD,  so  ergeben  sieh  die  folgenden  Resultate: 

V. , = ±  n=vzt)\ ,  _  ±i±p .  i*?o, 

VI.  /=±fl+i^Y,,  =  ±l=i^l±^ 

Zu  denselben  Gleiehnngen  führen  die  Annahmen  6).  Die  Substi- 
tution 2)  giebt  naeh  dem  Vorhergehenden  fttr  /^  sechs  verschiedene 
Werte.  Zu  bemerken  ist^  dass  Abel  diese  Transformation  erster  Ord- 
nung mit  der  allgemeinen  Transformation  nter  Ordnung  combinirt  hat, 
wodurch  der  Grad  derselben  ungeändert  bleibt,  und  hierdurch  zu  dem 
nicht  richtigen  Schlüsse  verleitet  vnirde,  dass  jeder  Transformation 
nter  Ordnung  6n-f-6  Moduli  entsprechen.  Dieser  Umstand  ist  schon 
von  Legen dre  in  einem  Briefe  an  Abel  (Oeuv.  I,  p.  IX)  bemerkt 
worden. 

Als  Anwendung  der  in  §  37  aufgestellten  algebraischen  Principien 
der  Transformation  mögen  die  beiden  einfachsten  Fälle  hier  nach  dem 
Vorgange  von  Jacobi  direct  behandelt  werden.  Die  Gleichungen  26), 
28),  29)  und  37)  von  §  37  geben : 

bfn+bf^ik'^x'^+br^%k^x^'\' . . .  +ft,^2*^*a'2"»-«  +k^'^x'^"' 


11) 


12) 


+  x 
[  =  (X+x)  (l+a,a:+a2a:2+..-ham:r~)*. 

1  ^m 


Für  die  Transformation  dritter  Ordnung  ist  m  =  1.    Die 
Gleichung  11)  wird  dann,  ai  =  a  gesetzt: 

13)  \+b^x^-\'X^-^l-  =  (l+o:)  {l+ax)\ 

Nimmt  man  zur  Vereinfachung: 
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14)  l/T=w,   1/7 -=t;, 

so  giebt  die  Gleichung  13)  durch  Vergleichuug  der  Coefificienten : 

^    =  1+2«,  bi  =  2a+a\   ^  =  a\ 


Setzt  man  aus  der  dritten  Gleichung  a  =  —  in  die  beiden  ersten 
Gleichungen,  so  werden  dieselben: 

15)  b,  =  iv+2u^Wv,  b,  =  ^~-u\ 

Die  beiden  Werte  von  b^  geben: 

16)  u^—v^ + 2uv  (1— wM)  =  0, 

durch  welche  Gleichung  die  Relation  zwischen  u  und  v  bestimmt  ist 
Durch  die  Gleichungen  15)  und  16)  sind  bi  und  M  in  10)  und  12) 
bestimmt. 

Fttr  die  Transformation  fünfter  Ordnung  setze  man  in  11) 
m  =  2,  ferner  flir  k  und  /  ihre  Werte  aus  14).  Nimmt  man  zur  Ver- 
einfachung «1  =«,  «2  =  /9,  so  wird  die  Gleichung  1 1) : 

Hieraus  folgt: 

[  b,  =  a^+2(a+ß\   "^  =  2aß+2ß+a\ 


17) 

I   Ä«  =  9«Ä-l-/?2  


\  b,  =  2aß+ß^   A.  =  2a+l ,     ^'  =  ß\ 


Man  nehme: 

18)  /}  =  ?-. 

Die  doppelten  Werte  von  bx  und  ^2  a«s  17)  geben,  wenn  der  Wert  von 
ß  aus  18)  eingesetzt  wird: 

[  (üi—v^)a^+2uHl—u^v)a+2(u^—v^)-  =  0, 
19) 

\  2(1— ?/e;3)a+(M^— t;4)ii  =  o. 

Die  erste  Gleichung  werde  mit  v^+ti^,  die  zweite  mit  2u*  multiplioirt. 
Die  Differenz  der  so  erhaltenen  Gleichungen  durch  {u^ — v^)a  ^vidirt 
giebt: 

20)  (u^+v^)a  =  2uKl+uh). 

Aus  dieser  Gleichung  und  der  zweiten  Gleichung  19)  folgt  durch 
Elimination  von  a: 

(u*—v^)  (u^+v^)+4uv(l+uh)  (l—tw^)  =  0, 
oder: 
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21)  u^—v^+5uhHu^—v^+4:Uv(l—u^v^)  =  0. 

Die  Gleichung  12)  giebt  fttr  m  =  2,  Ar  =  «*,  I  =  v^  und  Substitution 
des  Wertes  von  b^  aus  der  letzten  Gleichung  17): 

^  =  2a+l. 

Nimmt  man  hierin  den  Wert  von  a  aus  der  zweiten  Gleichung  19),  so  ist : 

J_ ^2   _     y — u^ 

M  vhjfi  t;(l— wr')' 
Diese  Entwickelungcoi  in  etwas  anderer  Form  hat  zuerst  Jacobi 
in  Nr.  i2j  der  Asir.  Nachr.,  Ges.  Werke  I,  2g — ^6,  aufgestellt  und 
später  in  §  13  bis  15  der  „Fundamenta"  (Ges.  Werke  I,  J4 — 81)  weiter 
ausgeführt  Ausführliche  Untersuchungen  ttber  die  Transformationen 
dritter  und  fünfter  Ordnung  findet  man  im :  „Premier  SupplJ*  (p.  6y — 
8j)  der  „Theorie  d.f.  e."  von  Legendr e.  Speciell  über  die  Trans- 
formation dritter  Ordnung  vergleiche  man  einen  Brief  von  Her  mite 
an  Borchardt  (Grelle J.  LX,  J04)  und  Cayley:  Sur  la  Irans/orma- 
tion  cuhique  d'une  fonctian  ellipHque  (C.  R.  i86y,  LIV,  ^öp — jöjj. 
Eine  sehr  einfache  Untersuchung  nach  Analogie  der  „Fundamenta" 
enthält  der  sehr  gute,  kurze  Aufsatz  von  Guetzlaff:  Aeqiuitio  nw- 
dularis  pro  transfarmatione  functionum  elltpUcarum  septimi  ordinis 
(Grelle  J.  XII,  173—177). 

§  44.     Die  Lau  den 'sehe  Transformatioii  und  die  Transformationen  von 
Legendre,  Lagrange,  Gauss.    Lineare  Relationen  zwiselien  elliptischen 

Integralen  erster  und  zweiter  Gattung. 

Die  in  §  42  behandelten  Transformationen  gehören  zu  den  so- 
genannten Transformationen  zweiter  Ordnung.  Dieselben  sind 
die  ältesten  Resultate,  was  die  Transformation  elliptischer  Integrale  im 
Allgemeinen  betrifft.  Beinahe  ein  halbes  Jahrhundert  vor  den  bahn- 
brechenden Arbeiten  von  Abel  und  Jacobi  sind  diese  ebenso  einfachen 
wie  nützlichen  Formeln  zuerst  entdeckt  und  bald  darauf  Gegenstand 
der  Untersuchung  der  ausgezeichnetsten  Mathematiker  geworden. 

Setzt  man  in  den  Gleichungen  20)  des  §  42  (S.  343). 

am(u,  k)  =  9P,  am((H-/f')w,  k^)  =  ^1,  k^  =  y-p^, » 

so  erhält  man: 

(l+k')sinq>cos(p 
sm^i  = 


1) 


J9 

co8g),  = j^ . 

,/- — Ti-.— -        1— (1— A')8in»gci 
l/l-Arj8in'-9,  =    ^    j^'      -• 
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and  zwischen  den  Integralen  mit  den  oberen  Grenzen  q>  and  q>i  besteht 
die  Gleichung 


oder 

3)  F{<pukO  =  (\+k')F{<p,k). 


sin^g) 


Nun  ist 


da  aber 


1+^'        iX+ky  {l+k'Y' 

*  <  1  nnd  ^^  <  1, 


soist/Ti  < /f.  Die  Gleichung  3)  zeigt  also,  wie  ein  elliptisches 
Integral  erster  Gattung  auf  ein  ebensolches  mit  kleinerem 
Modul  zurückgeführt  werden  kann.  Die  Amplitude  9)1  ist  grösser 
als  die  Amplitude  9) ;  denn  aus  den  beiden  ersten  Gleichungen  1)  folgt : 

oder 

5)  sin  (29) — 5P|)  «*=  kx  .  singpj , 
mithin,  da  Ati  <  A:  ist, 

sin  (29) — (pi)  <  sin 9^)1,  2gp— g)|  < q>\y  also  99  <  g>i. 

Will  man  umgekehrt  das  elliptische  Integral  erster  Gattung  auf 
ein  solches  mit  grösserem  Modul  zurückführen,  so  rechnet  man  aus 
Gleichung  3)  aus 

F{q>,k)  =  ^  F{q>,,  k,)  =  l^F(q>uk,) 

und  muss  nun  ki  als  gegebenen  Modul  ansehen,  also  k  durch  kx  aus- 
drücken.   Es  ist 

^  ~  l+^i     ^    ~  (1+kx)^  '  ^  ■"  (1+^,)^     "  ~  1+kx 
Bezeichnet  man  nun  die  gegebenen  Grössen  q>i  und  Art  mit  q>  und  k 
und  setzt  oben  ^1  für  q)  und  xx  für  k,  so  erhält  man  das  Resultat: 

6)  Fitpx,  kx)  =  ^  /'(gp,  A:),  8in(2^|— 9)  =  Arsing),  Xj  =  |^. 

Diese  Gleichung  zeigt,  wie  ein  elliptisches  Integral  erster 
Gattung  auf  ein  solches  mit  grösserem  Modul  und  kleinerer 
Amplitude  zurückzuführen  ist 

Die  Gleichungen  1)  enthalten  die  sogenannte  Transformation 
von  Landen.    Die  erste  dieser  Gleichungen  hat  zuerst  Landen  in 

Enneper,  elUpt.  Fanotionen.     2.  Aufl.  28 
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den  PhiL  Trans,  LXV,  283, 1775  aufgestellt;  das  geometrische  Theorem, 
welches  zu  der  analytischen  Rechnung  Veranlassung  gegeben,  findet 
sich  indessen  schon  in  den  PhiL  Trans.  fUr  1771  ausgesprochen.  (Man 
vergleiche  auch  John  Landen:  Mathemattcal Memoirs  I,  32.  London 

Die  Transformation  von  Landen  lässt  sich  nun  beliebig  oft  wieder- 
holen und  dadurch  der  Modul  unter  dem  Integral  immer  kleiner  machen. 
Zur  Berechnung  des  Winkels  9)1  aus  dem  Winkel  q)  kann  man  aber 
eine  bequemere  Gleichung  benutzen,  als  die  erste  der  Gleichungen  1). 
Die  Gleichungen  1)  und  3)  geben  nämlich  sofort: 

7)      tang(g)i-9)  =  Ar'tanggo,   F{q>,,  ~^j)j  =  (l+/r')  F(q>,  k\ 

Setzt  man  nach  dem  Vorgange  von  Legendre: 
ky  =  Y^'»  tang(9)i— 9>)  =  Ar'tang^), 

fc2  =  YJ^IjT  '  tang(9),— g)i)  =  k\  tang^),, 


kr  =  Vi  77^  ^  '   tang(9>r— 9)r-l)  =  /f'r-l  taUg  g)r-l , 

SO  giebt  die  wiederholte  Anwendung  der  Gleichung  7): 

F(9>.  k)  =  Y^  F((pu  kx\  F{q>u  k,)  =  j-p^  F{q>^,  k^) . . ., 


folglich : 


^^«''  *^  =  (i+AO(i+;^',)....(i+^v:.)^^^-'  *^^- 


Um  zu  zeigen,  dass  Lim  kr  =  0  ist,  wenden  wir  den  bekannten 

Satz  an:  ,,Wenn  in  einer  Reihe  Ui,  ti.2,  ti3,...tir  .•• 

-l<Liin'^<l 

(r  =  ao)  Ur 

ist,  so  ist  Lim  t^  =  0*.    In  unserem  Falle  ist  aber 

kr^l   _       l—k'r        _       1—k'r^        ^  kr 

kr  kr{l+k'r)  kr{l+k\Y  (1+A:V)2  "^   ^' 

mithin  Lim  kr  =  0,  also  Lim  F{q)r,  kr)  =  tpr-     Für  ein  wachsendes  r 

(r  =  OD)  (r  =  OD) 

ist  mithin 

8)  F(sp,  k)  =  y.  (!+*')  (H.A'y77.-.ll+7;ZÖ ■ 

In  Folge  der  Gleichung  18)  von  §  42  war  Z  =    -J—  iT,  d.  h.  geht  q 
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über  in  q\  so  geht  A^  über  in  —^-  K  und  k  über  in  -—r-ji  •      In    den 

Gleichungen  1)  und  3)  ist  also  (p^  =  jr,  wenn  ^  =  — •   Sind  i^i,  Ä'2, 

£3 die  ganzen  elliptischen  Integrale  erster  Gattung,  welche  den 

Moduln  /ft,  A:2f  ^39 entsprechen,  so  erhält  man  unmittelbar: 

Da  nun  lim  ÄV  =  — '  so  ist: 

also: 

9)  K=^{l+k,){X+k^){X+k^).... 

Diese  Gleichung  mit  8)  combinirt  giebt: 
10)  F{(p,  k)  = 


2k'  q>r 


Jt     2'* 
wo  rechts  r  unbegrenzt  zunimmt 

Mit  Hülfe  der  Gleichung  9)  lässt  sich  der  Wert  von  A"  fUr  einen 
gegebenen  Modul  /r,  der  nicht  sehr  nahe  an  1  ist,  sehr  leicht  berechnen. 
Setzt  man  nämlich  k  =  sin  ^,  so  wird  nach  6) : 

.        1—k'       1— eos^       .  ,^      ,  .,  1 

cos* — 
2 

und  wird  dann  wieder  ki  =  sin^i  gesetzt,  so  wird 

2 

und  so  fort    Also  findet  man 

J€  1 


'     cos4  .  cos4  .  COS^ 
2  2  2 


wo  die  d-  aus  den  Gleichungen: 

sin^  =  A:,  sin^i  =  tg^— '  8in^2  =  *g^v'  •  •  • 

successive  zu  berechnen  sind. 

Ebenso  kann  man  mit  Httlfe  der  Gleichung  10)  das  elliptische 
Integral  1.  Gattung  F(%  k)  fbr  einen  gegebenen  Modul  k  berechnen. 
Zur  Bestimmung  der  Winkel  g>i,  9)2,  q>z  etc.  dienen  ebenfalls  die  Gleich- 
ungen 6),  die  nach  Einführung  der  ^  so  gesehrieben  werden  können: 

28* 
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tg(9)i— 9P)  =  cos^tg9),  tg(q>t—q>i)  =  cos^itg^),, 

tg(9)3— 9,)  =  cosi^-j tgg)j, . . . 

Würde  z.  B.  cos^a  =  1,  so  wird  tg(9)4— 9)8)  =  tg9>3,  also  q>4  —  29)5; 

es  wäre  also  lim  ^  =  ^  • 

In  gleicher  Weise  lässt  sich  die  Transformation  6),  welche  auf  ein 
Integral  mit  grösserem  Modul  führt,  verwerten,  um  F{ky  9p)  numerisch  za 
berechnen.    Man  erhält  die  grösseren  Moduln  aus  den  Formeln: 

2\/k  21/^  2l/Äj 

und  die  entsprechende  Reihe  der  Amplituden  durch  die  Gleichungen: 
sin(2v^i  —g))  =  kBin%  sin(2v?2 — ^i)  =  Arisin^i,  sin(2V'3 — V2)  =  k^siny^^j . . . 
und  die  zugehörigen  Integrale: 

2 
Hieraus  folgt 


(l+k)  (l+X,)  (I+XO  .  .  •  (l+Xr-l) 

Da  nun  fttr  jedes  n 

2      _  x»fi 

ist,  so  kann  man  aach  schreiben: 

F{%  k)  —  -4=\/xi  «2  «3  .  .  .  Xr-l  •  F(tpr,kr). 

yk 

Die  Moduln  Xr  nähern  sich  mit  wachsendem  r  der  1;  denn  wenden 
wir  den  S.  354  benutzten  Httlfssatz  auf  die  Reihe  1 — «i,  1 — X2,  1 — X3, 
...  1 — Xr,...  an,  so  erhalten  wir 

also  Limxr>=  1.    Ferner  wird 

(r  =  a>)   ^  '  /  COSV^  ^  V4  2   y 

Wir  erhalten  somit  das  Resultat: 


fUr  ein  unbegrenzt  wachsendes  r.  In  der  Dissertation  von  A.  Harp recht: 
„De  computationihis  functionum  ellipUcarum,   quarum  moduli  sunt 
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reales",  Berlin  1862,  ist  F{<p^  k)  für  tang^:)  =  1/  7= '  A  =  sin  76®  mit  Hilfe 

beider  Transformationen  auf  7  Deeimalstellen  berechnet;  in  der  Seala 
der  abnehmenden  Modnhi  wird  k^  und  9)4,  in  der  der  zunehmenden  nur 
X2  nnd  9>2  benutzt 

Es  ist  wohl  wesentlich  das  Verdienst  von  Legendre,  in  der 
kurzen  Abhandlung  von  Landen  das  eigentliche  Princip  der  Trans- 
formation elliptischer  Integrale  herausgefunden  und  verwertet  zu  haben. 
In  der  „Histoire  de  VAcaddmie"  (Ann^e  ij86,  Paris  1788,  616 — 64J) 
hat  Legendre  unter  dem  Titel:  „Memoire  sur  les  intigratiotis  par 
d'arcs  d'ellipse"  Untersuchungen  über  elliptische  Integrale  gegeben, 
welche  die  ersten  Spuren  seiner  späteren  bedeutenden  Forschungen 
enthalten.  An  diese  Abhandlung  schliesst  sich  unmittelbar  (pag.  644 — 
68 j)  eine  weitere  an  unter  dem  Titel:  „Second  memoire  sur  les  üM- 
grations  par  d'arcs  d'elltpse",  welche  sich  nur  mit  dem  von  Landen 
gefundenen  Theoreme  beschäftigt  und  dasselbe  aus  eigenen  Formeln 
herleitet  In  dieser  zweiten  Abhandlung  erscheint  auch  zum  ersten 
Male  bei  Legendre  der  Name  Lagrange  in  Verbindung  mit  Unter- 
suchungen über  elliptische  Integrale.  In  seinem  grossen  „Tratt&*  er- 
wähnt Legendre  der  tiefen  und  klaren  Untersuchungen  des  grossen 
Mathematikers  nur  sehr  vorübergehend  und  in  Worten,  welche  mit 
dem  reichen  Inhalte  der  Arbeit  von  Lagrange  in  keinem  rechten 
Verhältnis  stehen:  «Enfin  Lagrange  se  signala  de  nouveau  dans  la 
meme   carriöre  en  donnant  une  m^thode  gön^rale  pour  trouver  par 

PPdx 
approximation    les   integrales    de    la    forme     /  — ^-.*     (FoncL   elL 


Introd.  p,  j). 

So  sehr  auch  Legendre  die  Entdeckung  von  Landen  bewundert, 
kann  er  nicht  umhin  zu  bemerken,  dass  derselbe  nur  einen  unbedeu- 
tenden Gebrauch  von  derselben  gemacht  habe  ( —  qui  d'ailleurs  n'en 
a  tir^  qu'un  m^diocre  parti).  Am  Schlüsse  von  Chap.  XIX  (FoncL  eil. 
1, 8g)  bemerkt  Legendre:  „En  terminant  ces  observations  nous 
signalerons  comme  un  fait  digne  de  remarque,  qu'Euler  n'ait  rien  öcrit 
ä  Toccasion  du  Memoire  de  Landen,  imprimö  dans  les  Transactions 
philosophiques  de  1775,  d'oü  il  faut  conclure  que  ce  Memoire  n'est 
pas  parvenu  k  sa  connaissance;  car  dans  Thypothöse  contraire,  cet 
illustre  g^omötre  aurait  sans  doute  suivant  son  usage,  publik  ses  propres 
röflexions  sur  une  döcouverte  analytique  qui  devait  particuliörement 
rinteresser". 

Es  lässt  sich  wohl  ziemlich  sicher  annehmen,  dass  dem  ebenso 
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gründlichen  wie  gewissenhaften  Lagrange  die  Arbeit  von  Landen 
unbekannt  geblieben  war,  da  sieh  dieselbe  nicht  citirt  findet  in  der 
Abhandlang  „Sur  une  nouvelle  mithode  de  ccUcul  tnUgral,  pour  les 
diff^entielles  affecties  d*un  radtcal  carr^  sotcs  lequel  la  variable  ne 
passe  pas  le  quairieme  degr^'.  Memoire  de  l'Ac,  d.  sc.  A.  1^84 — ^T^S- 
IL  P.  Turin  iy86,  218 — 290.  Oeuvres  II,  2j;j — j/2.  Am  Schluss  von 
Nr.  77  finden  sich  die  Worte:  „Gomme  cette  mithode  est  d*un  genre 
assez  nouvean,  et  qn'on  pourrait  rencontrer  encore  quelques  difficult^s 
dans  son  usage,  nous  allons  Tappliquer  en  detail  k  la  rectification  des 
arcs  elliptiques  et  hyperboliques^^ 

In  der  oben  erwähnten  zweiten  Abhandlung  Legendr e's  vom 
Jahre  1786  ist  der  von  Lagrange  gefundenen  Resultate  in  der  Ein- 
leitung kurz  gedacht  worden.  Hierdurch  erledigt  sich  die  Bemerkung 
von  Richelot  im  Vorwort  zur  Schrift:  Die  Landen'scAe  Transfor- 
mation (Königsberg  1868):  „Dass  Lagrange  in  seiner  Abhandlung 
(Turiner  Memoiren  1784,  218)^  worin  er  die  später  nach  Gauss  ge- 
nannte Transformation  der  elliptischen  Integrale  und  den  Algorithmus 
der  arithmetisch  -  geometrischen  Mittel  angegeben  hat,  nirgend  der 
Arbeit  Landen^s  erwähnt,  dürfte  weniger  auffallend  sein,  als  dass 
Legendre  nirgend  der  Abhandlung  von  Lagrange  erwähnt,  obgleich 
er  den  Zusammenhang  der  Lagrange'schen  und  Landen'schen  Trans- 
formationsformeln (Theorie  d.f.  e.  8g)  angiebt" 

In  Nr.  y  der  genannten  Abhandlung  giebt  Lagrange  folgendes 
Resultat  ttber  die  Transformation  elliptischer  Integrale:  Man  nehme: 

q=p-\/p^- a\  q  =  P-  \/P^-q\  T  =  / -  l//'^ - q%  •  •  • 

ferner: 

^ yR  „  yR'  ,»,  y'R" 

»  y  =  -1 — T~*T77h '  y   —  v~r   '-^r^'ö '  •  •  •  • 


='       l±q'^y^-'        l±q^y-'"        l±q"'y'^ 
wo  zur  Abkürzung  gesetzt  ist: 

R  =  l/("i±p^y^)Ti±?y^,  Ä^j/(i±FV^Hi±? Vh 
Es  finden  dann  die  folgenden  Gleichnngen  statt: 


/'a        "'a  ^       .         r%Hf 


nnd: 


„»2  _  ±g»y  »-1+Ä- 

y   —         ^2p"^       '  •  •  •  • 


dy  _  dy  _  dy 
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Es  werde  q  <p  angenommeii ;  dann  nimmt  die  Reihe  der  Quantitäten 
P^  p\  P'  •   zu ,   da  /  >  j9,  p*  >  p  etc.    und    es   ist  q  <  p.     Nun   ist 


,        q^  q 

^'  =  ^  =  ^ .  -^1  folglieh  q  <  q.    Ebenso  findet  man  q  < q^  q"< q 

etc.,  so  dass  also  q^  q\  q'\..  eine  Reihe  unbegrenzt  abnehmender  Quan- 
titäten ist. 

Diese  Gleichungen  von  Lagrange  sind  im   Grunde  genommen 
eine  Wiederholung  der  Gleichungen   1)  und  3).     Setzt  man  nämlich 

z  z 

y  =  —  und  y  = —r,  80  folgt: 


dz  p+\/p^—q^  dz 


(1  ±  z^)  (1  ±  1^  z^)  ^  |/(1  ±z^(l±^  z^) 


Nimmt  man  die  unteren  Zeichen,  so  folgen  die  Gleichungen  1)  und  3) 
unmittelbar  (Vir  q  ^^ pk,  z  =  Bing)  und  z'«=  sin 9)1.  Die  vorstehenden 
Differentiale  lassen  sich  nach  der  Tabelle  auf  Seite  17  immer  auf 
Normalform  elliptischer  Differentiale  bringen. 

In  Nr.  II  und  12  hat  Lagrange  ein  zweites  System  von  Reduc- 
tionsgleichnngen  aufgestellt,  welches  aus  dem  ersten  folgt,  indem  die 
Reihen  der  y?,^...  und  q^q\.*  ttber  p  und  q  hinaus  nach  den  ent- 
gegengesetzten Seiten  weiter  fortgesetzt  werden,  so  dass  diese  Reihen 
folgende  sind: 

-'•'  PU  P2^  Pi  P  ^  P      •  •  •  • 

—  qu  <7i7  q^  q\  q  — 

Zur  Bestimmung  von  PuPi^**^  und  q^qi^^-*.  dienen  die  Gleichungen: 

P=A+l/pF-g?)  Pv  =i?a  +  l/p^— gL  ••• 

q=Pv—\Jp\—q\^  ^1  =P\—\/p\—^\^  ••• 

Die  Gleichungen  geben  umgekehrt: 

P\ 2~,  Pi  —  —^.  ... 

qv  =\/pq^  Qt  ==l/pi^ii ... 

Da  ^  <  p,  so  ist  j^i  <  ^,  femer  ist  q^  <  j»,  also  Pt<Pv*  Die  Quanti- 
täten p^Pi,  P2  "  nehmen  ab.    Da  p  >  9,  so  ist  ^i  >  q.    Es  ist  femer 

Pi  —  ^i  =  v>  ^\/p ~" /^)^  *^^  P^  >  ^j  mithin  auch  q2>  qi]  die  Quan- 
titäten  9,  ^i,  ^2  *  •  *  nehmen  also  zu.    Man  setze  nun: 
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wo: 

Diese  Gleichangen  geben: 

und: 

^=  ^_  ^  _ 

Um  diese  GleichuDgen  mit  den  Gleichungen  2)  und  4)  in  Verbindung 
zu  bringen,  setze  man  y  =  — ,    vi  —  —  und  ^  =  k.    Es  ist  dann: 

Pi       1+k'  p  2    '  p        ^    ' 

Nimmt  man  in  den  Ausdrücken  ftlr  R,  R^ ...  die   unteren  Zeichen, 
so  folgt: 

-^v dzi 1+k dz 

IJ)  Z, — ^ 

Fttr  2  =  sing)  ist: 

-ox                        s       H-/rsin*9)  — cos9)/i(9[') 
Id)  z. 

Wenn  z  =  am  u  genommen  wird,  so  giebt  die  Differentialgleichung 
zwischen  z  und  zi'. 

z,  =  snL— u,^J. 

Nun  ist  aber,  wie  aus  Gl.  2)  und  3)  des  §  26  (S.  195)  sich  ergiebt: 

,         1 — cn2w 
l  +  dn2w 
folglich: 


z?  = 


l  +  dB[(l+*)«,|-^] 

Setzt    man    hierin    die  Werte    aus  32)    des  §  42  (S.  346)    ein   und 
amu  =  9  so  folgt: 
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,      l+Asm'o) — cos9)id(9>) 

welche  GleichoDg  mit  der  obigen  für  z]  ttbereinstimmt 

Eine  gleich  bequeme  Berechnnngsmetode  wie  die  Landen' sehe 
Transformation  liefert  die  Transformation  von  Gauss  und  das  von 
ihm  so  genannte  «arithmetisch-geometrische  Mittel*.  Dieser 
Algorithmus  findet  sich  zuerst  in  der  inhaltreiehen  Abhandlung:  Deter- 
minatio  attractionts  quam  in  punctum  quodvts  postttonts  datae  exercet 
planeta  st  ejiis  massa  per  totam  orbttam  ratione  temporis  quo  singulae 
partes  describuntur  untformiter  esset  dtspertita,  (Conitnentat,  Gotting. 
i8i8,  IV,  21—48.    Werke  III,  333  u,/). 

Aus  den  Gleichungen  32)  des  §  42  ergiebt  sich,  wenn 

am  (tt,  k)  =  v?i,  am  Ul+k)  u,  |^1  =  ^ 

gesetzt  wird 

(l+/r)sintp| 

Setzt  man  hier  k  =  — ; — ,  so  erhält  man: 

m+n 

-  ,v  .  2msintpi 

14)  sm  tp  =  7 — r— T z — r4 — ^-i, —  1 

'  ^      (m+n)  cos^^i  + 2m  sm^^i 

/V dw /•vji dfv^ 

j      |/4m2cos^w+4n2sin*ii;        /     l/(m+»Pcos2«;+4mwsin2w 

Setzt  man  zur  Vereinfachung      ^    =  m',  \fnm  —  n',  so  lässt  sich  die 

Integralgleichung  auch  schreiben: 

dw 


15)      />  ___*«U=_  =.  /-^f^i 
J      l/m^cos^w+n^sin««;     J       l/m'2 


cos^w+w'^sin^«'* 


m  =  — — —  ,   n  =  l/mn. 


In  der  Form  der  Gleichungen  14)  und  15)  hat  Gauss  seine  berühmte 
Reduction  elliptischer  Integrale  gegeben,  über  welche  in  §  16  der 
oben  citirten  Abhandlung  (Werke  III,  3^2)  sich  folgende  Bemerkung 
findet:  «Lectoribus  autem  gratum  fore  speramus,  si  hacce  occasione 
determinationem  harum  aliarumque  transcendentium  per  algorithmum 
peeuliarem   expeditissimum   explicemus,    quo  per  multos  jam   abhino 
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annos  freqnenter  nsi  snmns,  et  de  quo  alio  loco  copiosins  agere  pro- 
positnm  est* 

Bildet  man  die  Reihe  der  Quantitäten: 

,      m  +  n       ,         I — 
fti  ^= — ö — '    n  =  l/m»i 

m  =■  — - — ,   n  =  \/mn  , 


•  •  •  •  • 


80  ist  m^"^^^  das  arithmetische,  n^^-^^^  das  geometrische  Mittel  der  ent- 
sprechenden vorhergehenden  Quantitäten  mf^^  und  n^**). 

Es   ist  m'-n'  =  0^5=]^)',   ««_„"  =  "fLtJ^  _  j/^'    oder 
m"—  n"  =  — ■~^'  —  (l/m^  —  l/n^)  l/«^    Hieraus  folgt  m"—n"  <  -^ 
d.  i.  m"—n"  <  ül^  ^  l'"^  .     Ebenso  findet  man   m"'—ri"  <  — g— ' 
mithin  um  so  mehr  m'" — n'"  <  — -  ,  allgemein: 

O 

Fttr  wachsende  r  ist  folglich  lim  (iw^'*> — »<'*^)  =  0,  d.  h.  m<'*>  und  n^»") 
convergiren  gegen  eine  gemeinschaftliche  Grenze /i,  welche  Gauss  das 
arithmetisch-geometrische  Mittel  der  beiden  Quantitäten  m  und  n 
nennt.  Ueber  dieses  arithmetisch-geometrische  Mittel  enthält  der  dritte 
Band  der  Werke  von  Gauss  /.  361 — 404  aus  dem  Nachlasse  des 
grossen  Mathematikers  eine  Reihe  ungemein  scharfsinniger  und  inter- 
essanter kleiner  Aufsätze  und  Notizen.  Durch  fortgesetzte  Transfor- 
mation wird  die  Integralgleichung  hergestellt: 

16)    C"^      __    ^ =    f"^*       _     ^^      _     ^jg! 

/      l/m^cos^w+n^sin^w        /      l/jM^cos^w+^u^sin^w       yL  ' 

wo  ^'  der  Wert  ist,  gegen  welchen  der  Winkel  v^r  convergirt,  wenn: 


t  • 


msm^t  .  m  smtpo 


w  cos2  ^i  H-m  8in2  y, '        ^  *       m"cos2tp2+»»  sin^^j 
Zu  der  Methode  von  Gauss  hat  Jacobi  in;  §  38  der  „Funda- 
menta*'   (Ges,   Werke  I,  152  f.)  folgende  weitere  Ausführungen   ge- 
geben. 

In  den  Gleichungen  1)  setze  man  op  =  ip.   und  k  =  — ; — ,  also 
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2jw8inyi 

^^  ^  ~  im+n)  eos^fpi+2mBm'^y)i ' 

^  {m + w)  cos^  ^1 + 2m  ßin^  ^i 

Aus  der  letzten  der  vorstehenden  Gleichungen  ergiebt  sieh  ohne 

Schwierigkeit:  

m+n      m— l/w^cos^ip+w^sin^tp 

2         ]/m^GOB^tp+nHm^fp—n 
oder  auch:  

fn+n^      ,     yi+l/m^cos^V^+n^sin^V^ 

m  .  tang^v^i  =  — ^tang^y       ^, ^         ,  —- 

^  2  ^     m+l/fw^cos^V^+n^sin^v? 

Für  ^^  =  w'  und  \/m^eoBhp  -fn^inhp  =  /i  ist  einfacher : 


,  n+A 
Setzt  man  mit  Jacobi: 


V- 


!/■ 


m+A 

n     m  +n'      ,,      ,  /—r-T     .,f       I  /    '   "  n'+A' 
m  =  — ——  1  n  =  l/m n ,  J  =  l/  m m  — r-r-r, » 


•     • 


ferner : 

SO  giebt  das  Product  dieser  Gleichungen: 

17)  tangtpr  =  — »"' ir  i^^Pgy^' 

Nun  ist  aber  nach  Gleichung  16)  ftlr  ein  unbegrenzt  zunehmendes  r: 
limtpr  =  M>-    Setzt  man: 

^  dw 


m^cos^go+n^sin^y 


=  *, 


SO  giebt  die  Gleichung  16)  tp'  =  (i^.     Nimmt  r  in  der  Gleichung  17) 
unbegrenzt  zu,  so  dass  tpr  =  tp\  so  giebt  dieselbe : 

tangjE«^  =  tang^. 


mt/ifn  . . .. 


was  die  von  Jacobi  gegebene  Gleichung  ist 
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Fttr  ip^—  ist  in  Folge  von  7)  aneh  ^,  =  —  •     Man  findet  so, 

dass  allgemein  y^  ==  -^ »   also  auch  ^'  =  —  i  wenn  V  -=  -^  •     Für 
diesen  Wert  von  ^>  geht  die  Gleichung  9)  ttber  in: 

n 

~i 


I 


n 

drv  X 


0 

darch  welche  Gleichung  das  arithmetisch-geometrische  Mittel  der  Quan- 
titäten m  und  n  allgemein  definirt  ist. 

Zur  Litteratur  ttber  das  Gauss'sche  arithmetrisch- geometrische 
Mittel  sind  folgende  Abhandlungen  zu  nennen:  C.  W.  Borchardt: 
„  Ueber  das  arithmettsch-geoinetrische  Mittet*,  Grelle  J.  L  VIII,  i2y — 134. 
Ein  ähnlicher  Algorithmus  fUr  4  Elemente  ftthrt  auf  hyperelliptische 
Integrale;  vgl.  C.  W.  Borchardt:  „ Ueber  das  arithmetisch-geometrische 
Mittel  aus  vier  Elementen",  BerL  Monatsber.  i8y6, 611—  621.  H.  v.  M  a  n  - 
goldt :  „  Ueber  eine  Stelle  aus  den  von  Gauss  nachgelassenen  Schriften 
über  das  arithmetisch-geometrische  Mittel",  Schlömilch  Z.  XX,  J62 — j68, 
iSy^,  C.  H.  Kümmel:  The  quadric  trans/ormation  of  eüiptic  intcgrals, 
combined  with  the  algorithm  of  the  arithmetico-geometric  mean", 
Washington  Bull.  VII,  102 — 121,  188^. 

Im  Chapitre  XVII  seines  „Traitö  d.  F.  e"  hat  Legendre  die 
beiden  von  Lagrange  angegebenen  Methoden  in  etwas  einfacherer 
Form  auf  die  Berechnung  der  elliptischen  Integrale  erster  Gattung  an- 
gewandt.   Setzt  man  in  der  Gleichung  13)  z^  =  sin^)',  so  folgt: 

18)  28in^gp'=  l+ksm'^q) — (iOBq>/l(q>) 

und  hieraus: 

2  cos^  9)'  =  1 — k  sin  V + cos  9)  /f  (9)), 
2  sin  9)' cos  90'  =  8in29>'  =  siuq)[keoBq)+J(^)]^ 
cos^^)' — sin^gp'  =  COS29)'  =  — k  Bm^^+ cos  (p  /l((p). 
Die  beiden  letzten  Gleichungen  geben: 

19)  sin  (2g)' — 9>)  ==  k  sin  tp. 

Fttr  z  =  sing)  und  zi  =  sing)'  wird  die  Gleichung  11): 

dq)  1+k         d(p 

Da  nach  18)  g)'  =  0,  wenn  tp  =  0,  so  folgt  durch  Integration : 


->o)  /■(..•,  fS)  = 


2l/*\  _  1+* 


F(ip,  k\ 
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ttbereinstimmend   mit  den  GleichuDgen  6).     Fttr  9>'  =  —   giebt  die 

Gleichung  19)  99  =  ^.  Da  nun  F{x^  A:)  =  2/'(  — »  Ar],  so  erhält  man 
aus  der  Gleichung  20): 

Von  den  Transformationsgleichungen  zweiter  Ordnung  hat  Legendre 
sehr  ausgedehnte  Anwendungen  in  den  Chap.  XIX— XXII  auf  die 
numerische  Berechnung  der  elliptischen  Integrale  aller  drei  Gattungen 
gemacht.  Bemerkenswert  ist  d|ks  Problem,  welches  sich  Legendre  stellt 
und  durch  Approximation  behandelt,  (Trattö  des.  foncL  eil.  I,  p2),  aus 
dem  gegebenen  Werte  des  Integrals  F{%  k)  die  Amplitude  q>  zu  be- 
rechnen. Bei  Anwendungen  der  Gleichungen  18)  auf  elliptische  Inte- 
grale zweiter  Gattung  gelangt  Legendre  zu  einer  sehr  bemerkens- 
werten einfachen  Relation.    Die  Gleichung  18)  giebt: 

/2l/^y  .  2   '  __  —k"^+ 2 (1— A:» sin^y)+2A:eosy  ]/l—k'^ sin^ <p 

Multiplicirt  man  diese  Gleichung  mit: 

dij^ l+A:  dtp 

und  integrirt  darauf,  so  folgt: 

Das  elliptische  Integral  erster  Gattung  F(sp^  k)  lässt  sieh 
mittelst  der  vorstehenden  Gleichung  durch  zwei  elliptische 
Integrale  zweiter  Gattung  ausdrücken.    Setzt  man: 

22)  S  =  tangg)  J(9))— ^(9),  k)+k!^F((p,  k), 

so  lässt  sich  S  durch  Substitution  des  Wertes  von  /X9>)  k)  aus  21)  auf 
die  Form  bringen:  _ 

23)  S  =  tanggp J(9))+Ä(9), Ar)+2^sin9)— 2(l+*)^(9>',  Y+k)' 

Es  sind  die  beiden  Gleichungen  22)  und  23),  welche  das  Theorem 
von  Landen  enthalten,  das  den  Bogen  einer  gleichseitigen  Hyperbel 
durch  zwei  Ellipsenbogen  ausdrückt  und  welches  bei  dieser  Darstellung 
sich  auf  eine  einfache  Anwendung  der  von  Legendre  gegebenen 
Gleichung  21)  reducirt.  Wir  werden  auf  das  Landen'sche  Theorem 
bei  den  geometrischen  Anwendungen  der  elliptischen  Functionen  zurück- 
kommen. 
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■ 

Sind  die  Winkel  90,  q>*  and  q>'  durch  die  Gleichungen  verbunden: 

sin  (29)' — 9))  =  /rsing),  sin  (29)'' — g^O  =  Arisin^)' 
wo:  _ 


h 


l+A: 


setzt  man  femer  Atj  =  7^—  >  so  hat  man  analog  wie  die  Gleichung 

l  +  ATj 

21)  die  beiden  folgenden: 

(1+A:)^(^',  kd=—-F{tp,  k)+E{tp,  k)+k%mq>, 

Mittelst  der  Gleichung  6): 

F(g>',k,)==-Y^F(q),k) 

lässt  sich  /"(g),  Ar)  zwischen  den  Gleichungen  24)  eliminiren;  es  ergiebt 
sich  dann: 

^■^^    E(g>,  k)-(2  +  i=|)  AX^',  k,)+2{l+k,) Eigf^  k^) 


iX+k) 


+  k  TTTZ^  8^^^ — 2A:i  sin  g)'  =  0. 


(1+^)' 

Diese  Relation  zwischen  drei  elliptischen  Integralen  zweiter 
Gattung  findet  sich  „Tratte  des /.  elL*'  1,8$,  Mittelst  der  Gleich- 
ungen 1)— 4)  lassen  sich  der  von  Legendre  aufgestellten  Gleichung 
21)  die  folgenden  an  die  Seite  stellen: 

25)  (l+*0^(^..  ;^^  =  2£(9>,*)+2r/'(,>,*)-*!^«^, 

tang(9)i — 9))  =  /r'tangg). 

26)  (,+*)  l(»,  fg)  =  2«,,  *)-*'<f  (*  *,+  ?«!2|^H(?), 

^        l+Arsm^g) 

Bei  der  zweiten  Relation  zwischen  elliptischen  Integralen  ist  die 
Rednctionsformel : 

iX^vyi  /l-Z^sin^yV    1     _     ... A:'2_  rf  /8inyco8(y)Z<((3p)\ 

(1+^^    Vl+^8in2g)j  J(9))-2^^^^     .l(9))+^^rf^V    l+^sin^^)    / 

anzuwenden,  welche  sich  mittelst  der  Gleichungen  7)  und  9)  §  26 
Seite  207  ergiebt.    Durch  Einführung  elliptischer  Functionen  und  der 
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anf  Seite  218  unter  Gleichung  17)  aufgestellten  Definition  von  ^f  am j 

lassen  sieh  die  Gleichungen  25)  und  26)  auf  andere  Formen  bringen. 
Die  etwas  weitläufigen  Rechnungen  sollen  nicht  weiter  ausgeführt  werden  ; 
nur  sei  bemerkt,  dass  bei  diesem  Verfahren  in  beiden  Gleichungen  die 
Variabein  verschwinden,  ein  Umstand,  der  sich  a  priori  erwarten  lässi 
Die  Relationen  zwischen  Constanten,  welche  übrig  bleiben,  folgen  direct 

aus  den  Gleichungen  25)  und  26)  für  gp  =  — »  g>x  =  x  und  ^  =  — . 

Eine  kurze  geometrische  Ableitung  der  Transformation  von  Landen 
findet  sich  in  einem  Briefe  von  Jacobi  an  Hermite  (Grelle /.  XXXII, 
lyS  und  Jacobi 's  Ges,  Werke  II,  n$).  Das  von  Jacobi  angewandte 
Verfahren  findet  sich  weiter  ausgedehnt  bei  Küpper:  Demonstration 
göom^trique  de  cette  proposition,  que  toute  fonctton  eUipttqtie  de 
Premier c  espece  peut  etre  remplac^e  par  deux  /onctions  elliptiques  de 
seconde  espece,  et  D&veloppement  d'une  farmule  relative  ä  la  rectifi- 
cation  de  Vhyperbole  (Grelle  /.  IV,  89 — gs).  Die  vollständigste  Arbeit 
über  die  sogenannten  Transformationen  zweiter  Ordnung  ist  Rieh elot: 
„Die  Landen* sehe  Transformation  in  ihrer  Anwendung  auf  die  Eni- 
Wickelung  der  elliptischen  Functionen,  Aus  einer  Gorrespondenz  mit 
Herrn  Professor  Schröter''  (Königsberg  186S.)  In  seinen  Vorlesungen 
hatte  Riehelot  direct  aus  der  Lan deutschen  Transformation  die  Ent- 
wiekelung  der  elliptischen  Functionen  in  unendliche  Producte  (also  die 
Resultate  in  §  11)  hergeleitet.  Es  folgt  nämlich  aus  der  Landen'schen 
Transformation  für 

l+Ar 


,     ,,        K{      /A\'u     ,  \ 
an  (m,  Ar)  -=  -^  an  f -^  ^  Ar,  1 


cn 


(f  •  *■) 


dn 


da 


(f •  *■) 


*'.-/='  .rj-.  =  -J-  /  ^^^^^^ = (1+*)^ 


k   /*"  dq>     ^ 
~J  Aifp,  k)  - 


d9>      _l+*y 


cn  ti 
mithin  wenn   man  für  -^ —  setzt  snfu+AT), 

dnw  V    •     /' 
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Es  lässt  sich  also  Sinns  Amplitndo  als  Product  zweier  solcher  Func- 
tionen  mit  vergrössertem  Modul  darstellen.  Diese  Formel  wird  nun 
wiederholt  angewendet,  indem  man  jeden  Factor  rechts  wieder  zerlegt; 
schliesslich  nähert  sich  der  Modul  der  1  und,  statt  der  Function  sn 
haben  wir  die  Exponentialfunction.  Bichelot's  Methode  wurde  von 
seinem  damaligen  Zuhörer  Duröge  in  Abschnitt  XIII  seiner  „Theorie 
der  eUipttschen  Functionen",  Leipzig  i86i,  veröffentlicht  In  der  oben 
genannten  Schrift  Richelot's,  deren  Titel  den  ebenso  wertvollen  wie 
reichen  Inhalt  nicht  ganz  erraten  lässt,  hat  Richelot  die  Transformation 
von  Landen  auch  dazu  angewandt,  die  elliptischen  Functionen  in 
Form  unendlicher  Reihen  darzustellen.  Eine  analoge  interessante  An- 
wendung der  Transformation  von  Gauss  hat  Schröter  auf  sehr  ein- 
fache Ali  ausgeführt 

§  46«  Die  Multiplication  und  BiTisioii  der  elliptischen  Functionen«   Theorem 

von  Jacobi«    Litterarische  Notisen« 

Nimmt  man  in  den  Gleichungen  1),  2)  und  3)  von  §  26  (S.  195) 
u^=w,  dann  successive  v  =  w^  2w, . . ,  setzt  zur  Abkürzung  sn  it;  =^  x, 
so  folgt: 

D^%Ti2w  =  2x  l/l— a;2  /l— Ar^x^, 

/?2Cn2w  =  1— 2a;2+A:2a;^ 
I  2>2dn2w  =  1— 2Ar*a;2+A:»a:*, 
(  wo2>2  =  1—k^xK 

2>3Sn3w  =  a;[3— 4(l+Ar2)a:2+6Ar2a:*— ^*a:»]. 

Z?3Cn3w  —  [1— 4a:2+6^'a;*— 4Ä:2a;«+A:*a:»]  \/\—x\ 
Z?3dn3w  =  [1— 4ä2x2+6^2;i;4_4^2^6+ä4;x;S]^/i_^2^2^ 

Eine  weitere  Fortsetzung  dieser  Formeln  ist  nicht  wohl  thunlieh  wegen 
der  ungemein  raschen  Zunahme  der  Anzahl  der  Terme.  Setzt  man 
allgemein : 

o)  sn  nrv  =  —'i  cn  nw  =  jr"»  dnnw  =  —    i 

so  erhält  man  leicht  durch  Induction  folgende  Resultate.  Bezeichnet 
allgemein  P(ni)  ein  Polynom  von  x  vom  Grade  m,  so  finden  für  ein 
gerades  n  folgende  Gleichungen  statt: 

4)  An  =  \/(l—x^j(l^'^x^)P{n^---3),  Bn  =  PW, 

Cn  =  PW,     Dn  =  PW. 

I^^r  ein  ungerades  n  hat  man: 

An  =  />(n^),  Bn  =  P (n^l)  \/l-x\ 

C„  =-  p(n^-^l)\/l—k'^x\  Dn  =  />(n2—l). 


1) 


2) 
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Es  ist  selbstverständlich,  dass  die  symbolisch  angedeuteten  Polynome 
P{n^)  etc.  für  die  verschiedenen  Ausdrücke  ^„,  ^„,  Cn  und  Dn  ver- 
schieden sind.  Die  Allgemeinheit  der  Gleichungen  4)  und  5)  lässt  sich 
leicht  darthun  durch  Bildung  der  Ausdrücke  für: 

^2n^    Bini     C^nj    A», 
-<42n4-l,     ^2it+l,     C2nr\-U     -^2»+l. 

Setzt  man  in  den  Gleichungen  1),  2)  und  3)  von  §  26  u=^v  =  nw^ 
bildet  also  8n2nw,  cn2nn;,  dn2nit;,  so  folgt  mit  Bücksicht  auf  die 
Gleichungen  3): 

A2n  2AnBnCnDn         B^n  BI  Dl—An  Cl 


Bin 


Bn—k^An  ^«n  Dn—fc^An 

^«»  Dn—k^An 


oder: 


ö) 


7) 


A2n  =  2 An  Bn  Cn  Dn,     B^  =  BI  D^—AI  C\, 

C2n  =  ClD\—k^A\B\,  D^n  =  i>i-Ä2^i. 
In  den  Gleichungen  1),  2)  und  3)  von  §  26  nehme  man  u  =  wir, 
V  =  (n+1)«;,  bilde  also  sn(2«+l)w,  cn(2n+l)w  und  dn(2n+l)w.    Ganz 
analog  wie  die  Gleichungen  6)  findet  man  unter  Zuziehung  der  Gleich- 
ungen 3): 

A%n-\-\  =  An  Bn+l  Cnr{-1  ^n  +  -4«+i  Bn  Cn  i^n+li 
-^2n+l  =  Bn  Bn+l  Dn  /^n+l — An  An^\  Cn  Cn-f  1 1 
Cin-^l  ■=■  Cn  Cii+i  Dn  Dn-{-l — 'k^AnAnr^i  Bn  ^n+l? 

D'2n-\-l  =   Dn  /?n+l k'^AnAn+L 

Ist  nun  n  eine  ungerade  Zahl,  so  reduciren  sich  die  Gleichungen 
6)  nach  5)  auf: 

Ain  =  l/(l— a:2)  (1—k^x^)  />(4n^3),  B^n  =  />(4n2), 

Diese  Gleichungen  folgen  auch  direci  aus  4)  durch  Vertauschung  von 
u  mit  2?2.    Zu  demselben  Resultate  gelangt  man  für  ein  gerades  n. 

Nimmt  man  wieder  n  ungerade,  so  geben  die  Gleichungen  7)  unter 
Zuziehung  der  Gleichungen  4)  und  5): 

A2n+i  =  />[(2n+l)2],  ^2n-n  =  PJAn^+Afi)  l/r^x2, 

672„4.x  =  />(4n2+4n)  l/l— Ä^^  /?2«+i  =  />(4n«+4n). 

Diese  Gleichungen  folgen  direct  aus  5)  durch  Vertauschung  von  n  mit 
2n.    Zu  demselben  Resultate  fährt  die  Annahme  für  ein  gerades  n. 

Finden  also  die  Gleichungen  4)  und  5)  fttr  eine  Zahl  n  statt,  so 
bleiben  dieselben  allgemein  gültig.  Ist  nämlich  n  =  2m,  so  gelten  die 
Gleichungen  für  2w  =  4m  und  2m+1  =  4m-|-l;  ist  n  =  2m+l,  so  ist 

Enneper,  ellipt.  Functionen.    S.  Aufl.  24 
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die  Gültigkeit  für  2n  =  4w+2  und  2n+l  =  4m  +  3  nachgewiesen. 
Wegen  l)  und  2)  gelten  die  Gleichungen  3)  und  4)  fttr  n  =  2  und 
n  =  3 ,  also  auch  ftlr  4,  5,  6  und  7.  Durch  wiederholte  Anwendung 
ergiebt  sich  auf  diese  Art  die  Allgemeinheit  der  Gleichungen  4)  und  5). 
Der  vorstehende  Beweis  findet  sich  bei  Sohn cke  (AUg.  Encyclopaedie. 
SecL  L  T,  40,  Art  Elliptische  Functionen). 

Geht  man  von  den  Additionsgleichungen  der  elliptischen  Func- 
tionen aus,  so  kann  man  snnu  als  besondem  Fall  von  sn(ui  +U2+-*«+t^ii) 
für  t<|  =  t^2  =  . . .  =  tt«  =  u  auffassen;  dasselbe  gilt  auch  ftlr  annu 
und  dn7iu.  Untersuchungen  ttber  eine  derartige  Erweiterung  der 
Additionsgleichuugen  von  zwei  Argumenten  auf  eine  beliebige  Anzahl 
von  Argumenten  finden  sich  bei  Cayley:  „Note  stir  Vaddition  des 
fonctions  elliptiqties"  (Crelle  /.  XLI,  $j — 6$), 

Um  die  Ausdrücke  fttr  snnu,  cnnu  und  dnnu  allgemein  darstellen 
zu  können,  oder,  was  dasselbe  ist,  um  y  als  algebraische  Function  von 
X  auszudrücken,  wenn 

dy  ndx 


.-j 


1/(1— y2)  (l-^2y2)  j/ (1—X^)  (1—^2 X^) 

reicht  die  blosse  Anwendung  des  Additionstheorems  von  Euler  nicht 
aus.  Legendre  fTraitä  d. /onct.  eil /J  versucht  die  Multiplications- 
gleichung  F  (9>n)  =  n  F{g>) 

durch  die  Recursionsformel 

,    .  2 2f (9)). cos 9). sing)«  .         ,/^ 5— .-o  - 

8in9H-i+8in9'.-i  =  i-^iüp/:^i^'  wo  Aq>  =  l/l-HJ^sm^y, 

aufzulösen. 

Die  vollständige  Lösung  des  Problems  lässt  sich  nur  ermöglichen 
durch  Einführung  elliptischer  Functionen,  mit  besonderer  Rücksicht  auf 
das  Princip  der  doppelten  PeriodicitUt.  Sehr  bezeichnend  für  das 
Problem  sind  die  folgenden  Worte  von  Lejeune-Dirichlet  aus  seiner 
„Gedächtnisrede  aufjacobi**  (Crelle  J,  LH,  /pp,  Ges,  Werke  I,  pj: 
„Die  Theorie,  wie  Abel  und  Jacobi  sie  vorfanden,  bot  mehrere  höchst 
rätselhafte  Erscheinungen  dar,  zu  deren  Erklärung  die  damals  bekannten 
Principien  nicht  ausreichten.  So  hatte  man,  um  nur  eine  dieser  Er- 
scheinungen zu  erwähnen,  gefunden,  dass  der  Grad  der  mit  Hülfe  des 
Euler'schen  Satzes  gebildeten  Gleichung,  von  deren  Lösung  die  Teilung 
des  elliptischen  Integrals  abhängt,  nicht  wie  in  der  analogen  Frage 
der  Kreisteilung,  der  Anzahl  der  Teile,  sondern  dem  Quadrate  dieser 
Anzahl  gleich  ist.  Die  Bedeutung  der  reellen  Wurzeln  war  leicht  er- 
sichtlich, wogegen  die  zahlreicheren  imaginären  ganz  unerklärlich  er- 
scheinen  mussteu.     Aber   dass   hier   ein  Geheimnis   verborgen   liege, 
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darüber  hatte  man  vor  Abel  und  Jaoobi  kein  Bewnsstsein,  und  ihnen 
war  es  vorbehalten,  sieh  znerst  ttber  diese  und  ähnliche  Erscheinungen 
zu  wundem,  was  in  der  Mathematik  wie  in  anderen  Gebieten  oft  schon 
eine  halbe  Entdeckung  ist* 

Die  Multiplication  der  elliptischen  Functionen  hat  Abel  zuerst  in 
seinen  „Recherches  sur  les  fonctions  ellipttques''  (Grelle  /.  II,  114 — 12^ 
u.  146 — 1^4,  Oeuvr.  1, 1^4 — /(J5  u,  186 — 1^4.  2.  id,  26 j — j88)  behandelt 
Es  werden 

gpa  =  sn*,  fa  =  l/l— c^^)^«,  Fa  —  /T+c»^ 

durch  q>(ma)^  f{fr^cL\  F{ma)  ausgedrückt  mittels  einer  Gleichung  vom 
Grade  m\  Diese  Gleichung  enthält  in  Bezug  auf  a  keine  andern 
Irrationalitäten  als  Wurzelzeichen.  Das  giebt  eine  sehr  allgemeine 
Klasse  von  algebraisch  auflösbaren  Gleichungen.  Ans  den  Ausdrücken  der 
Functionen  g>{ßn+l)a\  /■((2n+l)a),  /'((2n+l)a)  als  Functionen  von  gp«, 
/"a,  Fa  werden  dann  die  Werte  von  90,  /*«,  Fa  als  Functionen  von  a  her- 
geleitet. Diese  Functionen  lassen  sich  auf  zwei  Arten  darstellen: 
einmal  lassen  sie  sich  in  Partialbrüche  zerlegen,  deren  Gesamtheit  un- 
endliche Doppelreihen  bildet,  zweitens  werden  sie  zerlegt  in  eine  un- 
endliche Zahl  von  Factoren,  deren  jeder  wieder  aus  einer  unendlichen 
Zahl  von  Factoren  zusammengesetzt  ist  Diese  Darstellungen  gewinnen 
dann  durch  Einführung  der  Exponential-  und  trigonometrischen  Func- 
tionen eine  wesentliche  Vereinfachung.  Die  Untersuchungen  von  Jacobi 
über  diesen  Gegenstand  enthalten  eine  sehr  schöne  und  feine  Be- 
merkung, dass  nämlich  die  Maltiplication  der  elliptischen  Functionen 
sich  durch  Transformationen  bewerkstelligen  lässt.  In  §  26  der  „Fun^ 
damc7ita"  (Ges.  Werke  I,  in)  findet  sich  folgendes  Theorem :  „Itaque 
post  transformationem  primam  abhibita  secunda  seu  post  secundam 
abhibita  prima,  modnlus  k  in  se  redit,  seu  transformationes  prima  et 
secunda  successive  adhibitae,  utro  ordine  placet,  multiplicationem 
praebent*. 

Zur  Vereinfachung  sei  n  in  sn nu  eine  ungerade  Primzahl;  auf 
diesen  einfachsten  Fall  lassen  sich  alle  anderen  reduciren,  in  Verbindung, 
wenn  nötig,  mit  den  leicht  zu  bildenden  Ausdrücken  für  sn2u,  cn2u 
und  dn2t/. 

In  den  Gleichungen  19)  von  §  40  setze  man  /  =  0  und  — m'  statt 
r.    Ist  znr  Abkürzung: 

OD 

8)  <p{q)=  n  il-g"). 

so  geben  die  bemerkten  Gleichungen: 

24* 
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W— 1 

3 


9)     J  9)  («)•  #s  («,  «^)  =  ?>(«")  77*»  («+^^^1  q^ . 

9)  («)"*!  («, «")  =  ?>(«•)  77*1  («+^^-'«)' 

9>  («)-*,(a;,  r )  =  9i^) 77*j  («+??^. «)  • 
In  Folge  der  Gleichung  6)  von  §  89  ist : 


tt— 1 


9>-(q)Hnx,q-)  =  ip{(r)   11      *(^+^'^) 


oder,  ^  statt  ^  gesetzt: 

1 


m  =  — 


•—1 

3 


10) 


g>'(<l')Hnx,  q)  =- q>(q)    JJ     *(a;+^,  ?-). 


m  = — ■ 


mst 


«— 1 


In  der  ersten  Gleiebang  9)  werde  x-\ statt  x  gesetzt;   legt   man 


n 


darauf  m  alle  ganzzahligen  Werte  von -—  bis  — — -   bei,    bildet 

das  Product  sämtlicher  Gleichungen,  so  folgt: 

^"•to77*(-+f  •  ^)  =  9"(*-)/777*(-+^^^^±^*'  *)' 

d.  i.  nach  10) : 

<,»'-!(,)*(«.)  =  7777*  (0^+^^'-^)- 


Auf  ähnliche  Art  erhält  man  aus  den  Gleichungen  9): 

mjc+m'i\ogq 


9«'-l  (q)»inx)  =  111/ »(x+ 


11) 


n 


) 


9>-'-Hqmnx)  =  (-i)-^7777*i(-+^'^^±^^^) 
9,«'-H,)*,(«.)  =  777/*,(.+?^i^±^^-*), 

,.»•-»  (,)*3(nx)  =  7777'^(-+^^^^±^)- 
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Wird  zur  Vereinfachong  —    ==  u  gesetzt,  so  geben  die  drei  letzten 
Gleichungen  11)  dnrch  die  erste  dividirt: 


12) 


«—l 


«>— 1 


ennu 


=  ay^nn^i' 


+2 
mü— 


«»—1 

^+2 


-m'jK'S. 


h*      2 


Um  die  rechten  Seiten  passend  zu  transformiren,  hat  man  ähnlich 
wie  bei  den  Transformationsgleichungen  in  §  39  und  §  41  zu  ver- 
fahren, nämlich  die  factoriellen  Elemente  m  nnd  m'  auf  die  Grenzen 


n— 1 


1  und  — — -  zu  reduciren,  durch  Trennung  der  negativen  und  positiven 

Werte. 

Da  n  ungerade,  so  sind  n — 1  und  ^    ^    gerade  Zahlen.     Die 

erste  Gleicbnng  12),  anf  die  angegebene  Weise  nmgeformt,  wird: 
13)  sn  nu  ^ 

(—1)  *  k    »    8ntt//8n(^-+ttj  fln(-^ wjx 

#T  JT      /„  mK+m'iK'  ,    .      ,„  mK+m'iK'      .  ^  ^ 
//  //  8»  (2 ^^^ +«)  sn  (2 -u)  X 


77/7  8n  (2 


f  -•  1// 


— hu)sn(2  — 


). 


In  den  beiden  einfachen  und  den  beiden  Doppelproducten  nehmen  m 
und  m!  unabhängig  von  einander  die  ganzzahligen  Werte  von  1  bis 

——  an.   Die  Gleichung  13)  nach  u  differentürt,  darauf  u  =  0  gesetzt, 

ftthrt  anf  die  Relation: 


14) 


^:^'^rr  .murr  ,'^t^^ 


^mK 


2m' %K 


n 


n 


TT  TT     nc  mK+m'%K'     ,  „  mK—mi K' 
11 11  sn«  2 — sn»  2 
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Die  Gleichung  13)  werde  mittelst  der  Gleichung  7)  in  §  26  (S.  196) 
transformiri  Mit  Rücksicht  auf  die  Gleichung  14)  lässt  sich  dann  sn  nu 
auf  folgende  Art  als  rationale,  gebrochene  Function  von  snu  dar- 
stellen : 

sn^u  sn^u 

sn^ sn* 

snnu  =  nsnw  ff r— 77 Jf ^"'"r.' X 

1 — Ar^sn*     -sn^        1 — Ar^sn* sn^M 

n  n 

sn^M sn^ 


sn'2 ^ sn*2 

n  Fx  r  r  n 


//// r^xlvl.        /Z// 


1— /:*sn2  2 ^ sn^u  1 — ^A^sn*  2 sn^ 

n  n 

Einfacher  lässt  sich  die  Formel  in  folgender  Weise  schreiben: 

sn^    

,2mÄ'+2m7r 
sn^ — 

15)       snnu  =  nBnujJ 


1— A*  sn* sn*  u 

n 


wo  das  '  an  dem  Productzeichen  bedeutet,  dass  das  Product  auf  alle 
Werte  1»  =  0, 1,  2, . . .  — — »  m'  =  0,  ±1,  ±2, . . .  ±—-— auszudehnen 
ist  mit  der  Beschränkung,  dass  &ir  m=^0  m'  nur  die  positiven  Werte 
1,  2,  3, . . .  -^—  annehmen  darf.    Ebenso  wird  14) : 

14a)  i=g!L=7/%n*???^^ 

Die  beiden  letzten  Gleichungen  12)  geben  nach  einigen  leichten  Um- 
formungen, u  =  0  gesetzt : 

2mK+2m'iK' 


16)        (^) '  =/y'- 


n 


17)  k!    ^    =11   dn* j^ 

Unter  Zuziehung  der  Gleichungen  8)  und  9)  von  §  26  (S.  196), 
sowie  der  vorstehenden  Gleichungen  16)  und  17),  ergeben  sich  aus  12) 
für  ^nnu  und  dnntt  die  folgenden  Gleichungen: 
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sn^tt 

8nc2— (2»iJ?+2/»'iAr') 

18)  ennu^=^  enuJJ » 

1—^2  sn«— (2mÄ'+  2iw'i  ^  sn^w 

1— snc^ — (2mÄ'+  2m'i  A")  sn^  m 

19)  dn  im  =  dn  uJJ' ' 

1—^2  sn«  —  (2mK+ 2m' iK")  sn^  u 

wo  das  Zeichen  sne  für  sineoam  gesetzt  ist  (s.  S.  35). 

Die  Formeln  15),  18)  und  19)  für  die  Mnltiplieation  der  elliptischen 
Functionen  entsprechen  den  Formeln  4)^  5)  and  6)  in  §  28  der  Fundor 
menta  Jacobi's.  Die  Entwickelangen  rationaler  Verbindnngen  der 
Functionen  snu,  cnti,  dnu  and  der  Prodacte  solcher  Verbindungen  mit  der 
Function  Zu  (s.  S.219),  sowie  die  Entwickelangen  beliebiger  Potenzen  von 
Zu  sind  hergeleitet  von  Dumas  „Zur  Theorie  der  elMptischen  Func- 
Honen".  /V.  Berlin  i86o.  In  dieser  Arbeit  wird  als  Ausgangspunkt 
genommen  eine  von  Richelot  (CreüeJ,  L)  gegebene  allgemeine  Formel 
für  die  ZerfäUung  eines  Quotienten  aus  Produeten  von  ^-Functionen  in 
Partialbrttche. 

Die  rechten  Seiten  der  Gleichungen  15),  18)  und  19)  lassen  sich 
auch  in  Form  von  Summen  darstellen,  durch  Anwendung  des  obigen 
Theorems  von  Jacobi  auf  die  Resultate  von  §  39  und  §  41.  In  den 
Gleichungen  44)  von  §  39  setze  man  ftlr  M  seinen  Wert  aus  19)  §  39, 
nämlich : 

Die  bemerkten  Gleichungen  werden  dann: 

n— 1 

nlL 
sn 


20) 


(t")-s-{-^-) 


^^        ^  "        /  m  =  0 

nlL 
—  cn 
kK 

nL 


Es  sind  /  und  L  die  entsprechenden  Werte  von  k  und  Kj  wenn  9"  an 
Stelle  von  q  tritt. 

Wird  q  durch  q''  ersetzt,  so  mögen  k  und  Af  respective  in  l  und 

A  ttbergehn.    In   den  Gleichungen  20)  und  21)  von  §  41  setze  man 

1         L  ik' 

aus  11)  §  41  für  M  seinen  Wert  --  =  -—  ein,  ferner  c»  =  —  und  r 
^  M       K  n 
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=  m'.    Werden  darauf  /  nnd  Z  respective  dnrcb  JL  und  A  ersetzt,  so 
lassen  sich  die  bemerkten  Gleichungen  auf  folgende  Art  darstellen: 

XA      (uA    A  V         /    .  4»»'tA"     \ 


21) 


kK 


sn 


,    .^XA^   (uA    A       X?      /    ,4m'/Ä"    ,\ 
(-1)      ;^^cn(^-^,  ij  =2;en^«+-_,  A:j. 

(_l)^|dn(?^,,)_2dn(«+^'.A-). 
In  den  Gleichungen  20)  werde  <y  mit  ^»  vertauscht,  wodurch  Ar,  a;  /, 


L  respective  übergehen  in  i,  A^  A:,  if.    Nimmt  man  noch  --  statt  m, 

so  erhält  man: 

II— 1 


22) 


rüiK 
lA 

nk£ 
XA 

nK 


sn 


(««,*)=  2  »[(«+*-^)^'^] 


fdn(„M)=Sdn[(«+^)^,.]. 


Auf  der  rechten  Seite  der  vorstehenden  Gleichungen  lassen  sich 

die  Gleichungen  21)  anwenden,  wenn  in  denselben  u  H an  Stelle 

von  u  gesetzt  wird.    Da  auf  beiden  Seiten  derselbe  Modul  k  vorkommt, 
so  erhält  man  mit  Weglassung  desselben: 

»— 1     fi— 1 


23) 


nsnnu 


-  2  2 

w— 1 

( — 1)  *  ncnwM  = 

5—1 
( — 1)  *  ndnnu  = 


(«+4"-^^+;''"0 


sn  ( M+4 


(- 


cn   tt+4 


mA'+ 


'niur\ 


(« 


dn(w+4 


mK+ 


nnK\ 


In  §  27  der  „Fundamenta**  (Ges.  Werke  I,  114)  hat  Jacobi  ähn- 
liche Gleichungen  gegeben  wie  die  Gleichungen  22).  Die  für  einige 
Zwecke  sehr  brauchbaren  Gleichungen  28)  hat  Abel  aufgestellt  (Cr eile 
J,  II,  14g,  Oeuv.  1, 18g;  2,  dd,  1, 318). 

Wegen  sn  {v — 4cK)  =  sn  i;,  sn  (v — 4/Är')  =  sn  t;,  ist : 
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Mit  Hülfe  dieser  Gleichung  folgt: 

Am'  /i^'f 

Nimmt  man  bierin  y  =  uH >  wendet  auf  das  snmmirende 

n 

Element  m\  wenn  m'  die  Werte  0, 1,  2, . .  n — 1  annimmt,  dieselbe  Trans- 
formation wie  für  m  an,  so  ergiebt  sieh  ohne  Schwierigkeit,  dass  die 
erste  Gleichung  23)  auf  folgende  Form  gebracht  werden  kann: 

24)  nsnntt  =  sntt+^  snfwH ■ j  +  sn(tt y 

wo  2!  bedeutet,  dass  die  Summe  auf  alle  Werte  von  m  =  0, 1,  2, 3, . . . 

!^-,  »i'=  0,  ±1,  ±2,  ±3,  ...  ±— ^  auszudehnen  ist  mit  der  Be- 

2  ^ 

schränkung,  dass  ftir  m  =  0  dem  m  nur  die  positiven  Werte  1,  2,  3, . . . 

gegeben  werden  dttrfen.    Als  rationale  Function  von  snu  lässt 

sich  die  rechte  Seite  in  folgender  Weise  schreiben: 


25)        nsnwM  =  snM+2^ 


snucn dn 


n  n 


1— Ar*  sn2  M  sn* = 

n 

» — 1  n — ^1 


Die  beiden  Werte  von  ( — 1)  ^  n.cnnw  und  ( — 1)  *  n.dnnu  aus 
23)  lassen  sich  ähnlich  wie  tiBunu  in  24)  und  25)  darstellen.  Setzt 
man  in  der  Gleichung  25)  u+AT  statt  u,  so  geht  nsnnu  über  in: 

'x^ncnnu_  1    d  ,      l+(— 1)  «  kBunu 

^    ^^       dnnu  ~  2kdu^  ^ 

1 — ( — 1)  ^  kBunu 

Es  lassen  sich  so  beide  Seiten  der  neuen  Gleichung  als  Differential- 

qnotienten  nach  u  von  Logarithmen  darstellen,  durch  deren  Integration : 

l+(— 1)  ^  kBunu 


V 


m—1 


1— (— 1)  ^  kBunu 

in  Function  von  sn  u  folgt.    Da  der  resultirende  Ausdruck  etwas  weit- 
läufig ist,  seine  Darstellung  weitere  Schwierigkeiten  nicht  darbietet,  so 
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soll  eine  Ausführung  desselben  unterbleiben.  Es  ergeben  sich  weitere 
integrable  Ausdrücke,  wenn  in  jeder  der  Gleichungen  23)  u  durch  u+IC 
oder  u+iK'  ersetzt  wird. 

Combinirt  man  die  Gleichungen  1)  mit  den  Gleichungen  15),  18) 
und  19),  oder  den  Gleichungen  23),  so  lassen  sich  allgemeine  Relationen 
ftir  sn nu,  cnnu  und  dnnu  aufstellen,  in  denen  n  eine  beliebige  Zahl 
bedeutet 

Das  Problem  der  Multiplication  involvirt  naturgemäss  das  um- 
gekehrte Problem  der  Division,  d.  h.  snu  algebraisch  durch  snmi 
auszudrücken.  Die  Untersuchung  kommt  auf  die  Lösung  der  Gleichung 
15)  hinaus,  welche  in  Beziehung  auf  snu  vom  Grade  n^  ist  Für  den 
Fall,  dass  n  =  2,  giebt  die  erste  Gleichung  1) : 

26)  (1—k^x*)  sn  2w  =  2x  l/(l— a:^)  (l—k^x^, 

wo  X  =^  &nw.    Da  nun 

sn2w  =  sn(2Ä"— 2«;)  =  sb(2iä''+2w)  «=  sn(2iÄ''+2Ä'— 2w), 
so  folgt,  dass  in: 

sn  2w  =  — ^-^ — ~. - 

1 — k^x* 

die  linke  Seite  ungeändert  bleibt,  wenn  w  durch  K — w,  iR'+w^ 
iHC'+K—w  ersetzt  wird.  Sind  also  o^i,  o^j,  0:3,  Xi  Werte  von  a:,  welche 
der  Gleichung  26)  genügen,  so  hat  man: 

Xi  =  snw, 

,  „      .         cn  w 
X2  ■-  Bn(K—w)  =  - 


x^  =  sn(iÄ"+w)  = 


dnii^ 
1 


x^  =  Bn(iIC'+^—w)  = 


ksnw 
dn/<; 


kenw 
Setzt  man  y  ==  sn  2/r,  so  findet  man : 


^    ^  I /l-cn2;i;  _  \/l-\/lziyl_ , 
*         V   l+dn2w        V    i+i/i__Ä2y2 


X2  == 


*^3    ^^ 


+1/1-ÄV 

l  +  cn2w  ^  I  /  1+1/1— y^ 
l+dn2w       V  i4.|/i_^2y2 


l+cn2w       1/  l+l/l— j/2 


1— dn2w       »^   i_^/i— ^2y2 


x^  = 


i^cn~2y<^  ^  1  /  1— l/l— y2_  ^ 
l--dn2w  ■"  1/  i^^/{IZfc2y2 

Wir  erbalten  also  als  Resultat  der  Zweiteilung  der  elliptischen 
Functionen:  Ist 
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and 


fV 

2" 


so  ist 


/^         dtp 

".        ^ >  ©1  =  am  —-  j 

27)  ,r,!^  =  \ß±^  =  \/~I^^SL, 

'  2        K  l±dnw        v    i±/i— Aigni» 

oder 

oQN  •  I  /l±eo89       1/  l±l/l— sinV 

Die  Beziehung  zwischen  gpi  und  q>  kann  man  auch  schreiben: 
om  •   *  2sinHg) 

Setzt  man  die  Zweiteilung  weiter  fort,  so  erhält  man  zur  Bestimmung 
der  Winkel: 

w  w  w 

g)^  =  B.m  —  i  yjz^am  — »  ...  95„  =  am  — 

die  Gleichungen 

.  ,  2BmHg)i      .  ^  2 sin« i 9)»      .^ 

welche,  nach  Einführung  von  Httlfswinkeln  mittelst  der  Gleichungen 

(da  Ar  <  1  ist): 

30)    Arsin^E)  =  siny,  /rsin^Oi  =  sin/i,  ArsingE>2  «-  wn/j,  etc., 

Übergehen  in 

sinloo         .  sinir 


31) 


^        cosiy  '         cosi^) 

^    .  sinig?i       .  sini/i       .      . 

smopo  = r-^f  siny.>  = r^-^j  etc.  etc. 

[  cosl/i  '         cosi^i 


w 
Für  ein  unendlich  grosses  m  nähert  sich  das  Veihältnis  zwischen  — 

und  <pm^  oder  das  Verhältnis  zwischen  —  und  sin9>m    der  Einheit; 

mithin  hat  man: 

32)  w^  F (9>)  =  Lim (2'" sin gPm). 

(m  =  00) 

Eine  directe  Benutzung  dieser  Formel  zur  numerischen  Berechnung 
des  elliptischen  Integrales,  wie  sie  Legendre  gegeben  hat,  ist  nicht 
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immer  vorteilhaft.  Deshalb  hat  Schellbach  („Lehre  von  den  eUtpL 
Int'*  §  ji8  und  i6o)  den  Kunstgriff  einer  besonderen  Art  von  Inter- 
polation von  massigen  Werten  anf  das  Unendliche  hinzugenommen. 
Auf  einfachere  Art  hat  Seidel  („Ueber  eine  Darstellung  des  Kreis- 
bogens,  des  Logarithmus  und  des  elliptischen  Integrales  erster  Art 
durch  unendliche  Productef*,  Grelle  /,  LXXX,  2yj — 2p  j)  mittelst  der 
obigen  Methode  fttr  F(q))  einen  Ausdmck  in  Form  eines  anendlichen 
Prodnctes  gewonnen,  der  sich  nicht  nur  ftlr  die  numerische  Berechnung 
eignet,  sondern  auch  dadurch  interessant  ist,  dass  er  die  unendliche 
Vieldeutigkeit  von  F{(p)  in  zweierlei  Richtung  erkennen  lässt  Dieser 
Ausdruck  wird  durch  folgende  Transformation  gewonnen.  Es  ist 
identisch 

^^  .  .       2sinQP|     2sina)i         2sin90m 

^    sin  50        svatpx  singp«-i 

aber  nach  31) 

2sinyi  1  2BingP2  1 

sin9>         cosl9>cosl7^     sin9>i        oosifHCosi/i 
mithin 

33)    /•(g,)  =  — j j j ^ 


•  •  •   •  < 


cosi9)Cosi/.cosi90t<^osl7f<^O8i9>3<^si/3...in  infin. 

Auch  ftir  die  Berechnung  des  elliptischen  Integrales  zweiter  Gattung 
hat  Schellbach  (Lc.§  118)  die  wiederholte  Zweiteilung  angewendet 
Setzt  man  in  die  Formel  15)  S.  217  fttr  das  Additionstheorem  dieser 
Integrale  ^  =  9>s:90i  und  0  =  9),  so  erhält  man 

34)  E{ip)  —  2  E{(px) — Ar«  sin  95  sin»  ipi 

und  mit  Hülfe  der  Formeln  31)  schliesslich: 

35)  Eisf)  =  F{<p) — (sing)8in'yi+2sing)i  sin2y2+4sin9>2  8in»y3+ ...). 
Eine  ähnliche  Formel  entwickelt  Schellbach  (L  c,  §  141)  für  die 
elliptischen  Integrale  dritter  Gattung.  Die  Division  fttr  das  vollständige 
Integral  erster  Gattung 

n 


/     \/\ — e'sin'^j 


sin»9; 

wird  von  Legendre  (Traitd  d. /oncL  elL  IJ  auf  eine  Gleichung  vom 

Grade  '*-;—    zurückgeftthri     Mit  Hülfe  von  Quadratwurzeln  löst  er 

das  Problem   der  Dreiteilung  des  vollständigen  Integrales  K  in  den 
speciellen  Fällen 

c2  =  A  ,   c»  =  2  (^  2— IX  c>  =  4-  (2  ±13). 
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Zu  äbnlicben  Betrachtangen  wie  die  Gleichung  26)  ftir  die  Ver- 
doppelung giebt  die  Gleiebang  15) 

sn^u 

sn^  — (2mAr+2m'iAr') 
j-wf                  n 
Hnfiu=nQnnJJ 

1— Ar«  sn« — (2m/r+2m'i7r')  sn^ 
n 

Veranlassung.    Ist  sn  nw  «»  sn  nu^  so  bat  man  allgemein : 

oder : 

.  4^mIC+2m'iJr 

n 

wo  m  und  m'  ganze  Zablen  sind.    Die  linke  Seite  der  Gleicbung  15) 

bleibt  ungeändert,  wenn  u  durch  u+  ^ —   ersetzt   wird.     Ist 

n 

also  snnu  gegeben,  setzt  man  x  statt  sn?/,  so  sind  die  verschiedenen 

Werte  von  x  in  der  Gleichung  enthalten: 


36)  X  =  snf  ttH 1 


Legt  man  m  und  m'  alle  ganzzahligen  Werte  bei,  so  kann  die  rechte 
Seite  der  Gleichung  36)  nur  n«  Werte  annehmen,  welchen  die  n*  Werte 
von  X  entsprechen.  Was  die  algebraische  Lösung  der  Gleichung  15) 
in  Beziehung  auf  sn  u  betrifft,  so  würde  eine  Ausführung  dieses  Gegen- 
standes zu  weit  fuhren.  Mit  Hülfe  der  Theorie  der  Substitutionen  ist 
diese  Gleichung  untersucht  in  dem  Werke  von  Camille  Jordan, 
„Traüd  des  substtiuttons  et  des  iquattons  algdbrtques",  Paris  i8yo, 
Livre  III,  §11  Die  ersten  und  einfachsten  Untersuchungen  über  die 
Teilung  der  elliptischen  Functionen  hat  Abel  in  seinen  „Recherches 
sur  Ics  foncttons  elliptiqties"  gegeben  (Grelle  /,  II,  12^ — 146,  Oeuvr. 
I,  löj — iSö,  2.  dd,  I,  joj  u./,J.  Das  Resultat,  zu  welchem  Abel  unter 
Nr.  20  seines  Aufsatzes  gelangt,  besteht  darin,  dass  sich  sn  u  ausdrücken 

2Ä'  2iÄ^' 

lässt  durch  snnu,  sn —  und  sn ;   die  Bestimmung   dieser  letzten 

n  n 

Ausdrücke  ist  aber  abhängig  von  einer  Gleichung  vom  Grade  n  +  1 
und  n  +  1  Gleichungen  vom  Grade—-—-     Die  n+1  Gleichungen  vom 

Grade  — —-  lassen  sich  algebraisch  lösen  mit  Hülfe  eines  Verfahrens, 

welches  dem  analog  ist,  dessen  sich  Gauss  zur  Lösung  der  Gleichung 
x"" — 1  =  0  bedient  hat.  Die  Gleichung  vom  Grade  n+1,  von  welcher 
schliesslich  das  Problem  der  Teilung  abhängt,  ist  aber  im  allgemeinen 
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nicht  algebraisch  lösbar,  ein  Umstand,  welcher  sich  wohl  voraus- 
sehen Hess.    Fttr  den  besonderen  Fall,  dass  der  Modul  k  bestimmt  ist 

durch  Ar  =  *'  =  -=  hat  Abel  in  €  VIII  seiner  „Recherches"  (Crelle 

1/2 

/  ///,  160 — 168,  Oeuvr.  1, 221 — 22p,  2.  ^(L  I,  361  sq.)  eine  Untersuchung 
durchgeführt^  von  welcher  Gauss  (man  vergleiche  Seite  6)  eine  kurze  An- 
deutung gegeben  hatte.    Abel  findet,  dass  fttr  den  gegebenen  Modul 

sn sich  durch  Quadratwurzeln   ausdrücken  lässt,   wenn  n  eine 

n 

Potenz  von  2  oder  eine  Primzahl  von  der  Form  2A<+1  ist 

Indem  er  dieses  Resultat  auf  die  Lemniskate  anwendet,  gelangt 
er  zu  folgendem  Satze:  «Man  kann,  allein  mit  Zirkel  und  Lineal,  den 
Umfang  der  Lemniskate  in  n  gleiche  Teile  teilen,  wenn  n  von  der  Form 
2**  oder  2"+!  oder  ein  Product  aus  mehreren  Zahlen  von  den  genannten 
Formen  ist" 

Bei  dieser  Gelegenheit  wendet  Abel  ein  neues  und  sehr  merk- 
würdiges Verfahren  zur  Multiplication   und  Division   der  elliptischen 

Functionen  an,  für  den  Fall,  dass  k  =  -=.-    Lässt  sich  eine  Zahl  g. 

1/2  ^' 

wie  dieses  bei  den  Primzahlen  von  der  Form  4A+1  der  Fall  ist,  als 

Summe  zweier  Quadrate  darstellen,  so  dass  g  =  a^+zJ*  =  (a+ßt)  (a — ?i)^ 

so  lässt  sich  sn^  auf  folgende  Art  darstellen.     Man  bilde  zuerst 

8n(a+/}i)ir  und  setze  darauf»;  «=  (a — /}/><.    Fttr  die  Teilung  bilde  mau 

sn  (a+/?Ow,  nehme  dann  w  =  ~~rö^ '  wodurch   sich  eine  Gleichung 

fttr  sn  -xnT  ergiebt    Lässt  sich  diese  Quantität  bestimmen,  so  erhält 

man  unmittelbar  durch  Vertauschung  von  t  mit  — t   den  Wert  von 

sn  — 7,-  •    Die  Combination  beider  Werte  riebt : 
a — j3i  ° 

,  2mAr   .    2mÄ'\  ^maK 

sn     -TTT.  H VT.    =  sn  - 


(i 


+i^l  '   a—^i)  a2+|92 


Um  den  Wert  von  sn  -v^-^  zu  bestimmen,  nehme  man  p  =  2ma  — 

(a^  +  ß^)i.  Diese  Gleichung  ist  in  Beziehung  auf  m  und  (  immer  lösbar, 
wenn  a^-t-j^^  eine  Primzahl  ist,  da  dann  2«  und  «^^^2  keine  gemein- 
schaftlichen Factoren  haben. 

Im  CAap,  I  §  4  und  Chap.  IV  §  g  und  §  10  des  y.Pr^cis  d*une 
thdorie  des  fondions  elliptiques''  hat  Abel  sowohl  die  Multiplication 
wie  die  Division  der  elliptischen  Functionen  in  etwas  anderer  Art  als 
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in  dem  vorhin  erwähnten  Aufsätze  behandelt  (CreUe  J,  IV,  2$6 — 260 
u.  3jj  f.  Oeuv,  1, 346 — 25^  ^-  39^ — 4^^>  ^'  ^^'  /»  540  sq.  u.  $9^^^)- 

Werden  in  der  Gleichung  15)  Zähler  und  Nenner  nach  Potenzen 
von  snu  entwickelt,  so  hat  Jacobi  ein  Verfahren  angekündigt,  die 
Coeffieienten  dieser  Potenzen  als  Functionen  von  k  darzustellen.  (Grelle 
J.  III,  403 — 40^,  Ges.  Werke  I,  264 — 26^)*  In  der  kurzen,  sehr  be- 
merkenswerten Abhandlung  „Suite  des  notices  sur  les  fondions  eUip- 
itqties"  (Grelle  J.  IV,  18^—ipj.  Ges.  Werke  I,  266 — ^/j^  hat  Jacobi, 
angeregt  durch  die  Untersuchungen  von  Abel,  die  Lösung  der  Probleme 

gegeben,  snu  durch  snf^?  l\  und  snf-^)  / j durch snnu auszudrucken, 

wo  sn  {—  1  /]  sich  auf  die  in  §  39  und  §  41  behandelten  Transforma- 
tionen bezieht  Jacobi  scheint  seinen  Resultaten  mit  Recht  einen  hohen 
Wert  beigelegt  zu  haben,  wie  man  aus  den  Worten  von  Lejeune- 
Dirichlet  folgern  muss:  «Als  Jacobi  das  Resultat  dieser  Arbeit  in 
einer  kurzen  Notiz  bekannt  machte,  hoffte  er  Abel  durch  die  Vervoll- 
kommnung des  Teilproblems  in  Verwunderung  zu  setzen;  aber  diese 
Hoffnung  blieb  unerfttllt  —  Abel  war  eben  gestorben,  kaum  27  Jahre 
alt,  weniger  als  zwei  Jahre  nach  der  Bekanntmachung  seiner  ersten 
Arbeiten  über  die  elUptischen  Functionen/ 

Auf  die  complexe  Multiplication  der  elliptischen  Functionen 

wird  Abel  zuerst  gefUhrt  in  den  „Recherches  sur  les  fondions  ellip- 

iiques"  §  X  (Oeuvres  2.  id.  ^jj).    Er  führt  dort  den  Satz  an :  „Nimmt 

man  in  der  Gleichung 

dy  dx 

=  a 


|/(l-y2)  (l+fiy^)  1/(1— :c2)  il+llX^ 

a  nicht  reell,  sondern  imaginär,  so  ist  diese  Gleichung  nur  dann 

algebraisch  lösbar,  wenn  a  von  der  Form  m  ±  \J — 1 .  \fn  ist,  wo  m 
und  n  rationale  Zahlen  sind;  und  in  diesem  Falle  ist  der  Modul  fi 
nicht  mehr  willkürlich,  sondern  genügt  einer  Gleichung,  die  eine  un- 
endliche Zahl  reeller  und  imaginärer  Wurzeln  hat'    Er  behandelt  dann 

die  beiden  Fälle,  wo  a  =  \J — 3  und  a  =  \J — 5  ist  Femer  bemerkt 
er  (L  c,  p.  426),  dass  diese  singulären  Moduln  durch  Quadratwurzel- 
ausziehung aus  dem  Gebiete  der  rationalen  Zahlen  abgeleitet  werden 
können. 

Die  von  Abel  und  Jacobi  (Grelle  J.  III,  181  u.  ipjj  bemerkte 
complexe  Multiplication  in  Verbindung  mit  der  Teilung  des  Um- 
fangs  der  Lemniscate  haben  zu  einer  Reihe  von  Untersuchungen  Ver- 
anlassung gegeben,  von  welchen  die  folgenden  angeführt  werden  mögen. 


384  [§  45 

Lionville:  „Sur  la  dtvision  du  pirtmHre  de  la  lemniscate,  le 
diviseur  dtant  un  nombre  entier,  riel  ou  complexe  quelcanque".  (C.  R. 
1843  XVII  63s). 

Glansen:  ,J)ie  Canstruction  des  Stebemehnecks  der  lemniscate". 
(Astron.  Nachr.  1842  XIX,  243). 

An  die  Notiz  yon  Glansen  Bchliessen  sich,  ihrem  Inhalte  nach, 
folgende  Abhandinngen  an: 

Wiehert:  „Die  Fünf"  und  Siebzehntheilung  der  Lemniscate^'. 
Conitz  Gymn.  Pr,  1846. 

Hoffmann:  „MulHplications-Formeln  für  die  elliptischen  Func- 
tionen mit  complexen  Vielfachen  des  Arguments  und  dem  Modul 
l/l-  {CreUef  XLVIII,  33^-347)- 

Kiepert:  „Siebzehntheilung  des  Lemniscatenumfangs  durch 
alleinige  Anwendung  von  Lineal  und  Cirket'  (Grelle  f.  LXXV, 
255—263  u.  348). 

Sehr  tiefe  zahlentheoretisehe  Betrachtungen  enthalten  die  Abhand- 
inngen von  Eisenstein:  „Beiträge  zur  Theorie  der  elliptischen 
Functionen  I  Ableitung  des  biquadratischen  Fundamentaltheorems 
aus  der  Theorie  der  Lemniscatenfunctionen,  nebst  Bemerkungen  zu 
den  MultiplicationS'  und  Transformationsformeln*'  (Grelle  f.  XXX, 
185 — 2t o)  nnd  „Ueber  die  Irreductibilität  und  einige  andere  Eige^i- 
Schäften  der  Gleichung,  von  welcher  die  Theilung  der  ganzen  Lemni- 
scate abhängt'  (Grelle  f.  XXXIX,  160 — ijg,  224 — 2^4,  2^5 — 28"^). 

Eine  vollständige  Theorie  der  singnlären  Modnln,  die  mit  den 
quadratischen  Formen  von  negativer  Determinante  im  innigsten  Zn- 
sammenhange stehen,  gab  Krön  eck  er  in  mehreren  Arbeiten  über  die 
complexe  Mnltiplication  (Bcrl  Monatsber,  2g.  Oct.  1857,  26.funii862, 
22.fan,  1863,  i.Dec.  i8yo,  ig,fulii8j5,  16.  April  i8yy,  2,  Fcbr,  1880, 
7.  Dec.  1882).  Eine  systematische  Behandlung  der  Theorie  der  complexen 
Multiplication,  bei  der,  ebenso  wie  in  den  Abhandlungen  von  Eisen- 
stein und  Kronecker,  die  algebraisch-zahlentheoretische  Seite  in  den 
Vordergrund  tritt,  findet  man  femer  in  den  Aufsätzen  von  H.  Weber: 
„Zur  Theorie  der  elliptischen  Functioften'',  Act  Math,  VI,  1885, 
32p — 416,  G.  Pick:  „Ueber  die  co?nplexe  MuUiplicatio7i  der  elliptischen 
Functione7i**j  Clebsch  Ann,  XXV,  433 — ^^7,  1885  ^-  XXVI,  21g — 230, 
1886,  und  L.  Sylow:  „Sur  la  multiplication  complexe  des  fonctions 
elliptiqiies" ,  Liouville  f.  (4)  III,  10g — 254,  i88y.  Einige  Punkte  der 
Theorie  der  complexen  Multiplication  sind  behandelt  von  Jacobi 
(Ges,  Werke 1, 491, 405,  254),  Königsberger  („Die  Transformation  etc. 
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/.  ij8  und  Elliptische  Functionen  II),  G.  H.  Stnart,  „Complex  muU 
tiplication  of  elliptic  functions" ,  Quart,  /.  XX,  i8 — ^7,  221—- 234,  1884, 
A.  G.  Greenhill,  „Complex  multiplication  of  elUptic  functions" ,  Proc, 
of  Cambridge  V,  4 — 22,  1884. 

Die  älteste  Bemerkung  über  die  Teilung  der  Lemniscate  enthalten 
die  „Disquisitiones  arithmeticae"  vom  Jahre  1801  (Gauss  Werke  I, 
4i2)\  «Ceterum  prineipia  theoriae,  quam  exponere  aggredimur,  multo 
latius  patent,  quam  hie  extenduntur.  Namque  non  solum  ad  functiones 
eirculares,  sed  pari  sueeessu  ad  multas  alias  funetiones  transeendentes 

applieari  possunt,  e.  g.  ad  eas,  quae  ab  integral!  /    ,       -  pendent; 


i  A^ 


praetereaque  etiam  ad  yaria  eongruentiarum  genera:  sed  quoniam  de 
illis  funetionibus  transeendentibus  amplum  opus  peeuliare  paramus^  de 
eongruentiis  autem  in  eontinuatione  disquisitionum  arithmetiearum  eo- 
piose  tractabitur,  hoe  loco  solas  functiones  eirculares  eonsiderare 
Visum  est" 

Der  dritte  Band  der  Werke  von  Gauss  enthält  nur  Bruchstücke 
(p,  4^0  u.  f),  welche  zur  Erläuterung  des  vorstehenden  Satzes  dienen 
küunen.  Es  scheint,  dass  andere  Arbeiten  den  grossen  Mathematiker 
gehindert  haben,  das  „amplum  opus"  auszuführen.  Der  Herausgeber 
des  Nachlasses,  Schering,  hat  schon  den  relativ  geringen  Umfang 
der  Arbeiten  über  die  Teilung  des  Lemniscatenbogens  hervorgehoben 
(Gatiss  IV,  III,  4p6j,  lieber  die  hinterlassenen  Arbeiten  von  Gauss 
vergleiche  man  Schering:  „l/eber  den  IIL  Band  von  Gauss  Werken'* 
(Clebsch  Ann,  I,  ijg — ^40), 

Gauss  hat  in  seinen  Arbeiten  über  die  neuen  Transcendenten 
zahlreiche  sehr  interessante  Beziehungen  zwischen  Grössen  gegeben, 
die  nichts  anderes  sind  als  die  Jacobi'schen  Functionen  ^(0,^),  ^%i^S 
und  ^3(0,^).  Desgleichen  finden  sich  Reihen  für  ^(0,g^,  *2(0,g^,  ^3(0,^ 
in  den  speciellen  Fällen  a  =  4  und  a  =  5.  Alle  diese  bei  Gauss 
meist  zusammenhanglos  und  ohne  Beweis  gegebenen  Beziehungen  sind 
im  Zusammenhange  entwickelt  und  fUr  den  Fall  a  <»  7  erweitert  in 
der  Abhandlung  von  Göring:  „Untersuchungen  über  die  Teilwerte  der 
facobi'schen  Thetafunctionen  und  die  im  Gauss* sehen  Nachlasse 
7nitgcteilten  Beziehungen  derselben^*  (Clebsch  Ann,  VII,  311 — 2^86), 

Algebraische  Untersuchungen  über  die  Multiplication  der  elliptischen 
Functionen,  unter  Zuziehung  des  Algorithmus  der  Determinanten,  ent- 
halten folgende  Abhandlungen:  Brioschi:  „Sur  quelques formules pour 
la  7nultiplication  desfonctions  eUiptiques"  (C,  R,  1864  L-IX,  ppp — 1004), 
Kiepert:   „Wirkliche  Ausführung  der  gamzahligen  MuUipUcation 

Enneper,  ellipt.  Fanctionen.    S.  Aufl.  25 
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der  elliptischen  Functionen"  (Grelle  J,  LXXVI,  21 — 33).  Kiepert: 
„Auflösung  der  Transformationsgleichungen  und  Division  der  elUp- 
tischen  Functionen"  (ibid,  p,  34 — 44), 

Ausser  diesen  angeführten  besonderen  Abhandlongen,  von  denen 
eine  Tollständige  Zusammenstellnng  dem  Zwecke  dieser  knrzen  Notiz 
nicht  entsprechen  würde,  ist  das  Problem  der  Mnltiplication  in  Ver- 
bindung mit  der  Transformation  in  speciellen  Schriften  behandelt,  von 
denen  die  folgenden  hier  angemerkt  sein  mögen.  Betti:  „La  teorica 
delle  fumioni  ellitiche"  (Brioschi  Ann,  1861,  IV,  2^/,).  Mansion: 
„Theorie  de  la  multiplication  et  de  la  trans/ormatio7i  des  fonctions 
elliptiques" .  Gand  i8yo.  Königsberger:  ,,Die  Trans/ormatüni,  die 
Multiplication  und  die  Modulargleichungen  der  elliptischen  Functio7ien*\ 
Leipzig  1868,  Königsberger:  „Vorlesungen  über  die  Theorie  der 
eUiptichen  Functionen'^    Zweiter  Teil    Leipzig  18J4. 

Namentlich  das  erstgenannte,  ausgezeichnete  Werk  von  Königs- 
berger enthält  die  Tollständigste  Zusammenstellung,  nebst  eigenen 
Untersuchungen,  der  auf  dem  Titel  bemerkten  Gegenstände  und  bildet 
in  Folge  davon  eine  sehr  hervorragende  Leistung  auf  dem  Gebiete  der 
elliptischen  Functionen. 

Es  Hessen  sich  bei  dieser  Gelegenheit  noch  mehrere  geometrische 
Abhandlungen  anführen,  bei  welchen  Multiplicationen  und  Divisionen 
elliptischer  Integrale  und  elliptischer  Functionen  vorkommen.  Hierbei 
scheint  es  indessen  sich  mehr  um  eine  Anwendung  der  elliptischen 
Functionen  auf  gewisse  geometrische  Probleme  zu  handeln,  wie  um- 
gekehrt, um  Erläuterung  und  Lösung  verwickelter  analytischer  Probleme 
durch  geometrische  Betrachtungen. 


I  46«    Die  elli)>ti8chen  Functionen,  deren  Modul  grrösser  als  die  Einheit  ist* 
Anwendungen  derselben  auf  verschiedene  Transfomiationsgleichungen« 

Die  Untersuchungen  über  den  Zusammenhang  des  primitiven  Mo- 
duls k  einer  elliptischen  Function  mit  dem  Modul  X  der  ti*ansformirten 
Function,  wenn  die  Resultate  von  §  39  und  §  41  zu  Grunde  liegen, 
veranlassten  Jacobi,  die  elliptischen  Functionen  zu  behandeln,  deren 

Modul  grösser  als  die  Einheit  ist.    Um  zu  zeigen,  dass  die  Modular- 

4  _  4 

gleichung  zwischen  u  =  l/A*  und  v  =^\/X  ungeändert  bleibt,  wenn  man 
für  w,  V  setzt  — ^  — ,    leitet   Jacobi    in    ,S  ji    der   „ Fundamenta" 

UV 

(Ges,  Werke  1, 12^)  einige  Gleichungen  her,  „quae  ad  alias  etiam  quae- 
stiones  usui  esse  possunf  ^    Diese  Gleichungen,  welche  wir  jetzt  her- 
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leiten  wollen,  sind  anch  von  Abel,  doch  in  etwas  anderer  Form  als 

bei  Jacobi,  aufgestellt  worden;  man  vergleiche  hierüber  die  schon 

früher  citirten  Abhandlungen:   „Sur  le  nombrc  des  transformations 

diffdrentes  etc",  (CrcüeJ.  III,  jg4,  Oeuvres  I,  jog,  2,  dd,  1 457),  „Prdcis 

d*nne  thöorie  des /onctions  ellipttques**  (Grelle  J.  IV,  312,  Oeuv.  I,  jyi, 

2,  dd,  I,  j6pj. 

1  *' 

Geht  der  Modul  k  über  in  — »  so  mögen  die  Integrale  Ik  und  IT 

übergehen  in  Kx  ^^^  ^V    ^^  i^^  dann: 

./.  1/(1-.=)  (i-5) 

oder  rv  =  Ict  gesetzt : 

1 


7    1/ (!-/»)  (1- 


Nimmt  man  in  den  Gleichungen  2)  und  4)  von  §  8  (S.  45)  sin  a  =  1, 
80  erhält  man  anmittelbar: 


2)  ATi  =  *  U+y)  ==  *  (A'— A"t). 


Der  Gomplementärmodnl  Ton  —  ist : 


1/ 


1       l/^^^       W. 


1-P  = 


mit  Rücksicht  hierauf  folgt : 

dw 


und  die  Substitution  w  =  \/\—P-  giebt: 


(Ä2  +  ;t'2;j;2) 


3) 


K\  =  k  f  -==JL===  =  kr. 

J     \/(l—i^)(l—k'^f^ 


0 

Die  Gleichungen  2)  und  3)  enthalten  die  Beziehungen  zwischen  den 
vollständigen  Integralen,  deren  Moduln  redproke  Werte  haben. 

Was  nun  die  unbestimmten  Integrale  betrifft,  so  folgt  fbr  y  =  kx: 

dy kdx 

und  da  f ür  x  »  0  auch  y  —  0  ist,  durch  Integration : 

25* 
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/*> ^ ^  .    /•' ix 


Wird: 


gesetzt,  80  ist: 


/^ö 


=  u 


•a:")  (1— *»x«) 


*'  :==*«. 


(1-..  (l-g) 


Die  beiden  letzten  Gleichungen  geben  x  =  sn(u,  Ar)  nnd  y  = 
sn(/rtt,-T-).  Da  nun  y  =  Arx,  so  ist  sn(/rtt,  — )  =  Arsn  (?<,  A:).  Man  erhält 
so  leicht  die  folgenden  Gleichnngen: 

sn  f  Arw,  —  j  —  A:sn(ti,  Ar),    cn  (ku,  -j-j  =  dn(u,  Ar), 


dn  f  Arw,  -t:  1  =  cn(u,  k). 


Diese  Gleichnngen  führen  durch  Combination  mit  den  Gleichungen 
des  §  8  zu  bemerkenswerten  Transformationsgleichungen.  Es  finden 
nach  7)  §  8  (S.  46)  die  Gleichungen  statt  : 

c\        /  '  i\       .sn(u,A:')         ,  .  ,.  1  ^    /  .  ,v       dn(u,Ar') 

5)    sn  (mi,  Ar)  =  t  — r^r^ »  cn  (wi,  Ar)  =  — 7 — pr  1  dn  (mi,  Ar)  =  — p-^T^  • 
'  cn  (m,  Ar )  cn  (w,  Ar )         ^    '   '        cn  (m,  A  ) 

Zur  Vereinfachung  soll  der  Modul  Ar  bei  den  elliptischen  Functionen 
nicht  mit  angemerkt  werden.  Vertauscht  man  in  den  Gleichungen  5) 
Ar  und  k\  so  gehen  dieselben  Über  in: 

6)    sn(M/, A:)  =  i j  cn(u<,  A)  = 1  dn(w,A:)= 

^        ^   '    ^        enw         ^   '    '       CUM  '  cnw 

In  den  Gleichungen  4)  yertausche  man  k  und  k\  setze  ui  statt  ti. 
Mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  6)  folgt: 

sn   A:u/,  -r7)  =  tAr' >    cn  Arw/,  -77)  = 

-  I      \  Ar'/  cnw         \       'Ar'/      cnu 


An( k'ui,  -)  =  -— 

\  ^    k'J         CUM 


Führt  man  in  den  vorstehenden  Gleichungen  links  die  Functionen 

ik  1 

mit  reellen  Argumenten  und  dem  Complementärmodul  p  von  -rr    ein, 

80  lassen  sich  folgende  Gleichungen  herstellen: 
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8) 


dnu 


Die  Gleichungen  4)  wende  man  auf  die  Gleichungen  6)  an,  indem 
in  den  Gleichungen  6)  ku  statt  u  und  -r  statt  k  gesetzt  wird.    Es  geht 

dann  1^  über  in  —  •    Auf  diese  Art  folgt : 


9) 


|dn(*«i,^)  = 


cnu 
dnu 


Die  Gleichungen  8)  und  9),  in  unwesentlich  verschiedener  Dar- 
stellung, findet  man  in  §  31  der  „Fundamenta"  (Ges.  Werke  I,  126). 

Die  Gleichungen  4) — 9)  hat  Her  mite  auf  die  Substitutionsgleichungen 
von  Landen  und  Gauss  angewandt  und  ist  dabei  zu  einem  Systeme 
von  Formeln  gelangt,  welche  auf  die  Entwickelung  der  elliptischen 
Functionen  nach  Potenzen  des  Arguments  eine  interessante  Anwendung 
gestatten,  lieber  die  nachfolgenden  von  Hermite  aufgestellten  Gleich- 
ungen vergleiche  man:  Hermite:  ,,Sur  la  thäorie  des  fanctians  ellip- 
tiques'*  (C.  R.  1863,  L  VII,  613 — 618),  etwas  erweitert  reproducirt  unter 
dem  Titel:  „Remarque  sur  le  döveloppement  de  cosamx^'.  Lwuvüle 
y.  (2)  IX,  28g — 2g^ ;  Riehelot:  „Die  Landen' sehe  Transformation", 
p,  44  u,  4^ ;  Königsberger:  »J^ie  Transformation  der  elliptischen 
Functionen''.    Leipzig  1868,  Abschn.  VII,  58 — 63. 

Die  nach  Landen  und  Gauss  benannten  Gleichungen  sind  nach 

§  42  folgende : 

1 — AtH       (l+A^snucnw 


10) 


sn  d+A')«, 


n  _  d+A' 


[ 


cn  (!+*')«, 


l+Ä'J  dnt« 

1— AI       1— (l+AOsn»M 


1— AH  _ 
1+A'J  - 


dnu 


11) 


8nl(l+A)u,^J  = 


l+Arsn^u 

21/Ä"] enttdnu^ 

I+Ztsu^m' 


390 


[§46 


Die  Gleichungen  11)  folgen  durch  Anwendungen  der  Gleichungen 

l l^ 

6)  auf  die  Gleichungen  10).    Nimmt  man  in  den  Gleichungen  4)  -  vt^ 

statt  Ar,  femer  (l+/rO^  statt  u,  so  kann  man  auf  die  rechten  Seiten  die 
Gleichungen  10)  anwenden.  Die  sich  ergebenden  neuen  Gleichungen 
folgen  aber  auch  direct  aus  10)  durch  Vertauschung  von  Ar*  mit  — Ar', 
wodurch  k  unverändert  bleibt    Man  erhält  so: 

f/.     ir.      1+^1        (1— ArOsuMcnM 
sn  1(1—/:')  u,  -j— p  J  =  ^^ 


12) 


cn[(l-^u,i±^=i 
dn[(l-^u,i±^]=i: 


dnu 
— (1— AOsn^M 


dnu 
— (l+ZrOsn^tt 


dnu 


2]/lc 


Vertauscht  man  in  den  Gleichungen  4)  k  mit  ^~t^  setzt  (l+k)u 

1+A 

statt  24,  so  giebt  die  Anwendung  der  Gleichungen  11): 

1+A:\  ^  2l/^sntt 


13) 


— Arsn^u 


l+Arsn^M 


A   (c  ./r   1+A        cnwdnw 


Vertauscht  man  in  den  Gleichungen  11)  A:  mit  k^  und  u  mit  ui,  so 
geben  dieselben: 

.  21/ ^'"1  duM 

«  — ' —  I  — —  — 


14) 


[ 


cn   (l+AO«» 


'l+A'J~l-( 


1  l)t' 

In  den  Gleichungen  10)  werde  u  mit  Ai<,  k  mit  —  i  also  k'  mit 
vertauscht;  die  Anwendung  der  Gleichungen  4)  giebt  dann: 

m\{k+lk)u,  rxTI/     =  ~ ' 


15) 


cnu 


k+ik'\ 

f/i  .  n'^     k—ik'l       l—k{k+ik')m'hi 
L^  '^A:+</rJ  CUM 

;i   T/f  .  .i'\     ^— «Ar'l        1 — A:(A: — /A:')sn2M 
dn|_(A:+,A:)«,^  =  — ^.^..^ 


cnu 
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ik 


In  den  Gleichnngen  11)  werde  k'u  statt  u  und  -p-    statt  k   ge- 
setzt; mit  Rücksicht  anf  die  Gleichungen  8)  folgt  dann: 

L^*+'*^"'  A'+iAj  ~  1-kik-ik'j^ht' 
[n'  I  -/N     2l/iÄFl  cnw 

I^v     I     /-1  Ä'+iAr  J        1— A:(/:— iA:')8n2w 

Die  Gleichungen  10)  endlieh  geben  durch  Vertausehung  von  k  mit 
k'  und  u  mit  tii: 


16) 


sn 


en 


17) 


f       f/.  i.i\    •   1—^1       «(1+A:)8nu 
L^        '^       1+A:J         cnudnu 

cn   {l+k)m,  —r-j    = T 1 

L  1+XrJ         cnudn« 

A  f/^  1  1^    .   1—^1       l—k»n^u 
L  '  1+A:J        cnwdn« 


In  dem  Vorstehenden  sind  die  wesentlichsten  Anwendungen  der 
Oleichungen  4)  und  6)  auf  die  sogenannten  Transformationen  zweiten 
Grades  enthalten.  Durch  leichte  Aenderungen  lassen  sich  ohne  Mtthe 
weitere  Gleichungen  ableiten,  die  indessen  nicht  materiell  von  den 
gegebenen  Gleichungen  verschieden  sind.  An  Stelle  der  Gleichungen  15) 
findet  man  bei  Königsberger  ein  System,  welches  aus  15)  durch 
Vertauschung  von  t  mit  — i  folgt  Setzt  man  in  den  Gleichungen  15) 
(k+ik^u  =  (Ar' — ik)ui,  wendet  dann  links  die  Gleichungen  6)  an,  so  er- 
hält man  ein  von  Königsberger  aufgestelltes  System,  welches  den 
Gleichungen  16)  entspricht. 

1  Ä" 

Geht  k  über  in  — )  so  geht  der  Ausdruck  ---  in  Folge  der  Gleich- 

iC  IL 

ungen  1),  2)  and  3)  ttber  in: 


X' 


K—iK' 


Setzt  man  zur  Vereinfachung: 


18) 


K' 


=  n> 


also: 


19) 


q  =  e-^% 


nw 


1  — 1 ' 

80  geht  q  durch  Vertauschung  von  k  mit   -  über  in  e    '"""^.     Es 
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läsflt   sich  nmgekehrt  zeigen,    dass   durch  Vertanschang  von  w   mit 
:  in  der  Gleichung  19)  k  seinen  reeiproken  Wert  annimmt    Dieses 


1 — wt 


ist  nur  ein  specieller  Fall  einer  allgemeinen  Transformation  der  Theta- 

Functionen,  welche  in  einem  der  folgenden  §§  weiter  ausgeführt  werden 

soll,  und  wozu  der  specielle  Fall  als  ein  einfaches  Beispiel  dienen  möge. 

In  den  Gleichungen  18)  von  §  18  (S.  134)  setze  man  fUr  q  seinen 

Wert  ans  19).    Eb  ist  log,,  log^=;r^  also  log^  =  -5  und: 

n 

20)  g'  =  «    "*. 

Die  bemerkten  Gleichangen  nehmen  mittelst  der  Gleichangen  19)  and 
20)  folgende  Formen  an: 


21) 


^,(,,,— ')  =  i^^,(^- r^), 


*<V  ^'h 


^  (x,  e         ) 


x^ 

nw 


*2(a;,  e        ) 


x^ 
nw 


w        \n^  I 


\fw 


Ux.e-'^'')  =  - 


x^ 
nw 


\/w 


».(v  ''-)■ 


In  Folge  der  Methoden,  die  im  §  19  angewandt  wurden,  traten  wie 
in  den  Gleichungen  19)  und  20)  statt  q  und  q  Exponentialgrössen  auf, 
in  denen  der  Exponent  der  einzigen  Beschränkung  unterworfen  ist, 
dass  die  Theta-Reihen  convergent  sind.  Die  Gleichungen  19)  und  20)  gelten 
also  allgemein;  es  kann  w  complex  sein,  nur  muss  dann  der  reelle  Tbeil 
eine  wesentlich  positive  Grösse  sein. 

Geht  w  über  in  n;±i,  so  ist: 

— n(w^i)  — nw 

Die  Function  d-z{x)  geht  dann  über  in  ^(x);  umgekehrt  geht  O-ix)  über 
in  ^s(x);  die  beiden  Functionen  ^t  (^)  ^J^d  ^2(x)  kehren  in  sich  zurück, 

respective  multipUcirt  mit  e     * . 

In  der  ersten  Gleichung  21)  vertausche  man  w  und  x  respective 


mit 


w 


1 — wi 


und 


1 — wi 


.9  dieselbe  wird  dann: 


x<*' 
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22) 


itto  


ar» 


— wi        nfv\ 
e 


1 — ir«  j        V       w 

Es  ist  aber  mit  Rücksicht  anf  die  dritte  Gleichung  21): 


1  e 


;• 


1  e 


n 


*,(5f,  ;     ^)  =  *(f ,  e"^  =  lATe'^'^^.Cx. 


e        ). 


Die  Gleichung  22)  wird  hierdurch: 


x'i 


'^^      *»(iii'   *    ^  =  l/i=^  «  '^<'-*'V,(a:, 


«  ). 


Aehnliche  Relationen  lassen  sich  aus  den  drei  andern  Gleichungen 
herleiten.    Man  findet  leicht: 

nw 


24) 


».(Ä-  '"^ 


M^^{x,  e    ^^), 


1  a 


1— iw 


)= 


TTt 


ilf*  (X,  e"''^) « *  < 


TTIt^ 


o:»! 


if  =  l/l — w\  e     ^        \ 
Bildet  man  die  Quotienten  der  Gleichungen  23)  und  24),  so  fällt  der 
Factor  M  weg  und  durch  Einführung  von  elliptischen  Functionen  er- 
hält man  wieder  die  Gleichungen  4).    In  den  Gleichungen  23)  und  24) 

werde  o: «—  0  gesetzt    Geht  w  ttber  in    .  so  mögen  Ar,  ky  K  ttber- 

gehen  in  /ci  Ar/,  K^,    Setzt  man  «;  =  — ,  so  folgt: 


1/^-1/^1/ 


TTt 


2a;^,t 


Diese  Gleichungen  geben  unmittelbar: 


1  k'p '  ik^ 

Ubereinstiinmend  mit  den  Resultaten  zn  Anfang  dieses  Paragraphen. 
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§  47.    Entwickelmiir  d^r  elliptischeii  FuctioBen  in  Reuten,  die  nach 

Potenzen  des  Argrumcnts  fortschreiten. 

Unter  dem  Titel:  ,JSur  la  ttUarie  des  fonctions  eUiptiques"  (C. 
R.  i86j,  L  VII,  öij — 6/8,  ppj — looo,  Lumml/e  /.  (2)  IX,  14^ — i^SJ 
hat  Hermite  die  Transformationen  zweiter  Ordnnng  in  einer  sehr  in- 
geniensen  Weise  zu  Entwiekelnngen  angewandt,  deren  Dedaction,  wie 
die  meisten  Arbeiten  dieses  eminenten  Gleometers,  sieh  dnrch  grosse 
Eleganz  auszeiehnet. 

In  Folge  der  zweiten  Gleichung  15)  von  §  46  ist: 

.—k(k+ikr)m^u 


«°[<*+'*^«'FfS]=- 


enu 
Wird  /  mit  — i  vertanscht,  so  folgt: 

L  Ar— lAr^J  cn  u 

Aus  diesen  Gleichungen  erhält  man  leicht: 

(A:+/AOcn|^(A:-iAOw,|^^  +  (Ar-i*0cn[(A:+iAOM,  ^^']  =  2A:cnM, 

oder  /c  =  cos  a  gesetst, : 

1 )  tf *' cn  {ue—  ^*,  tf  ^*' )  +  e—  **  cn  {ne^^,  e  ""2«*)  =  2  cos  a  cn  (m,  cos  a). 
Wird  cnu  nach  der  Formel  von  Maclaurin  entwickelt,  so  findet  man: 

2)  cntt  =  l— ||  +  (l+4A:2)jJ 

—  (l+44it2+16^*)  li  +  (l+408A:«+912A:*+64/:«)  |j 

—  (1 + 3688*2  +  30768A:*  + 15808*«+ 256*^)  .-,•••» 

wo  zur  Abkürzung  n\  statt  1.2.3...n  gesetzt  ist    Von  71  =1  an  hat 

der  Factor  von  ^  .^    .    . .     die  Form 

(2n+2)! 

n 

WO  ^0  =  1»  da  für  A:  =  0  sich  cnw  auf  cosw  reducirt.    Die  Gleichung  1) 
giebt  durch  Vergleichung  der  Factoren  von  m^*»+^: 

n  n 

3)  V  Ar  COS  (2n+ 1 — 4r)  a  =  V  Ar  cos^'^+i  a, 

r=0  r=0 

Drückt  man  rechts  cos^'*+^  a  durch  die  Cosinus  der  ungeraden  Mul- 
tipla  von  a  aus,  so  erhält  man  aus  3)  durch  Gleichsetzung  der  Fae- 
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toren  von  cos(2m+l)a  ein  System  linearer  Gleichungen  zur  Bestimmung 
von  ^1,  ^2  •  •  ^n.    Die  Rechnung  vereinfacht  sich  etwas,  wenn  Ar  =  2^'"ar 
gesetzt  wird,  wo  ^^  =  «q  =  i.    So  giebt  die  Gleichung  3)  fttr  n  =  4: 
cos  9a +2^04  cos  7a +2^01  cos5a+2*a3Cos3a+2*a2COSa  = 
cosa+22ai  cos5a+2*a2  cos5a+2*a3  cos''a+2%4  cos^a. 
Hieraus  folgt: 

1  =  04,  2804  =  904+03,  2^01  =  8604+703+02, 
2603  =  8404+2I03+502+O1,  2*02  =  126o4+35o3+1002+30i  +  l^ 
also: 

04  =  1,  03  =  247,  02  =  1923,  Ol  =  922. 
Mit  der  Entwickelung  der  elliptischen  Functionen  nach  Potenzen 
des  Arguments  hat  sich  zuerst  Gudermann  eingehend  beschäftigt. 
Nach  Aufstellung   der  in  2)  gegebenen  Reihe  wird   die  zweite  der 

Gleichungen  4)  von  §46,  nämlich  cn(/:w,  -)  =  dn(w,  /r),   zur  directen 

Herstellung  der  Reihe  fttr  dnu  benutzt.    Die  Entwickelung  von  amu 
folgt  aus: 


am 


u  =   i    Anudu, 

•^0 


( Cr  eile  J,  XIX,  80  u,f.).  Für  die  Entwickelung  von  sn«  hat  Guder- 
mann (L  c,  p,  yS)  die  ersten  Tenne  ausgeführt.  In  Beziehung  auf  diese 
Function  hat  Hermite  auf  folgende  Gleichung  aufmerksam  gemacht. 
In  Folge  der  Transformation  von  Landen  (Gl.  20)  §  42,  S.  343)  ist: 


sn 


[(.+.,.  i=*]_(i±^)^- 


4)    sn  [(l+l/Ä)«Mi,  {^^^j\  =  '(1+l/Ä) 


-^ ^  2|/ä 

Man  vertausche  hierin  k  mit  -r-n^  also  ^'  mit    --t-t'  femer  u  mit  (1+/:)  wi. 

1+/:  1+/: 

Unter  Zuziehung  der  Gleichungen  17)  §  46  auf  Seite  391  folgt: 

,    snu     l+/csn^ 
cnuduM  1— ArsnH* 

Nun  ist: 

1 — X:sn^2M — cn2Mdn2u . ^    sn u     1+Arsn^u 

sn2ii  '  cnudnu  1 — ^^sn^u' 

XL 

Setzt  man  in  4)  -  statt  u,  so  lässt  sich  diese  Gleichung  auch  schreiben : 

sn  Y^^ui.  f^)n  =  .•  l-*B°»«-cn«dn« . 
L       2  \i+i/Ä/  J  (1— l/Ä)«gnu 

Vertanscht  man  k  mit  — Ar,  so  leitet  man  ans  der  so  erhaltenen  Gleichnng 
und  der  vorstehenden  die  folgende  ab: 
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(1-^' -*)*■( 


vi+v— *>»__.  /i— 


-ii—<,  kfi 


Die  AswendiBg  dieser  GlaAmag  aaf  die  EaliriekelHif  tu«  a«  ist 
imiemn  niefcl  fo  eiB&eh  wie  die  Amwcadup  der  Gintrkmwfr  1>  asf 
eaiL  Eine  Ajnreadng  wesendidi  TosekiedeBer  Art  kal  Hermite  tod 
den  TnmrfomatioBea  xweüer  OrdaiBp  nf  die  Dtuitdiaap  der  Zftkler 
md  Nenner  der  eDipliieken  Fnnetionen  gemMtkL  Du  Yeifikren  be- 
Hekt  einfiieh  darin.  Zähler  nnd  Nenner  ndt  dendben  Thetn-FnMtiM 
n  Bolliplieimi  nnd  die  Resnllale  des  §  42  nr  Anwcndnnp  m  bringe 
ättii  man  in  die  (Heieknngen  9)  nnd  10}  ftr  ^  seiMn  Wert  (Sl  942) 
•o  folgt: 


5) 


I  ♦(x)#,(x)=#(ar,^  1^  *£^, 

Die  Gfeiefangeo  23>  31)  md  30)  de*  §  42  geben: 


6) 


j»(x>#,(x>=»,(x,Vj>|/ 


JTt  it 


-.   /■ 


♦,(x)»,(x)  =  »irx.v  ^>l.'  _*1L^ 


Wegen  »^tO)  =  ! ,  ^  erfaäU  man  ans  den  Gleiehangen  o3)  des  §  42: 


V 


7) 


:u 


♦,  (X)  &i(x)  =  «      *  »,  (X,  tf  -  l   ?)  [      ^L^  , 


:ii 


:fi 


l^<^X 


•>    i-iJ' 


ifcif 


E0  ist 


)^,  (x)  =  i?     '^^i(x,i? -^  ^)^:  ^ 


^iW  =  2^(— ir^^   '   '«in(2«+l>x. 


Man  trenne  rechts  die  geraden  and  angeraden  Werte  Ton  ai.  setze  im 
ersten  Falle  m  =  2ti,  im  zweiten  m  =  — (3ii+lX    Man  findet  so: 


<-  «n^)*  . 


»i  (x)  =  'I^q"    '  '  sin(4«+l)x  =  2^i^^»*'+^8in(4«+l)  Jr. 
Ebenso  folgt: 


— JC 


§  471  397 

00 

d-^{x)  =  2qi^  g^"'  •*-^*'  C08  (4n + po:. 


—00 


Im  Folgenden  soll  das  snmmirende  Element  n  alle  ganzzahligen 
Werte  von  — oc  bis  +oc  annehmen.    Es  ist  nun: 

2Rx         1   ^i(x)         1   ^i(x)^8(x)         1   ^i(a;)*2(x) 
^"   jr         i/Ä  *(.c)       /*    *(x)*,(x)       i/Ä  *(x)*,(a;) 


2A-X  _  I  /k'  »t(x)  ^\/k'»i  (X)  »5  ix)  _  I  //r'  »,(a;)».(x) 
""    jt         1/  *  *(«)       1/  *  Hx)»i(x)       V  k  *(x)*,(x)  ' 


jr        "^      ^x)       ^      d-{x)d-^(x)       ^      d'(x)9'i(x) 

Mittelst  der  Gleichungen  5),  6)  und  7)  geben  die  vorstehenden 
Gleichungen  zu  folgenden  Entwickelungen  Veranlassung: 

—  •«-1 

2Äa- ^ \/2e^     »,(2a;,g»)    ^ l/2^  } .  ^'«'•K»8in(8n+2)x 

xT'i  [x^  e   ]/  g) 
„-        2Kx      ,/^\VT^»,i2x,q^)      ./^iVF»     2^*t«.gin(8n+2)a; 


tTT 


^  ^i  (a;,  1/  ^)  ^^'  +•  sin  (4n+ 1)  o: 

Nimmt  man  in  8)  o;  =  - ,   in    10)   x  =  0,   so   ergeben   sich   die 
Gleichungen : 
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Diese  Gleichangen  für  l//r  und  \//c',  sowie  eine  Anzahl  ähnlicher  Glei- 
chungen hat  zuerst  Jacobi  aufgestellt  in  der  Abhandlung:  „Ueber 
unendliche  Reihen,  deren  Exponenten  zugleich  in  zvoei  verschiedenen 
quadratischen  Formen  enthalten  sind''.  (CreUe  /.  XXXVII,  7^ — 7^, 
Mathem.   Werke  II,  82 — 83,  Ges.   Werke  II,  21*1 — 288). 

Mittelst  der  Gleichung  fttr  \J'k  lässt  sieh  ziemlich  leicht  die   von 
Sohncke  (Grelle  J.  XVI,  113)  aufgestellte  Reihe  finden.    Setzt  man: 

mnitiplicirt  mit  dem  Nenner  des  links  stehenden  Bruches,  so  findet  man 
ohne  Mühe: 

ai  =■  2,  0-2  =  4,   «3  =  81  «4  =  14,  aj  =  24,  o«  =  40,  «7  =  64,  o«  =  100, 
09  =  154,  «10  =  232,  «11  =  344,  012  =  604,  a^  «=  728  . . . 

In  Folge  der  Gleichung  für  [/T  folgt  dann: 

Um  die  Entwickelung  bis  q'^^  zu  führen,  hat  man  nur  nötig,  im  zweiten 
Factor  rechts  die  Reihe  bis  «13^^^  fortzusetzen. 

T^  x_.  t_  1  j     iA>.    X«  cnwdnw    snudnu    snwcnw         , 

Entwickelnngen  der  Functionen 1 »  — 3 und 

°  snu  cnu  dnt< 

snw,  cn«,  dnw, 1 »  3 —   nach   Potenzen   von   q   enthalten   die 

'  sn^^    cnu    dnw 

Noten  von  J.  W.  Glaisher:  „A  chapter in elliptic functions" ,  Quart, 

J.  XVII,  50 — 6^,  1880   und   „Note  on   a  method  0/  obtaining  the 

q-formula  for  the  sine  amplitude  in  elliptic  /unctions",   Proc,  Lond. 

Math.  Soc,  XI,  4^ — 4^,  1880. 

mm 

Nimmt  man  in  11)  o:  =  -»  in  13)  a;  =  0,  so  findet  man: 

1/A3  =    \/lq^^ '- — -, 

^(— l)"(4n4-l)«'"+" 

V,-^       2(4«+ 1)5»»*+- 


15) 


2(— l)"(4n+l)?«»''+» 


Von  den  Gleichangen  9) — 13)  hat  Hermite  noch  folgende  inte- 
ressante Anwendung  gemacht    Es  sei: 
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16) 


X  (m,  *)  =  l/l +8n  m  \/i  +Ä8n«, 


I  A(M,*)  =  l/l+8n«l/l  + 


Asnu. 


Nach  den  Transformationsgleichnngen  von  Landen  (S.  343)  ist: 

Vertauscht  man  in  den  Gleichungen  16)  k  mit  — 7— 7 und  w  mit  (1 +/:')", 
so  findet  man: 


17) 


I   A   (l+ArOu,  iqp^J  =  8nM+^  =  8nM+8n(A'— w), 
I  Xi  1(1+ AOm,  -J^J  =  cn«H-^5i'=:cn«+cn(A'— m). 


Die  Gleichangen  9)  and  10)  geben  dnreh  Division: 


cn 


18) 


dn —        1/2  l/Ar 


Ebenso  erhält  man  ans  8)  and  13): 

2ICx 


*'8n- 


19) 


Es  ist  ferner: 


dn 


2^0; 


20) 


^1  (^,  p)+^2  (^,  P)  =  ^«(|  — ''^,  p)+^a(^iP) 

=  2^*^  *^   ^  [cos  (2n+l)(^—a:)+cos(2/i+ Do:] 


—OD 


Jts 


=  2y\eoB^-^^jt  p"  «  ^  cos(2w+l)(a-— ^) 

^■^  4  4 


— 30 
OD 


•(H-i)  /'«»•+i\« 


=1/22  (-1)  »  p'  * 


i^y 


— 00 


cos(2n+l)(a: — j), 


da: 


(-1) 


m 


eo8(2n+l)f={^J^ 

t/2 

Mit  Rücksicht  darauf,  dass: 


1    n  =  2i», 


n(iH-i) 
(-1)    * 


»  n  =  2m+l, 


/2 
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mi  att+ty  n(n+l)  m 


Tri 


giebt  die  Gleichung  20),  p  =e^\/q  gesetzt: 


m  nt 


21)  *,  (X,  tf  2  1/^)+*,  (a;,  c  2  ^/  ^) 


«00  /2n+t\«  w 

Für  p  =  \/q  erhält  man  ans  l7): 

22)  *,  (a-yf)+*.i(a:,  l/^ 

=  l/2^(— 1)    *    (l/#  «    'co8(2n+l)(a:— 5)=/2e     ^  »lix—,  e^  \/^). 


— 00 


2Kx 
In  den  Gleichungen  17)  nehme  man  u  =  — .    Mit  Rücksicht  auf 

die  Gleichnngen  8),  9),  18),  19),  21)  nnd  22)  folgt: 

^L^^+*^-.-'  1+*'J=^,  *(2^T?) 


1    *i(«-f'l/«) 
23)  {  '='^'    *(2x,^^)     ■ 


^.  |_(1+A)  — .  J^.^J=  77--  i/  Ä  i^(2-^.;2) 


1/ 

\  ^^       \J  k         ^(2a;,^2) 

Geht  q  über  in  l/^,  so  gehen  nach  den  Gleichungen  29)  und  31)  von 

§  42  A:  und  K  respective  Über  in  -— -r  und  (1+A*)Ä^.  Es  geht  also  k* 
über  in  — -  und  (X-\-V)K  Über  in  2Ä'.  Lässt  man  in  den  Gleichungen 
23)  q  und  x  respective  tibergehen  in  yq  und  -,  so  folgt: 
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=1/ 


VhT^    S«"  ''^««(«+ü 


2l/^  ^(— l)"g*'eo8  2na; 

/  —   \ 


=  /— 7=2«T^ ^^ 

V   21/*  ^(— D"  «•*  COfl2na5 

Die  Gleichnngen  27)  and  28)  von  §  24  (S.  173)  geben  auch: 

\r—\ 

|^8n--+8n-(^2-a:jJ=82^j£;^-S^8m-^^C08(2r-l)(— :r) 


00  2«^+- 


=^2(-i)"i!z^x««8(*'«+i)(f-^) 


00  »«•— 1-f^ 


+  ^S^-l)"^'  fc^i  C08(4m-l)(J-x). 

Nimmt  man  in  der  ersten  Snmme  m  =»  rt,  in  der  zweiten  m  «=  — n, 
80  ist  auch: 

<*)  2«+-— 

Ebenso  folgt: 

«»  2»+—- 

^  (cn  --  +cn-(--x)j  =  4l/22/-l)"j;:|:^4H3  C08(4»+l)  (f-^)- 


Lässt  man  in  diesen  Gleichnngen  q  in  yq  nnd  o;  in       übergehen,   so 
erhält  man  ftlr  die  Functionen  X  nnd  Xi  die  folgenden  Reihen: 


24) 


M"'-)-ff^S*-«-;ife-«»-<H> 


Enneper,  ellipt.  FonoÜonen.    S.  Aofl.  26 
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Später  (1875)  hat  Hermite  einen  andern  Weg  eingeschlageD, 
nm  die  ganzen  rationalen  Functionen  von  k^  zu  bilden,  die  in  den 
Entwickelnngen  der  elliptischen  Functionen  snu,  cnu,  dnu  nach  Po- 
tenzen von  u  auftreten.  Seine  Resultate  sind  veröffentlicht  in  Grelle 
J.  LXXXI,  220—228:  ,JExtraü  d'une  lettre  de  M,  Ch.  Hermite  ä 
M.  L.  Köntgsberger  sur  le  d&veloppement  des  fonctions  eUipttqv^es 
suvvant  les  puissances  croissantes  de  la  variable".  Es  wird  sn  u  von 
der  Form: 

26) ... = ^-tr' +"■■  -"'t^i^i;  r  - +*-  '^\ 

WO  die  drei  ersten  Polynome  P^  als  Functionen  von  m,  folgende  Werte 
haben : 

42A.«.  =  3^+^— 81»— 3, 

4*A.m  —  6'"^^— (8m— 4)3«'»+i+32w2— 32W— 17, 

4«/>8.«,  —  72~+i— (8w— 12)6*»+^ 

+ (32m2— 88»! + 30)  3*»+i— i  (266i»^— 1066m2+ 762  w +471). 

Hiemach  ergiebt  sich  folgende  Entwickelung  von  sni/: 

snu  =  1— ^,- 1^'+ ^i u^ ^11 u^  +  . . . 

Analog  wird 

26)  ,^u=%-xr'-±^^^^^ 

wo 

4»(?i,«  =  3*"— 8m— 1, 

44{)2,«  =  6*~— (8m— 8)3*™+32m2— 48m— 9, 

46^3  ^  =  72i»_(8i»— 1 6)0«"» 

+(32m2— 120m+82)3^'»— i(2ö6ma— 288m2+320m+297). 

Setzt  man  diese  Werte  ein,  so  erhält  man  fttr  cnt«  die  obige  Entwicke- 
lung in  61.  2).    Endlich  ist: 

27)      dBu.=  >:(-l)-^''-"+^»-*'+/v^+  -  +*"'u^ 

M=o  (2m)! 

wo 

ÄO,  m  =  2«•»-"^ 

Äi,  m  =  2^*»-«  [2^"»— 8m +4], 

Ä2,  m  =  2^""-^«  [3^^"- (8m— 12)2*™+32m2— 88m+31], 
Ä3^  ^  =  2»~-"[4*"'— (8m— 20)3*" 
+(32m2— I52m+148)22"'— i(266m^— 1728m2+3080m— 900)]. 
Hiernach  findet  man  die  Entwickelung: 
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Die  Polynome  Q  und  ^  sind  miteinander  verbanden  durch  die  Glei- 
ch nngen: 

Äo,  m  =  Om—h  mi   Äi,  m  =  Qm—i,  m,   CtC. 

Wenn  Ar  reell  und  kleiner  als  1  ist,  so  nähern  sich  die  Entwicke- 
langen von  snu,  cnz/,  dnu  in  ihren  letzten  Gliedern  mehr  and  mehr 
folgenden  Reihen: 

(— 1)"2m*"  ,._  w*      _w^  _      V 

sind  also  convergent,  wenn  der  absolate  Wert  [u\<K'  ist 

Hermite  betrachtet  in  dem  oben  angeführten  Briefe  überdies  die 
ganzen  rationalen  Fnnctionen  @m  and  %m  von  /r^,  die  in  den  Ent- 
wickelangen von 


nw      u     ^F, 


and 

sn^      tt*     if^i(2m— 2)! 

vorkommen;  diese  convergiren,  wenn  [u]  kleiner  als  die  kleinere  der 
Grössen  2K  and  2K*  ist  Die  ersten  and  einfachsten  Eigenschaften 
dieser  Polynome  @m  and  X»  ergeben  sich  aas  den  beiden  Gleichangen 
4)  and  6)  in  §  46  (S.  388): 

sn(^,i)  =  A:sn(^^),^-^^ 

Aus  den  folgenden  Formeln: 

1+*  1 


+ 


1+*'  1        .  ik 


sn 


'  8n(«,A:)  "^gnCn«,*^' 


(k+iie     k—ikr\ 
\    2     ^  k+ikfj 


an 

\     2        '  H+iKJ 

26* 
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welehe  sieh  ebenfalls  ans  den  Fonneln  des  vorigen  §  ei^ben,  in  Ver- 
bindung mit  der  Gleiehnng 

I    ^(l  +  entt)(l+dntt) 

,tt  '^  sn*M 

sn'- 
2 

leitet  Hermite  eine  Reihe  merkwürdiger  algebraischer  Relationen  ftlr 

die  genannten  Polynome  her. 

Das  Problem  der  Entwickelang  der  elliptischen  Functionen  nach 

Potenzen  des  Argnments  ist  ebenfalls  behandelt  worden  von  Dösiri 

Andrä.    Seine  umfangreiche  Abhandlung:  ,J)Sveloppefnentscn  s^ries 

des  fonctions  elliptiques  et  de  leurs  puissances^',  Ann.  de  V£c.  Norm. 

(2)  VI,  1877,  26^—328,  deren  Resultate  auch  in  den  C.  IL  LXXXIII, 

/J5 — 1^6,  1876  veröffentlicht  wurden,  zerfällt  in  drei  Teile.    In  dem 

ersten  werden  die  Ableitungen  gerader  Ordnung  der  x^^  Potenzen  der 

elliptischen  Functionen  Jl(x),  ii{x\  v(x)  (siehe  Seite  172)  untersucht 

Diese  Ableitungen  sind  ganze  Polynome  von  resp.  X{x\ii{x\  v(x);  und 

ihr  Studium  wird  zurttckgeftthrt  auf  das  der  geraden  Ableitungen  der 

jr^^  Potenz  einer  einzigen  Function  qix),  die  der  Differentialgleichung 


^C^) = «+ffl9>H^)+e9)*(^) 


genttgt  Die  eigenthümliche,  mehr  combinatorische  als  algebraische 
Methode,  durch  welche  diese  Ableitungen  von  Andrä  gebildet  werden, 
lässt  sich  in  Kürze  nicht  wiedergeben.  Im  zweiten  Teile  der  oben  ge- 
nannten Abhandlung  werden  düie  Functionen  X\x\  fi^{x\  v^(x)  nach 
steigenden  Potenzen  von  x  entwickelt,  wobei  die  CoefGcienten  noch 
nicht  nach  Potenzen  von  k^  geordnet,  sondern  nach  der  combinatori- 
sehen  Methode  des  ersten  Teiles  ans  den  Ableitungen  der  genannten 
Potenzen  hergeleitet  werden.  Erst  im  dritten  Teil  werden  die  Coeffi- 
cienten  nach  Potenzen  von  k^  geordnet.  Die  so  gewonnenen  allgemeinen 
Formen  der  EntwickeluDg  werden  dann  eingehender  untersucht  in  den 
beiden  folgenden  Abhandlungen  von  D^sir^  Andr6:  „Sur  le  dövelop- 
pement  de  la  fondion  elliptique  X(pc)  mivant  les  ptiissanccs  croissantcs 
du  modulef*,  Ann,  de  V£.c,  Norm,  (2)  VIII,  i8yg,  i^i — 168,  und 
„D^eloppements,  par  rapport  au  viodule,  des  fonctünis  cUiptiqius 
>l(a:),  ^(x)  et  de  leurs  puissances*'  (2)  IX,  1880,  106 — 118. 

Ein  besonderer  Fall  des  allgemeinen  Problems  der  Entwickelung 
der  elliptischen  Functionen  nach  Potenzen  des  Arguments  ist  schon 
früher  gelöst  worden  von  F.  Didon,  der  die  ungerade  Function  u,  die 
der  Differentialgleichung 


§  47]  405 

gentigt,  nach  Potenzen  von  x  entwickelt ,  den  Coefficienten  von  -, ;,-.    in 

(2n+l)! 

der  Form  a^^+X^  a'^^b+X^  a"^b^+X^  a«-^6»+...  darstellt  und  die  X 
als  Functionen  von  n  angibt  Den  Beweis  dieser  Formeln,  der  von 
F.  Didon  als  »Question*  in  Nouv.  Ann.  (2)  XI,  142,  i8y2  vorgelegt 
war,  gab  C.  Morean:  „Solution  d'une  question",  Nouv.  Ann.  (2) 
XV,  jo—jb,  1876.  Seine  rein  algebraische  Methode  würde  zur  Be- 
stimmung der  allgemeinen  Form  der  Coefficienten  sehr  verwickelte 
Rechnungen  erfordern. 

Eine  grosse  Bedeutung  hat  das  Problem  der  Entwickelung  der 
elliptischen  Functionen  in  Reihen  für  gewisse  Aufgaben  der  Astronomie, 
besonders  für  die  Störungstheorie.  Die  einschlägigen  Abhandlungen 
von  H.  6yld6n,  welche  sich  durch  eine  Fülle  der  schönsten  Methoden 
auszeichnen,  sind  folgende:  „Ueber  eine  Methode,  die  Störungen  eines 
Kometen  vermittelst  rasch  convergirender  Ausdrücke  darzustellen*'. 
St  Pdtersb.  Bull.  XIV,  i86p,  ip^ — 2ji.  „Studien  auf  dem  Gebiete 
der  Störungstheorie.  I.  Entwickelung  einiger  Verbindungen  ellipti- 
scher Functionen**,  Mdm.  de  St  Pdtersb.  XVI,  i8yi,  i — iji.  „lieber 
die  Summirung  periodischer  Functionen.  Integration  gewisser,  bei 
der  Störungstheorie  vorkommender  Differentialausdrücke**,  Stockh. 
Abh.  1872  u.  1874.  „Om  införandet  af  ellipUska  funktioner  i  ett 
astronomiskt  problem**,  Förh.  Stockh.  187^.  ,JEn  ny  lösning  tili  det 
Keplerska  problemet**,  Förh.  Stockh.  187$.  „Sur  une  mdthode  de 
calcul  des  perturbations  absolues  des  cometes**,  C.  R.  LXXX,  808 — 811, 
907— gog,  187^.  „Sur  le  diveloppement  de  la  fonction perturbatrice 
suivant  les  multiples  d'un  integrale  elliptique** ,  C.  R.  LXXX,  1070 — 107 j, 
187^.  „  Om  inflytandat  af  ojemuketer  med  läng  period  p&  uttrycken 
för  periodiska  kometers  absoluta  störinger**.  Öfv.  Stockh.  1876.  „Trans- 
formatuypi  af  ett  uttryck,  innehällande  elUptiska  transcendenter,  jemte 
tillämpfiing  deruf  pä  utrecklingen  af  den  s.  k.  störingsfunctionen** , 
Öfv.  Stochh.  1876.  „Extrait  d*une  lettre  ä  M.  Hermite,  relative  ä 
Vapplication  des  fonctions  elliptiques  ä  la  thdorie  des  perturbaiions** , 
Liouville  f.  (j)  II,  411 — 41g.  „Ueber  die  Bahn  eines  materiellen 
Punktes,  der  sich  unter  dem  Einßusse  einer  CentrcUkraft  von  der 
Form  (iir-'^+fi^r  bewegt**,  Öfv.  Stockh.  XVII,  i — 67,  187p.  „Sur 
Vorbite  que  parcourt  un  point  matdriel  attiri  par  un  sphiroide**,  C. 
R.  XCI,  P57 — ps^,  1880.  „Nigra  nya  utvecklingar  af  de  ellipUska 
funktionerna** ,  öfv.  Stockh.  ip7 — 20 j,  1886. 

Wir  haben  oben  gesehen,  dass  die  Herstellung  der  Coefficienten 
in  den  Entwickelungen  der  elliptischen  Functionen  snt«,  cnu,  dnu  mit 
Schwierigkeiten  verbunden  ist    Indirekt  lassen  sich  dieselben  gewinnen 


406  [§47 

ans  den  Entwickeinngen  anderer  Transcendenten ,  die  mit  den  Theta- 
fanetionen  in  engem  Znsammenhange  stehen  nnd  zuerst  von  Weier- 
st  ras  s  in  seiner  „Theorie  der  Abel' sehen  Functionen",  Grelle  J.  LII, 
28ß—-j8o,  i8$6  nntersncht  worden  sind.  Diese  Weierstrass'schen 
Functionen,  die,  weil  sie  AbeVsehe  Functionen  sind,  mit  ^(u)  be- 
zeichnet werden,  lassen  sich  mit  Htllfe  der  in  §  28  (S.  219)  eingeführ- 
ten Function  Z(u)  folgendermassen  definiren.    Es  ist 

28)  Al{vi)^  =  e   ^ 
oder 

29)  Al{u\^e    ^  --^f^' 
und  entsprechend: 

30)  ^/(«).=  ^r^-.!LW, 

'  \/k  HO) 


Ek* 


31,        .<.,_i/|rs-.*!g 


32)  Al(u)^  =  \/¥e 


"sT 


HO) 

Diese  Functionen  haben  die  Eigenschaft,  in  der  ganzen  Ebene  ein- 
deutig und  endlich  zu  sein  und  sich  in  Reihen  entwickeln  zu  lassen, 
deren  Coefficienten  ganze  rationale  Functionen  von  k^  sind.  Die  el- 
liptischen Functionen,  denen  übrigens  in  der  genannten  Abhandlung 
von  Weierstrass  das  2^  Kapitel  fp.  jji — j8o)  gewidmet  ist,  sind  mit 
den  Weierstrass'schen  Functionen  durch  die  Gleichungen 

83)  snt<  =  -777-^1  CUM  «-  -jjTT'  dnM  =  --77-^ 

Al(ü)^  Al{u)o  Al{u)o 

verbunden.  Die  Reihenentwickelungen  der  Weierstrass'schen  Func- 
tionen und  die  aus  ihnen  folgenden  Entwickelungen  der  elliptischen 
Functionen  finden  sich  auch  in  den  Werken  von  Königsberger: 
„Vorlesungen  über  die  Theorie  der  elliptischen  Functuyfien** ,  II, 
7/ — 82,  von  Schlömilch:  „Compendium  der  höheren  Analysis" ,  II, 
2.  Aufl.,  404 — 40^,  und  von  Briot  und  Bouquet:  „Theorie  des 
fonctions  elliptiqtLe^* ,  2,  ^d,  46^ — 4J4, 
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Zwölfter  Abschnitt. 


§  48.    Die  allgemeine  Transformation  der  Tlieta- Functionen. 

Die  Gleichungen  21)  des  §46(8.392)  gestatten  die  allgemeinste  Trans- 
formation der  Theta-Funetionen  auszuführen,  und  zwar  auf  eine  Weise, 
welche  bei  vielen  mathematischen  Betrachtungen  den  Vorzug  der  Ein- 
fachheit und  Natürlichkeit  darbietet,  indem  man  vom  Besonderen  zum 
Allgemeinen  fortschreitet  Hierbei  ist  in  Beziehung  auf  die  Bezeichnung 
der  Theta- Functionen  eine  Bemerkung  zu  machen,  mit  Rttcksicht  auf 
eine  steigende  Complication  der  Formeln,  welche  in  den  nachfolgenden 
Untersuchungen  zu  vermeiden  ist  Die  von  Jacobi  eingeführte 
Quantität  q  ist  schon  in  den  angeführten  Gleichungen  durch  eine  £x- 
ponentialgrösse  auf  folgende  Art  ersetzt  worden :  q  =  e—'^^ .  Nimmt  der 
Exponent  w  eine  allgemeinere  Form  an,  so  ist  das  zweite  Argument 
der  Theta-Functionen  unter  dem  Functionszeichen  sehr  beschwerlich 
anzumerken.  Um  diesem  Uebelstande  zu  entgehen,  sollen  die  Theta- 
Functionen  von  Jacobi  in  der  Art  ihrer  Schreibweise  eine  sehr 
unbedeutende  Modification  erleiden,  welche  gestattet,  die  Beziehung 
Jacobi^s  unmittelbar  herstellen  zu  können.  Diese  Modification  bezieht 
sich  nur  auf  die  Position  des  Index,  sie  wird  durch  folgende  Gleichung 
definirt : 

1)  ^^(x,  er^'^  =  Hx,fv)f,, 

wo  fi  die  Werte  0,  1,  2  und  3  annimmt  Für  den  Fall,  dass  ^  «=  0, 
lässt  Jacobi  den  Index  einfach  weg,  auf  der  rechten  Seite  der  Glei- 
chung 1)  muss  derselbe  indessen  angemerkt  werden,  um  eine  Ver- 
wechslung zu  vermeiden. 

Durch  die  Verschiebung  des  Index  lässt  sich  das  zweite  Argument 
der  Theta-Functionen  einfacher  darstellen;  es  wird  dabei  ein  leider 
häufig  vorkommendes  Verfahren  umgangen,  welches  nicht  genug  ge- 
tadelt werden  kann,  mathematische  Disciplinen  durch  unnöthige  und 
oft  geschmacklose  neue  Bezeichnungen  zu  verunstalten.  Die  andere 
Stellung  des  Index,  welche  übrigens  nur  bei  den  folgenden  Unter- 
suchungen zur  Anwendung  kommt,  findet  sich  schon  an  anderen  Orten 
angewandt  z.  B.  bei  Eönigsberger:  „Die  Transformation  etc.  der 
elliptischen  Functionen'* 

Nimmt  s  alle  ganzzahligen  Werte  von  —  oc  bis  H~  ^  fti^»  so  setze  man : 
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2) 


Bedentet  g  eine  ganze  Zahl,  so  geben  diese  Gleicbnngen  anmittelbar: 

»{x,  w+2gi)3  =  9-(x,  nik,  *(x,  w+gi)o  =  *(x,  fi»)o, 


3) 


4) 


2 

*(a:,  W+O3  =  ^(a;,  w)q,  »(x,  w+i)o  =  d^(x,  w)^, 

ni  ni 


4  4 

^(a;,  W+O2  =  ^       i9"(x,  fv\,  »(Xy  tv+i)i  =  e       ß-ix^  w)i. 

Die  Gleichungen  21)  von  §  46  lassen  sieh  nun  einfacher  auf  fol- 
gende Art  schreiben: 


5) 


nw 


&(x,  w)o 


£1 

nw 


nw 


Es  ist  nur  nöthig,  eine  der  vier  Theta-Functionen  zu  transformiren, 
da  sich  die  übrigen  durch  einfache  Aenderungen  des  Arguments  x  her- 
leiten lassen. 

In  Folge  der  Gleichungen  2)  genUgt  jede  der  Theta-Functionen 
der  partiellen  Differentialgleichung: 

6) 


^  d&(Xjw)fi  d^{x,w)fi 

4 i =  X 


dw  "        dx^ 

welche  mit  der  in  §  17  (S.  127)  erwähnten  identisch  ist 
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In  Folge  der  GleichaDgen  3)  bleibt  die  linke  Seite  der  ersten 
Gleichung  5)  nngeändert,  wenn  rv  dnrch  w+2gi  ersetzt  wird,  wo^  eine 
ganze,  positive  oder  negative  Zahl  bedeutet.    Es  ist  also: 


7) 


^ifv+2gi) 


yw  +  ^gi    \fv+2g%   fv+2gij: 


rv+2gi/z 
Setzt  man  o^i,  w^  und  g^  statt  x^  rv  und  g^  so  folgt: 


^(OTt,  TVx\  = 


~i        W  +  %7l»*'  «^1+2/711/; 


Xi        1 

w~+2gi~^^'   rv+^i 


Wi 


Xit 


[  fVi+2gii 


.  =  X2, 


fVi+^ii 


w^ 


8) 
Es  sei  nun: 

9) 

also  auch: 

w+2gi      xi   Wi  +  2g\i      Xii 
Die  Gleichungen  7)  und  8)  lassen  sich  dann  einfacher  schreiben: 


Xx 


^ 


11) 


— X,Wi 


Es  ist  leicht  ersichtlich,  auf  welche  Art  sich  diese  Gleichungen 
weiterfuhren  lassen.  Man  ftthre  zu  diesem  Zwecke  folgende  GrOssen  ein : 


12)  X,  = 

13)  wi  = 


XI 


fv+2gi 
1 


7»    X^ 


Xxl 


^i  +  2^ii 
1 


T>  rv2  = 


^^  — 


w 


Xm^lt 


1 


w+2gi  Wi+2gii  Wf^i+2gm^\i 

In  Verbindung  mit  den  Gleichungen  11)  lassen  sich  nun  m  Gleichungen 
aufstellen,  deren  letzte  folgende  ist: 

/     ~  —X^m—lWm 

.  1/     ^"*      c  ^ 

V  a;m-it 


&{Xm—l,  rVm-l)z 


^{Xmj  Wmh. 


Bildet  man  das  Product  dieser  sämtlichen  Gleichungen,  so  folgt: 

14)  I  H^^  «')S   -   \/^^  ^HXn.,  ir.)3, 

[  Q  =  x'^wx  +x\rvi+ ....  +a:«»-iir«. 

In  Folge  der  Gleichungen  12)  sind  o^i,  X2, Xm  gleich  x  multiplieirt 

mit  Factoren,  welche  nur  w  enthalten.    Man  kann  also  in  14): 
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15)  ?-  =  |,,  p  -  a:«r, 

setzen,  wo  ^  und  Jf^i  näher  zu  bestimmende  rationale  Functionen  von 
n>  sind,  wie  sich  durch  Zuziehung  der  Gleichungen  13)  unmittelbar  er- 
giebt    Setzt  man  zur  Vereinfachung: 


|/|;  =  |  =  C,alflo  c;  =  l, 


16)  ,    .        ., 

SO  lässt  sich  die  erste  Gleichung  von  14)  in  Folge  von  15)  and  16) 
einfacher  schreiben: 

17)  ^{x,w)^  =  ^e     ^     ^(a:«,ir«)s. 

Für  Wn  findet  man  unmittelbar  aus  den  Gleichungen  13)  folgenden 
Wert: 

1 


Wm  = 


%—i+^   ^ 


2i^m-2  + 


+     ' 


2gi+w 


Es  ist  also: 


1  fv+2gi  2f/—wi 

Wi  = — - — r '    fV2 


w+2gi  2giWi—{Aggi—\)      2giw+(4ggi—i)i 

^      (4ggi—l)w+2i4ggig2—ff2—{/y 
Um  eine  leichte  Uebersicht  über  die  allgemeine  Form  von  Wm  zu 

haben,  mnltiplicire  man  in  W2^  fv^  etc.  Zähler  und  Nenner  mit  t.    Die 

vorstehenden  Gleichungen  zeigen  dann,  dass  allgemein: 

-  ^  cc — Bwi 

wo  die  ganzen  Zahlen  a,  ß,  y  und  6  in  Folge  der  Kettenbruchentwickelnng 
der  Bedingung  genügen: 

19)  aö—ßy  =  1. 

Die  Werte  von  wi^  w^,  w^,,,  geben  femer  für  die  bemerkten  Zahlen 
die  folgenden  Beschränkungen: 

9A\   ^1  ^  gleichzeitig  gerade  und  ß^  y  gleichzeitig  ungerade, 
^    a,  ö  gleichzeitig  ungerade  und  ß,  y  gleichzeitig  gerade. 

In  der  partiellen  Differentialgleichung  6)  nehme  man  fi  =  .3,  sab- 
stituire  dann  für  ^(o:,  rv\  seinen  Wert  aus  17).  In  Folge  der  Gleichungen 
15),  18)  und  19)  ist: 


§  48]  411 

dXfn  J^        dXm X_  dW       dtVm 1 

~dx~~w'    ~dw^      Jndw'    ~dw  ~ (dw+yi)^' 
Man  hat  mithin  die  Gleichangen: 


dx^  W^        dx^ 


m 


-f(^,- 


d^jXtny  Wm)3  ^_^  dfV d^(Xm,Wmh 1  dd'jXmjtVmh 

dtv  fV^dw        dxn,  (rfw+yO^       dwn, 

Die  bemerkte  partielle  Differentialgleichung  wird  hierdurch: 

iVdw)        dXm 
jt_  d^&(Xfn,  rvn,h  4        d^m^n^tnh  ^  ^ 

'^  ir'         dx\        '^(öw+yi)^       dw„, 
Man  setze  in  die  vorstehende  Gleichung  nach  6) 

d^(Xm,  rvm)s       .  ddixm,  tv^h 

dX^fn  dWm 

darauf  x  =  0,  also  auch  Xm  »»  0.    Es  folgt  dann : 

Da  ^und  ^i  rationale  Functionen  von  w  sind,  dieses  aber  mit  &{0,Wm) 
nicht  der  Fall  ist,  so  muss  die  vorstehende  Gleichung  in  die  beiden 
folgenden  zerfallen: 

1  1  _  1  dfF 

W^  "^  {6w+yiy^      ^'  ^^~  Wdrv' 
oder: 

22)  4=1-^'  »-.=      ^ 


W     6w+yi  öw+yi 

FUr  die  vorstehenden  Werte  von  ^und  fF,  wird  die  Gleichung  21) 
identisch.  Man  substituire  diese  Werte  von  W  und  Wx  in  17),  femer 
in  dieselbe  Gleichung  fttr  Xm  und  Wm  ihre  Werte  aus  15)  und  18). 
Statt  der  Constanten  Ci  aus  16)  ftlhre  man  eine  Gonstante  c  ein,  welche 
durch  die  Gleichung: 


23)  ''=  1/,^  =  -^'  *^^^  ^'=  ^' 


bestimmt  ist.    Zwischen  den  Theta-Functionen  ergiebt  sich  nun  fol- 
gende allgemeine  Relation : 

-6x* 

9i\         Ai       ^        ce«(*^+y*\/     xi        a—ßwi\ 
24)  &(x,  fv\  =  d-     ,     ,     .1  -T—T—  ]  • 


412  [§  48 

In  Folge  der  ersten  Gleichung  5)  ist: 

nfv' 


Man  setze  hierin: 


»W»0.1^»(^i) 


a — ßnn  a — ßwi 


dann  ist: 


— X' 


\a — ßwi  a — ßfvij^      V  yi+öw  '    \6w+Yi   öw+yij^ 

Zwischen  dieser  Gleichung  und  der  Gleichung  24)  werde  die  rechts 
stehende  Theta-Function  eliminirt.    Da  aö—ßy  =  1,  so  ist : 

— ; 0  =  p 3 — -.  = 5 — ;  pU 

a — ßwt  a — ßwi      a — ßwt 

Unter  Zuziehung  dieser  Gleichung  lässt  sich  die  Gleichung  24)  durch 

folgende  ersetzen: 

ßxH 

^  \/a—ßwi      \a—ßwt    a—ßwij^ 

Wird  w  mit  w+i  vertauscht,  so  geht  die  linke  Seite  über  in  ^(x,w)q. 
An  Stelle  von  a  und  7  treten  a'  und  7',  wo  a'  =  a+ß  und  /  =  7+cJ, 
und  es  ist  a'6'-'ßY'=  aö—ßy  —  1.  Wegen  der  in  20)  aufgestellten  Be- 
dingungen sind  nun  a\  ß^  -f  ungerade  und  6  gerade,  oder  a',  d,  7'  un- 
gerade und  ß  gerade.  Schreibt  man  einfach  a  und  7  statt  d  und  y\ 
so  folgt  nun: 

ya—ßfvx      \o.—ßm    a—ßwijz 
wo  zwischen  den  Zahlen  a,  /9,  7  und  d  die  Bedingungen  stattfinden: 

I  aö-ßr  =  1, 

27)       <  ^1  ^)  7  gleichzeitig  ungerade  und  6  gerade, 
[  ^»  ^)  /  gleichzeitig  ungerade  und  ß  gerade. 

In  der  Gleichung  24)  setze  man  «t ,  j^i ,  71 ,  und  di  statt  a,  ß,  7  und 
d,  wo  ai,  dl  ungerade  und  /?i,  71  gerade,  oder  «i,  dt  ungerade  und 
ßi^  7i  gerade  sind;  femer  die  Relation  stattfindet  «idi— ft/t  ==  1-  Es 
ist  dann: 

*(a:,  w)3  =    . -  ^  :j-  -,-  —.1  1^ — ; — :  1  • 

{/diw+Y^i      \0iw+yit    diw+711/3 

Lässt  man  w  um  i  zunehmen,  so  folgt: 
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wo  a\=ai+ßi   und  /,  =  /i+rfi,  also  <($,— i?,/,  =  «1(^1—^/1  =  1. 

Es  finden  die  Bedingungen  statt  «',,  ^,,  /,  ungerade,  rfi  gerade,  oder 

«'n  ^n  /'i  ungerade  und  ft  gerade.    In  der  Gleichung  28)  werde  x  mit 

cd  1 

—  und  w  mit  -  vertauscht.    Es  ist  dann: 

w  w 

. Six'^ 

29)  »(^,  i)  =  Vä-^^-  ^^^+^^.*frnS^.'  ^^?F^^  • 

Für  die  links  stehende  Theta- Function  setze  man  nach  der  dritten 
Gleichung  5) : 

Zur  Vereinfachung  setze  man  weiter  a\  =  6,  ßi  =  — y,  /,  =  — ß  und 
(Jj  «r  a,  wo  also  wieder  aö — ßy  =  1.  Die  Gleichung  29)  führt  dann 
auf  folgende  fundamentale  Gleichung: 

ya—ßwi       \a—ßwt   a—ßrvij^ 
wo  zwischen  den  Zahlen  a,  ^,  /  und  6  die  Bedingungen  stattfinden: 

o^N   j     r_^   ^.  cf ,  ft  7  gleichzeitig  ungerade  und  a  gerade, 

;   I      ^P7         '  a,  (J,  ^  gleichzeitig  ungerade  und  7  gerade. 

Mit  den  Bedingungen  20),  27)  und  31)  sind  alle  Fälle  erschöpft, 
welche  die  Gleichung  a6 — ßy  =  1  darbieten  kann ;  die  Gleichungen  25), 
26)  und  30)  enthalten  mithin  auf  den  linken  Seiten  die  drei  möglichen 
Formen,  welche  die  rechts  stehende  Function  annehmen  kann. 

Die  in  25)  vorkommende  Constante  c  genügt  nach  23)  der  Glei- 
chung c^  =  1.  Ihr  Wert  ist  von  einer  Zahl  m  abhängig,  welche  mit 
den  Zahlen  a,  ^,  7  und  6  in  Verbindung  gebracht  werden  kann.  Da 
die  Bestimmung  dieser  Constanten  füi*  das  Folgende  nicht  erforderlich 
ist  und  dieselbe  ziemlich  weitläufige  Rechnungen  nach  sich  zieht,  so 
soll  eine  Ausführung  derselben  hier  unterbleiben.  Es  ist  zu  bemerken, 
dass  die  Bedeutung  von  c  in  den  Gleichungen  25),  26)  und  28)  eine 
verschiedene  ist,  da  bei  Herstellung  dieser  Gleichungen  die  ursprüng- 
lichen Zahlen  a,  ß^  7  und  6  ihre  Bedeutungen  geändert  haben. 

Man  kann  durch  Aenderung  des  Argumentes  x  auf  den  rechten 
Seiten  der  Gleichungen  25),  26)  und  30)  jede  der  drei  übrigen  Theta- 
Functionen  mit  den  Indices  0,  2  und  1  hervorrufen.  Führt  man  näm- 
lich in  den  Gleichungen  5)  auf  Seite  123  und  in  den  Gleichungen  7) 


j 
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nnd  8)  anf  Seite  125  die  neaen  Indices  ein  und  setzt  allgemein  fBr 
(— 1)"*  «""*',  80  erhalt  man: 
I.,  wenn  m  gerade  ist: 


32) 


— mxt+- 


Hx)o. 


~~2~ 


2;. 

mx 


=  e  ^  H 

mni 


(       mntvi\ 


Tifri^tv  .  tnn 

— I »MW-4 


e 


2  ^(x),. 


)mni  nm^w 


nmho 


II.,  wenn  m  ungerade  ist: 


—mxt 


»(X)3. 


33) 


^  2 


2 


Hx\, 


*(^+-T),  -  '"^ 


(m — !)«< 

^    2 


*(a;) 


0) 


(w+|)7ri 


—mxt 


^^)s» 


— mxt 


*(a;)2. 


Setzt  man  daher  in  den  Gleichungen  25)  26)  30)  statt  x  suecessive: 
x+~(a—ßwi),  x+~(:ri+6w)i  =  x+-{—Y+6tvt), 

x+  -  (a—ßwl)  +-(ri+öw)i, 
and  führt  man  zur  Abkürzung  die  Bezeichnungen  ein : 
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-  X  ,       yi+öw 

a — ßwi  a — fiwi 

80  geht  durch  die  bemerkten  Aendernngen  ^o;',  fv\  successive  über  in: 

n  yi-\-6fV ari_ 

n  yi-^-Aw  xi 

,.^4  a-ßwi  ~  «-/?wi>(ar',  fv% 

Auf  der  linken  Seite  der  bemerkten  Gleichnngen  sind  die  Gleichungen 
32)  und  33)  anzuwenden.  Es  ergeben  sich  dann,  mit  Rücksicht  auf 
die  Bedeutung  der  Zahlen  a,  ß,  y  und  d,  24  Gleichungen.  In  jedem 
Systeme  von  je  vier  Gleichungen  hat  die  Constante  c  denselben  Wert. 
Da  bei  allen  diesen  Gleichungen  immer  derselbe  Factor  auftritt,  so  soll 
derselbe  durch  q  bezeichnet  werden,  so  dass: 

^  c 

Zur  leichteren  Uebersicht  der  folgenden  Formeln  sei  noch  bemerkt, 
dass  die  Werte  von  d'{x\  w\   ans  den  Werten  von  d-{x\  w\  durch 

Aenderung  von  a:  um  -(a—/9wi)  abgeleitet  sind  und  dass  wegen  ad— /9y=l: 

ßx(yi+dw)  +  xi ^.  jt /8t(yt 4- d;y)^      xyi+6w xyöi     itS^w 

ä—ßwi  ^  ^'       4      a—ßmi     "^  4  a—ßwi  ~  T"  "*"  ~4~  * 


Trans  form  ationsgleichnngen. 

ao—ßy  =  l,    0/  = -— .,/!;'= '—^-T 

'  a — ßwi  a — ßwi 

^  c 


» 


I.    a,  6  gerade;  /9,  y  ungerade. 
II.    «,  6  ungerade;  ft  y  gerade. 


i 
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— nydi 

III.  a,  ß,  7  ungerade;  d  gerade. 

IV,  a,  rf,  7  ungerade;  /9  gerade. 

— Tiaßi 

»(x\  w\  =  Q»(X,  w)3  ^     ^     , 

— nyö 

d-ix^  w\  =  q9'(x^  w\e    ^     . 

V.    ß^  7,  rf  ungerade;  a  gerade. 

^{x\  rv\  =  qHx,  rv)^e^      2  /  2 ^ 

{^(ar',  rv\  =  ()*(a:,  it;)o  e'^     ^         2/2^ 

^(o;',  rv\  =  ()^(a:,  w),  e^  2/2 

VI.     a,  /9,  d  ungerade;  7  gerade. 

d^{x\  tv\  =  q9'(x,  w)3  e    ^     2  /  2  ^ 


^(a:,  w)|  =  ()^(a:,  w)|  e 
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Es  lassen  sich  aus  den  Systemen  I — VI  die  Gleichungen  4) — 9) 
des  §  46  flir  besondere  Annahmen  fttr  a,  j3,  /,  6  herleiten.  Man  findet 
leicht,  dass  der  Modul  k  der  elliptischen  Functionen  der  Reihe  nach 
ersetzt  ist  durch: 

34)  k,k,j,.  -y-.  -j^.  j.' 

So  ergeben  sich   z.  B.   aus   dem   Systeme   VI   die   Gleichungen   am 
Schlüsse  des  §  46  für  a  =  i?  =  rf  =  1,  y  =  0.    Es  ist  dann : 

35)  X  = ,1  w 


1 — wi  1 — wi 

Entspricht  der  Modul  /  und  das  Integral  L  dem  Wert  iv\  so  geben  die 
Gleichungen  VI: 

»(0,  n^\       *(O,ji03    ^  .  ,/7=  JL. 
HO,  rv\  ~  HO.  fvh'        '^         \/k 
Es  ist  femer: 

Q'{x,  w\ ^(x,  w\ 

oder: 


/7»(i^-<).^«(?f,*) 


. 1      ^JCx  X 

Man  setze  hierin  l//  =  -j^^  — -  =  u  und  nach  35)  x  =- :» dann  ist: 

i/)t      Jt  1 — WI 

Diese  Gleichung  nach  u  differentiirt,  darauf  t<  =  0  gesetzt,  giebt  noch : 

-J^—  =  k 

Man  erhält  so  wieder  die  Gleichung  sufArw,  -  j  =  /r8n  («,/:).  Aehnlich 

lassen  sich  die  anderen  Systeme  behandeln.  Es  kommt  hierbei  weniger 
darauf  an,  durch  ziemlich  umständliche  Rechnungen  Gleichungen  ab- 
zuleiten, die  sich  viel  leichter  und  viel  naturgemässer  direct  vrie  im 
§  46  ergeben,  als  auf  den  Nachweis,  dass  den  Systemen  I — VI  nur 
elliptische  Functionen  entsprechen,  deren  Moduli  in  der  durch  34)  be- 
zeichneten Reihe  enthalten  sind. 

Auf  die  Systeme  I — VI  lassen  sich  die  allgemeinsten  Theta-Func- 
tionen  rednciren,  zu  deren  Aufstellung  die  allgemeine  algebraische 
Transformation  der  elliptischen  Functionen  Veranlassung  giebt  Diese 
Transformation,  welche  im  folgenden  §  hehandelt  werden  soll,  ftthrt 
auf  Theta-Functionen  von  der  Form: 

Enneper,  ellipi.  Fanotionen.    S.  Anfl.  27 
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36)  *  h^^  z,  ?^1^) 


wo  /i  eine  der  Zahlen  0,  1,  2  und  3  ist  Es  sind  aj,  ßi,  /ti  <fi  ganze 
Zahlen,  welche  der  Bedingung  a^öi — ^^i7]>0  genügen  müssen.  Für 
die  Convergenz  der  Theta-Reihen  mass  in: 

q  =  e-^^ 
der  reelle  Teil  von  w  positiv  sein.    Geht  w  nun  über  in: 

a^—ß^wi       a\+ß\w^     ^    a\+ß\fv^     ' 

so  muss  ftlr  ein  positives  w  die  Bedingung  a^öi — ß\y\>0  stattfinden 
als  Bedingung  fttr  die  Convergenz.    Setzt  man: 

37)  «irfi— Ari=n, 

so  ist  n  eine  ganze,  positive  Zahl.  Die  Zahl  n  bestimmt  den  Grad 
der  Transformation,  d.  h.  genügen  die  Zahlen  ctj,  ß\^  /j,  6x  der  Glei- 
chung 37),  so  bestimmen  dieselben  eine  Transformation  n^^  Grades. 
Für  n=  1  erhält  man  die  linearen  Transformationen,  welche  in 
den  Systemen  I — VI  vollständig  aufgestellt  sind. 

Hat  keine  der  Zahlen  «i  oder  6^  einen  gemeinschaftlichen  Factor 
mit  einer  der  Zahlen  ßi  oder  /i,  so  lassen  sich  immer  zwei  Zahlen 
a  und  y  so  bestimmen,  dass: 

38)  cLÖi—yßv  =  1. 

Die  Gleichung  37)  lässt  sich  dann  ersetzen  durch: 

«i  =  an+eßi,  /i  =  yn+crfi, 
wo  B   eine   ganze  Zahl  bedeutet    Der  in   36)   aufgestellte  Ausdruck 
nimmt  hierdurch  folgende  Form  an: 


n 


\       ^  w+ei .  ^  fv+ei.i 

[  n  n       ffi 


Wegen  der  Gleichung  38)   und  der  Systeme  I— VI   redueirt   sich 
die  vorstehende  Theta-Function,  abgesehen  von  einem  Factor,  auf: 


^»)         *  ('■  -?'i, 


wenn  x  mit  z  und  w  mit  vertauscht  wird.    Es  ist  Ui  =  0, 1,  2,  3. 

Ist  die  Zahl  w  gegeben,  so  lassen  sich  beliebig  viele  Systeme  von 
Zahlen  aj,  /9,,  /j,  rf,  finden,  welche  der  Gleichung  37)  genügen  und 
aus  denen  sich  die  Gleichungen  38)  und  39)  herstellen  lassen;  man 
kommt  schliesslich  wieder  auf  die  in  40)  aufgestellte  Function  zurück. 
Setzt  man  ßi  =  0,  so  i^t  nach  37)  at^i  »  n.    Man  kann  diese  Gleichung 
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in  die   beiden  zerlegen  «i  =  n,  di  =  1  und  aj  =  1,  dj  =  n.     Diesen 
Annahmen  entsprechen  nach  86)  die  folgenden  Theta-Funetionen: 


»{z,'^'-^^,Hnz,nw+r,i)f,. 


Da  7t  unbestimmt  bleibt,  so  fällt  die  erste  dieser  Functionen  wieder 
mit  dem  in  40)  aufgestellten  Ausdruck  zusammen,  die  zweite  Function 
reducirt  sich  auf  das  Product  einer  Constanten  in: 

^{nzj  nrv)r, 
wo  r  =  0,  1,  2,  3.    Eine  weitere  Ausführung  dieser  Betrachtungen  giebt 
eine  Wiederholung  von  Ergebnissen,  die  schon  weiter  oben  auf  mög- 
lichst einfache  Weise  abgeleitet  worden  sind. 

§  49.    Die  allgremeine  Transformation  der  elliptischen  Functionen  mittelst 
einer  algebraischen  (i^leichnng.    Litterarische  Anmerkungen. 

In  §  38  ist  nach  Abel  die  Bedingung  entwickelt,  wann  der  Dif- 
ferentialgleichung : 

jN  dy dx 

durch  eine  algebraische  Gleichung  zvnschen  x  und  y  genügt  werden 
kann.  Es  soll  nun  nachgewiesen  werden,  dass  die  betreffende  Be- 
dingung nicht  allein  notwendig,  sondern  auch  hinreichend  ist  Die 
Elemente  dieser  Darlegung  sind  in  den  §§  39,  40,  42,  44  und  46  ent- 
halten, deren  Verbindung  den  Beweis,  gleichzeitig  mit  der  Ausführung 
der  wesentlichsten  Transformationen,  giebt.  Der  Einfachheit  halber 
soll  die  im  vorigen  §  gebrauchte  Bezeichnung  für  die  Theta-Functionen, 
was  die  Stellung  des  Index  und  Bezeichnung  des  zweiten  Arguments 
betrifft,  beibehalten  werden. 

Die  auf  S.  146  und  147  in  dem  Systeme  III  enthaltenen  Formeln 
zeigen,  wenn  z  und  a  statt  x  und  y  gesetzt  werden,  dass  d^{z+ä)/i .  ^(z — a)ft 
für  ^  =  0,  1,  2,  3  sich  ausdrücken  lässt  durch  die  Quadrate  der  Theta- 
Functionen  mit  dem  Argumente  z,  respective  mit  Constanten  multiplicirt 
Da  sich  in  Folge  der  Gleichungen  V  auf  p.  148  immer  zwei  dieser 
Quadrate  durch  die  beiden  übrigen  ausdrücken  lassen,  so  kann  man 
allgemein: 

2)  ^(z+a)fi .  Hz-a)fjL  =  AHz)\+BHz)] 

setzen,  wo  A  und  B  nur  von  a  abhängig  sind. 

Mit  Rücksicht  auf  die  Gleichung  2)  führen  die  Gleichungen  6), 
8),  12)  und  14)  von  §  39  zu  dem  Resultate,  dass  für  eine  Primzahl 
w  allgemein  d'{nz,nw)fx  eine  rationale  Function  von  Theta-Functionen 
ist  und  zwar  vom  Grade  n.    Setzt  man  n^z,  tiiW  statt  z,  w^  so  lässt 

27* 
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sich,  wenn  in  dem  AnBdrneke  für  ^(nz,  nfv)fi  die  Mnltiplication  ans- 
geführt  vnrd,  jeder  Factor  eines  jeden  Terms  als  rationale  Function 
von  Theta-Funotionen  darstellen.  Wiederholt  man  dieses  Verfahren, 
so  ergiebt  sich,  dass  n  ein  Product  von  nngeraden  Zahlen  sein  kann. 
Es  folgt  weiter,  mit  Zuziehung  der  Gleichungen  9),  10)  und  18)  von 
§  42,  dass  allgemein  ^nz,  ntv)fi  für  ein  beliebiges  ganzzahliges  n,  eine 
rationale,  homogene  Function  n^°  Grades  von  Theta-Functionen  ist 

Die  Gleichungen  19)  von  §  40  geben  nach  2)  m  z,  ^  i 

n  eine  ungerade  Primzahl  ist,  als  rationale  Function  von  Theta-Func- 
tionen.    Da  nun  n — 2t  eine  ungerade  Zahl  und 

wieder  eine  Theta-Function  ist,  so  folgt,  dass: 


wo 


*  {"  '-^i 


wo  s  eine  ungerade  Zahl  bedeutet,  sich  als  homogene  Function  n^ 
Grades  von  Theta-Functionen  darstellen  lässt.  Dieses  bleibt  auch 
giltig,  wenn  n  ein  Product  von  ungeraden  Zahlen  ist,  wie  sich  leicht 
ergiebt,  wenn  w  successive  vertauscht  wird  mit 

j  • . . . , 

wo  ni,  n2 . . ,  ungerade  Primzahlen  sind. 

In  Folge  der  Gleichungen  23),  24)  und  27)  von  §  42  ist  ^  (z,  ^\ 
eine  rationale  Function  zweiten  Grades  von  Theta-Funetionen;  vertauscht 
man  tv  mit -,  so  folgert  man,  dass  ^f  z, j      für    ein    ganz- 
zahliges n  eine  homogene  Function  w*®^  Grades  von  Theta-Functionen 
von  der  Form  ^(z,  Tv)fi  ist 

Combinirt  man  diese  Resultate,  so  folgt,  dass,  wenn  m,  m\  n  und 
n'  beliebige  ganze  Zahlen,  s  aber  eine  ungerade  Zahl  bedeutet, 

tn'w  .    . 


3)  ^^rnm^,^rn^-^^ 


eine  homogene  Function  m**"  Grades  ist,  in  welcher  die  Factoren  der 
einzelnen  Terme  die  Form  haben: 


i9-  (m'zy  — j  5  J^  =  0,  1,  2,  3. 
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Ein   solcher  Ansdrnck   ist   aber  wieder   eine  homogene  Function  n^ 
Grades  von 

^(m'z,^)^,  v,  =  0,  1,  2,  3, 

welcher  seinerseits  eine  homogene  Fnnction  vom  Grade  m'  von 

*(^'  n')r,'  '''^^'  ^'  ^'  ^' 
ist.  Dieser  letzte  Ansdrnck  lässt  sich  schliesslich  als  homogene  Func- 
tion n'^^°  Grades  von  Theta-Funetionen  mit  den  Argumenten  z  und  rv 
darstellen.  Der  in  3)  aufgestellte  Ausdruck  ist  also  eine  rationale, 
homogene  Function  vom  Grade  mm'nn'  von  Theta-Functionen  mit  den 
einfachen  Argumenten  z  und  w. 

Die  Gleichungen  3)  und  10)  von  §  38  geben  für  a:,  y  und  M  fol- 
gende Ausdrücke,  welche  die  Differentialgleichung  1)  identisch  machen: 

4)  x  =  m(u,k\  y==snf^,  l\ 


IC 
Setzt  man  zur  Vereinfachung  —  =:  n;,  so  geben  die  Gleichungen  5) : 

Z  ~      -,  ,yÄ  .,     hip'w' 

ph+^w         h         ^ 


7) 


2t  2    p 

1  gV—g'h    L 


M         , hipwpK 

Man  substituire  aus  7)  den  Wert  von  M  in  die  zweite  Gleichung  4), 

führe  ferner  zur  Vereinfachung  der  folgenden  Formeln  z  statt  u  mittelst 

2dv'  Kz 
der  Gleichung  u  =  -^ —  ein.    Die  Gleichungen  4)  werden  hierdurch : 


jt 


Qx  (2pp'Kz     A 

m  (   '    gh'—grh     2Lz     \ 

2    p 
Es  sind  p  und  //  ganze  Zahlen,  mithin  giebt  die  Gleichung  8)  nach 
§  45  die  Variabele  x  explicite  in  Form  einer  algebraischen,  rationalen 

2Kz 

oder  irrationalen  Function  von  sn .    Es  lässt  sich  nachweisen,  dass 

jr 

dieses  auch  mit  der  rechten  Seite  der  Gleichung  9)  der  Fall  ist,  so 
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dass  die  gesuchte  Gleichung  zwischen  x  nnd  y  das  Resultat  der  Eli- 

mination  von   sn zvnschen    zwei   algebraischen   Gleichungen   ist 

Für  den  Fall,  dass  p  =  1,  y  =  1,  lässt  sich  y  explicite  als  algebraische 
Function  von  x  darstellen. 

In  Folge  der  gebrauchten  Bezeichnungen  ist: 

Für  den  Modul  /  geht  w  über  in  y-,  definirt   durch   die  Gleichung  6). 
Die  Gleichung  9)  lässt  sich  auf  folgende  Art  schreiben: 

'«)         v^' -  ist- 

wo: 

11N  ,  gh—g  h  P 


h' 


htprv  ,     hxpw 


2    p  2    p 

Zur  Vereinfachung  soll  unterschieden  werden,  ob  h  eine  gerade  oder 
ungerade  Zahl  ist.  Wenn  h  ungerade  ist,  so  setze  man  in  den  Glei- 
chungen 8),  11)  und  10)  z  =  2z.   Die  bemerkten  Gleichungen  geben  dann: 

12)  a:-8n(^^,*), 

h — hl'--—  h — hi^ 

2p  2p 


14)  y]/J= 


fh{2zoy  2 Wo), 


In  Folge  der  Gleichungen  9)  und  10)  von  §  42  lässt  sich  die  Glei- 
chung 14)  auch  wie  folgt  darstellen: 


15)  y\/i 


*(^07«'o)i*(^o,«'o) 


2 


Die  Betrachtung  dieses  Falles  kommt  auf  den  Fall,  dass  h  eine  gerade 

2h'z' 
Zahl  ist,  zurück.   Nach  12)  ist  x  eine  algebraische  Function  von  sn     —  \ 

dieselbe  Untersuchung,  welche  die  rechte  Seite  der  Gleichung  10)  als 

2Ä2 

algebraische  Function   von  sn —  ergiebt,  zeigt  auch,  dass  die  rechte 

•/C 

2Ä'z' 
Seite    der  Gleichung  15)    eine   algebraische  Function    von  sn  ist. 
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Es  soll  deshalb  in  den  Gleichungen  11)  h  geradzahlig  angenommen 
werden. 

Haben  die  Zahlen  2g\  g,  K  und  -  gemeinschaftliche  Factoren,  so  sei: 

16)  2g  =yiSr\  g  =  d^ss\  H  =  axrr\  -  =  ß^rs\ 

Selbstverständlich  ist  von  dem  Falle  abgesehen,  dass  die  sämtlichen  vier 
Zahlen  denselben  Factor  m  haben.  Nach  16)  gehen  die  Gleichungen  11) 
über  in: 

psw 


«1^1— i3i7t s"        '  pr 


Yii+^i 


17)         zi  =  ssp  — ^-r-—  ^,  Wi  =  - 


w 


«1 — PI  *  — ~  «i — ftr r 

pr  pr 

Da  »1,  ßi,  7i,  dj,  ganze  Zahlen  sind,  so  setze  man: 

18)  cci^i-ßiri=n. 

Wegen  der  Gleichungen  16)  ist  angenommen,  dass  keine  der  Zahlen 
«1  oder  di  mit  einer  der  beiden  Zahlen  ßi  oder  /i  einen  gemeinsamen 
Factor  hat.  Es  lassen  sich  dann  zwei  Zahlen  a  und  /  bestimmen, 
welche  der  Gleichung  genügen: 

19)  «rfi— rft  =  i. 

Setzt  man  der  Einfachheit  halber  ßi=ß  und  di  =  d,  so  kann  man 
die  Gleichungen  18)  und  19)  durch  das  folgende  System  ausdrücken: 

20)  Ä=ft  d,  =rf,  a^^an+sß,  y,  =yn+f(f, 

21)  a6—ßY  =  l, 

wo  B  eine  beliebige  ganze  Zahl  bedeutet  Verschwindet  eine  der 
Zahlen  «i,  j9i,  /i,  di,  so  lassen  sich  diese  Fälle  mittelst  der  Gleichungen 
5)  von  §  48  auf  den  Fall  i^i  «-  0  reduciren,  und  man  muss  dann  die 
Gleichungen  17)  und  18)  direct  behandeln. 

Die  beiden  Gleichungen  17)  nehmen  mittelst  der  Gleichungen  20) 
folgende  Formen  an: 

22)  zi  =  w/?  ,   ^  wi  =  - '     ^    .  7 

a — pw  t  r  a — pw  i 

wo: 

psw  ,     . 

23)  w=^ 


n 

Sind  die  Argumente  Zi  und  w^  durch  die  Gleichungen  22)  bestimmt, 
80  lassen  sich  in  der  Gleichung  10)  auf  der  rechten  Seite  Zähler  und 
Nenner  als  homogene  Functionen  von  dem  Grade  sr  von: 

24)  ^(JP±^,y±^\    ,^  =  0,1,2,3, 
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darstellen.     Da  nun  a& — ßy  =  1,  so  redueirt  sich  die  in  24)  auf- 
gestellte Theta-Fonetion  in  Folge  der  Systeme  I — VI  des  vorigen  §  auf: 

Qi^{spz,w\,  v  =  Q,  1,  2,  3, 
wo  Qi  von  z  abhängt.    Da  der  Factor  q^  in  allen  Tennen  des  Zählers 

und  Nenners  von  y/T  vorkommt,  diese  Terme  aber  in  Beziehung  auf 
die  Anzahl  der  vorkommenden  Theta-Functionen  homogen  sind,  so  folgt : 

25)  y\/T=^  |, 

WO  N  und  D  homogene  Functionen  von : 

d'{spz^rv\^  v  =  0,  1,  2,  3, 
sind.  Setzt  man  hierin  ftlr  w  seinen  Wert  aus  23),  so  zeigen  die  Be- 
trachtungen zu  Anfang  dieses  §,  dass  in  25)  N  und  D  homogene  Func- 
tionen desselben  Grades  von  Theta-Functionen  mit  den  Argumenten 
z  und  TV  sind.  Hieraus  folgt  unmittelbar,  dass  die  rechte  Seite  der 
Gleichung  25)  sich  darstellen  lässt  durch  die  elliptischen  Functionen 

2Kz 
mit   dem  Argumente  und  dem  Modul  k.    Es  ist  also  auch   die 

rechte  Seite  der  Gleichung  25)  oder  10)  eine  algebraische  Function 

2Kz 
von  sn Nimmt  man  ß^  =  0,  so  geben  die  Gleichungen  17)  und  18): 


f    f 


fxt'Vof—r 

26)  zi  =  sspöiZ,  wt  =  4 TT^  '    "i*»  =  ^• 

Diese  Gleichungen  geben  zu  ganz  analogen  Betrachtungen  Ver- 
anlassung vne  die  Gleichungen  22).  Man  kann  sogar  auf  die  ein- 
facheren Gleichungen  26)  die  allgemeinen  Gleichungen  11)  reduciren 
und  zwar  durch  relativ  ziemlich  einfache  Rechnungen,  welche  nur  auf 
der  Vergleichung  der  Theta-Functionen  mit  reellen  und  imaginären 
Argumenten  beruhen.  Es  ist  hier  ein  etwas  weiterer  Weg  eingeschlagen, 
da  die  Herstellung  der  Transformationsgleichungen  ersten  Grades  filr 
die  Theorie  der  Theta-Functionen  von  besonderem  Interesse  ist. 

Die  Gleichungen  16)  und  18)  geben: 

27)  gh' — 2g  —  =  nssrr . 

Es  soll  h  geradzahlig  angenommen  werden.  Ist  die  linke  Seite  der 
Gleichung  27)  eine  ungerade  Primzahl,  so  müssen  sich  je  vier  der 
Factoren  w,  *,  /,  r,  r  der  rechten  Seite,  welche  der  Voraussetzung 
nach  keine  gemeinschaftlichen  Teiler  haben,  auf  die  Einheit  reduciren. 
Für  die  rationale  Transformation  ist  ausserdem  />  =  1  und  ;/  ==  1.  Es 
reduciren  sich  die  verschiedenen  Annahmen,  zu  welchen  die  Gleichung 
27)  Veranlassung  giebt,   auf  zwei   factisch  verschiedene,  auf  welche 
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man  die  übrigen  znrüekftlhren  kann.    Für  p  ==  i,  p'  «.  l,  r  =  1,  r  =  1, 
^  =  1  und  /  =  1  ist  nach  23) : 

w+6i 
n 
Für  p  =  l,  p'  =  l,   n=l,  s=l,   r=l,   und   r  =1    ist   nach   23) 
w  =  s'fv+si.    Da  nun: 

so  kommt  die  zweite  Annahme  auf  den  Uebergang  von  q  in  eine  Po- 
tenz von  q  hinaus.    Da: 

-—TT 

e      " 
nur  71  Werte  hat,  welche  Werte  auch  e  annehmen  möge,  so  ftthrt  die 
erste  Annahme  auf  die  Untersuchungen  des  §  40  zurück. 

Aus  dem  Vorstehenden  ergiebt  sich,  dass  das  allgemeine  Problem 
der  algebraischen  Transformation  der  elliptischen  Functionen  von  der 
allgemeinen  Transformation  der  Theta-Funotionen  abhängt  und  mittelst 
derselben  ausgeführt  werden  kann. 

Was  die  Resultate  der  beiden  letzten  §§  betrifft,  so  scheint  Jacobi 
dieselben,  wenn  vielleicht  auch  in  etwas  anderer  Form,  schon  voll- 
ständig entwickelt  zu  haben.  In  einem  Briefe  an  Grelle  vom  21.  Juli 
1828  fCrelle  /.  ///,  jio,  Ges.  Werke  I,  263)  findet  sich :  „II  con- 
viendra  peut-etre  k  introdnire  dans  Tanalyse  des  fonctions  elliptiques 

A" 
ce  quotient  —  comme  module  au  Heu  de  k.    A  Fögard  de  ce  quotient 

j'ai  trouv^  que  k  ne  change  de  valenr,  si  Ton  6crit  au  Heu  de 

--  Texpression 
A 

1  hK+  ib'  e:  ^  KK'—i{abKK+  db'K'K') 
i  aK+iaK'  ~  aaKK+ddK'K'  ' 
a^  a\  b,  b'  6tant  des  nombres  entiers  quelconqnes,  a  un  nombre 
impair,  b  un  nombre  pair,  tels  que  ab' — ab  =  1;  th6or6me  re- 
marquable  et  qui  doit  Stre  envisagö  comme  nn  des  thöorömes  fonda- 
mentaux  de  Tanalyse  des  fonctions  elliptiques*.  Am  Schluss  dieses 
Briefes  finden  sich  folgende  Worte,  welche  fast  mehr  auf  den  Schreiber 
wie  auf  Legendre  passen:  „Vous  voyez,  Monsieur,  que  la  th6orie 
des  fonctions  elliptiques  est  un  vaste  objet  de  recherches  qui  dans  le 
eours  de  ses  d^veloppements  embrassent  presque  tont  Falgöbre,  la  thöorie 
des  integrales  d^finies  et  la  science  des  nombres.  Quel  titre  de  gloire 
pour  Fillnstre  auteur  du  trait^  des  fonctions  elliptiques,  que  d'avoir  erM 
eette  belle  th^orie  et  d'avoir  allumö  ce  flambean  k  la  post^ritö*. 

Zwanzig  Jahre  später  hat  Jacobi  eine  weitere  Andeutung  gegeben 
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in  der  Abhandlung:  „Ueber  die  Differentialgleichung,  welcher  die 
Reihen 

l±2^+2^*±2^»+  etc. 

Genüge  leisten**  (Grelle  J,  XXXVI,  97 — 112,  Ges,  Werke  II,  lyi — 190). 
Man  findet  am  Ende  ^eser  Abhandlung  Folgendes:   ^Es  mttssen 

daher  in  dem  Ausdruck  r  =*=  -»-r-^r-  die  Constanten  a,  J,  a ,  b'  immer 

a  +!&() 

so  bestimmt  werden  können,  dass 

l+2«^+2a^^'*+2a^^+  ...       c.\no   ^  c  \no  .  «  ^*7tD  .      * 
— . =  2^^^^  +2^^^^  +2e  ♦  ^^+  etc. 

Die  Theorie  der  elliptischen  Transeendenten  lehrt,  dass  diese  Be- 
stimmung auf  unendlich  viele  Arten  möglich  ist.  Es  ergiebt  sich  näm- 
lich aus  der  Theorie  der  unendlich  vielen  Formen  der  Transcendente 
^,  dass  die  vorstehende  Gleichung  immer  gilt,  wenn  a,  6,  a ,  h\  posi- 
tive oder  negative  ganze  Zahlen  sind,  von  denen  a,  d  und  h  ungerade 
sind,  und  d  und  h  durch  4  dividirt  nicht  denselben  Best  lassen.  Das 
Zeichen  der  den  Nenner  bildenden  Quadratwurzel  in  der 
vorstehenden  Formel   hängt  von   dem  Werte   der  in  der 

Theorie  der  quadratischen  Reste  mit  [  v  jbezeichnetenGrösse 

ab.  Ein  doppelter  Gang  der  Untersuchung,  welchen  man  einschlagen 
kann,  ftthrt  zu  dieser  Zeichenbestimmung  entweder  mittelst  einer  Ketten- 
bruchentwickelung  oder  der  von  Gauss  in  seiner  Abhandlung :  „Sum- 
matio  scricrum  quarundam  singularium**  betrachteten  Summen.  Die 
vorstehende  Gleichung  wird,  wenn  a  und  h  ungerade  sind,  immer  gel- 
ten, wofern  man  nur  die  eine  Seite  derselben  mit  einer  8^"  Wurzel 
der  Einheit  multiplicirt  Wenn  von  den  Zahlen  a  und  h  die  eine  ge- 
rade, die  andere  ungerade  ist,  hat  man  die  Gleichung: 

\Ja  '\-ihQ 
wo  ö  eine  achte  Wurzel  der  Einheit  bedeutet,  und  das  obere  oder 
untere  Zeichen  gilt,  je  nachdem  von  den  Zahlen  d  und  h  die  eine 
gerade,  die  andere  ungerade  oder  beide  ungerade  sind*. 

Einer  Anmerkung  zufolge  hat  Jacob i  die  auf  das  Vorstehende 
bezügliche  Theorie  der  Theta-Functionen  in  Vorlesungen  ausführlich 
behandelt;  der  wenige  Jahre  nach  Publication  der  angeführten  Ab- 
handlung erfolgte  Tod  des  grossen  Mathematikers  hat  eine  selbstän- 
dige Darlegung  seiner  Theorie  leider  vereitelt.  Die  Ideen,  welche 
die  oben  angeführten  Worte  von  Jacobi  enthaltefk,  finden  sich  teil- 


te. 
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weise  ansgeflihrt  bei  Gordan:  „Ueber  die  Transformation  der  ß-Func- 
tionen",  Giessen  1863,  Dort  wird  eine  Gleichung  aufgestellt,  welche 
der  Gleichung  24)  von  §  48  entspricht  und  zwar  nur  fllr  die  Bedin- 
gungen 22).  Die  in  Gleichung  13)  von  §  48  auftretende  Quantität  ir^ 
wird  durch  einen  Kettenbruch  bestimmt,  ferner  die  partielle  DiflFeren- 
tialgleichung  6)  zur  Anwendung  gebracht,  um  eine  analoge  Gleichung 
wie  21)  herzustellen.  Endlich  geschieht  die  Bestimmung  der  Constan- 
ten c,  basirt  auf  die  von  Jacobi  angeführte  Abhandlung  von  Gauss. 
Auffallend  ist,  dass  der  Name  von  Jacobi  nur  bei  ganz  nebensäch- 
lichen Punkten  sich  angeführt  findet,  dass  jedes  Citat,  jede  Andeutung 
vermieden  ist,  welche  auf  die  primitive  Quelle  des  Inhalts  hinweist. 
Die  Bestimmung  der  Constanten  c,  welche  bei  den  linearen  Transfor- 
mationen auftritt,  findet  sich  ausführlich  bei  Thomae:  ,^briss 
einer  Theorie  der  complexen  Functionen  und  der  Theta-Functionen 
einer  Veränderlichen,  2.  Aufl,  (Halle  iSjj)  pag.  183  u,/.  Die  fun- 
damentale Gleichung  für  die  Transformation  der  Theta-Functionen  hat 
Thomae  nach  dem  Vorgange  von  Hermite  so  aufgestellt,  dass  sich 
aus  derselben  die  Gleichungen  ftlr  die  linearen  Transformationen  un- 
mittelbar ergeben.  In  der  kürzlich  erschienenen  3.  Aufl.  des  Thomae'- 
schen  Werkes,  /.  76  u,  /„  ist  die  Constante  bis  auf  ein  Wurzelvorzei- 
chen bestimmt,  dessen  zahlentheoretische  Auswertung  unterdrückt  ist, 
da  in  der  Theorie  der  doppeltperiodischen  Functionen  nur  Thetaquo- 
tienten  vorkommen  und  die  Quadratwurzel  sich  forthebi 

Eine  von  der  Gordan'schen  verschiedene  Methode  der  Trans- 
formation befolgen  W.  Fuhrmann:  „Transformation  der  Q-Func- 
tionen**,  Pr,  Königsberg  ujP.  1864  und  K.  Besch:  „Bestim?nung  der 
bei  der  hnearen  Uni/ormung  der  Thetafunctionen  auftretenden  Trans- 
formatüniscofistanten**,  Pr,  Königsberg  ujPr,  i8yy. 

Eine  der  frühesten  und  bedeutendsten  Untersuchungen  über  die 
Transformation  der  Theta-Functionen  enthält  die  Abhandlung  von 
Hermite:  „Sur  quelques  formules  relatives  ä  la  transformation  des 
fonctions  eUiptiques*'.  LuniviUe  f.  (2)  III,  18 j8,  26 — 36.  Hermite 
hat  die  vollständige  Constantenbestimmung  mit  Hilfe  der  Gauss'schen 
Summen  gegeben.  In  Verbindung  hiermit,  wenn  auch  schon  mehr  in 
das  Gebiet  der  Zahlentheorie  übergehend,  stehen  die  beiden  Abhand- 
lungen desselben  Verfassers:  „Sur  la  thiorie  des  fonctions  eüiptiques 
et  scs  applications  ä  l' arithmMque"  (C,  R.  XL  V,  1862,  11 — 18,  8ß — pi. 
Liouvillef.  (2)  VII,  2^—40)  und  „Sur  Ics  thdoremes  de  Mr.  Kronecker 
rclatifs  aux  formes   qtcadratiques" ,   (Liouvillc  f.  (2)  IX,   14^ — /je?/ 

Namentlich  die  erste  Abhandlung  von  Hermite  ist  in  einer  Reihe 
von  bemerkenswerten  Schriften  und  Abhandlungen  zur  Verwendung 
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gekommen,  von  denen,  mit  Einschluss  des  oben  erwähnten  Bnches  von 
Thomae,  die  folgenden  ansgezeiebneten  Pnblicationen  zu  erwäbnen 
sind;  Ricbelot:  ,^ur  la  thdorie  des  fonctions  ellipttques  et  sur  les 
^quatüms  dtffärentielles  du  calcul  des  vartations'*,  (C.  R.  i8ßp,  XLIX, 
641—64^.  Diese  Abhandlung  ist  eine  der  ersten,  welche  eine  ziem- 
liehe Anzahl  von  Gleichungen  enthält,  die  sich  auf  lineare  Transfor- 
malionen beziehen.  Die  kurze  Mitteilung  enthält  keine  Beweise.  Wei- 
ter gehende  Untersuchungen  findet  man  in  der  folgenden  durch  an- 
gemeinen Scharfsinn  ausgezeichneten  Monographie:  Betti:  „La  teorica 
delle  funzümt  ellüiche",  (Brtoschi  Ann,  III 1860,  6ß — /5p,  2g8 — jio, 
(ttber  Transformationen  erster  Ordnung  vergleiche  man  /.  142),  IV, 
1861,  26 — 4^,  57 — 70  und  ^p7 — 33^)'  L.  Königsberger:  „Die 
Transformation,  die  Multiplication  und  die  Modulargleichungen  der 
elliptischen  Functionen,  Leipzig  1868.  Ein  Supplement  hierzu  bildet 
die  Abhandlung  desselben  Verfassers :  „Die  linearen  Transformationen 
der  Hermite' sehen  (p-Functianen"  (Clehsch  Ann,  III,  i — 10,  i8yo), 
welche  denselben  Gegenstand  behandelt,  wie  L.  Schläfli:  „Beweis 
der  Hermite* sehen  Verwandlungstafeln  für  die  elliptischen  Modular- 
functionen",  Grelle  f.  LXXII,  360 — 36g,  i8yo.  Weitere  Ausftlhrungen 
enthält  L.  Eönigsberger:  „Algebraische  Untersuchungen  aus  der 
Theorie  der  elliptischen  Functionen"  (Cr eile f  LXXII,  iy6 — 2^4),  Fer- 
ner ist  noch  zu  erwähnen:  Königsberger: „  Vorlesungenüber die  Theorie 
der  elliptischen  Functionen*',  II,  Leipzig  18^4,  i,  Sochocki:  „Be- 
stimmung der  Constanten  Factoren  in  den  Formeln  für  die  lineare 
Transformation  der  Thetafunctionen,  Die  Gauss*schen  Summen 
und  das  Reciprocitätsgesetz  der  Legendre* sehen  Syfnbole*'  (Polnisch), 
Par,  Denkschr,  i8y8,  0.  Rausenb erger:  „Beitrag  zur  linearen 
Trafisformation  der  elliptischen  Functionen**,  Grelle  f,  XCI,  jjj — 340, 
188 1,  und  J.  Thomae:  „Die  Constante  der  linearen  Transformatio7i 
der  Thetafunctionen**.  Gott,  Nachr.  1883,  194 — ig8  u,  414,  Die 
Constantenbestimmung  für  die  Thetafunctionen  mehrerer  Veränderliehen 
durch  Summation  der  Gauss'schen  Reihen  ist  behandelt  von  H.  Weber 
„Ueber  die  unendlich  vielen  Formen  der  ^-Functionen** ,  Grelle /. 
LXXIV,  S7—86,  1871, 

Bei  diesen  verschiedenen  Untersuchungen  über  die  Theta-Func- 
tionen  macht  sich  der  Mangel  einer  einheitlichen  Bezeichnung  unan- 
genehm bemerkbar.  Kaum  zwei  Schriftsteller  stimmen  vollständig 
ttberein.  Die  namentlich  von  Hermite  und  Betti  gebrauchte  Unter- 
scheidung der  Theta-Functionen  durch  zwei  Indices  verursacht  bei 
Functionen  mit  einem  Argument  eine  unnötige  Complication  der  Formeln. 
Hermite  bezeichnet  nämlich  die  Function 
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( l\mv  ^m  [(2m4-jW)iP+io'  (2m+^)»] 


2 

l»  =  — 00 

mit  Ö^,  V,  so  dass,  wenn  x  für  nx  und  q  für  e"*^*  gesetzt  wird 

Öo,o(^)  =  ^3(a:),  öo,i{^)  =  ^(^),  öi,o(a:)  =  ^2(^),  öi,i{a:)  =  t^,(a:) 
wird.   Bei  Thetafunctionen  mit  mehreren  Veränderlichen  soll  die  Zweck- 
mässigkeit einer  derartigen  Bezeichnnngsweise  nicht  geleugnet  werden. 

Elementare  Betrachtungen  über  Transformation  und  Multiplication 
enthalten  die  folgenden  Aufsätze,  welche  sämtlich  in  Grunert  Arch, 
enthalten  sind.  U.  H.  Meyer:  ,^ur  les  foncttons  eütpttques*\  XVI, 
joß — 408,  XVII,  '8^—120.  Essen:  „Ergänzung  des  ersten  Jacobi'- 
sehen  Theorems  von  den  elliptischen  Functionen  der  ersten  Art", 
(XXI,  241 — 248,  418 — 422)  behandelt  namentlich  die  Transformationen 
gerader  Ordnung.  Baehr:  „Sur  la  transformation  des  fonctions  eU 
liptiques  de  la  pretniere  espece".  (XXXIII,  354 — 368),  Baehr: 
,JSur  les  /ormules  pour  la  multiplication  des  fonctions  eüiptiques  de 
la  pr emier e  espece*',    (XXXVI,  12^ — 1^6 J. 

Zur  allgemeinen  Transformation  der  elliptischen  Functionen  sind 
noch  folgende  Abhandlungen  anzumerken,  deren  Resultate  nicht  aus- 
schliesslich auf  die  Theorie  der  Theta-Functionen  basirtsind.  Brioschi: 
„Sur  une  formule  de  transformation  des  fonctions  elliptiques'* ,  C.  R. 
LXXIX,  106 ß — io6g,  18^4,  Sanio:  „De  functionum  ellipticarum 
multiplicatione  et  transformationc,  quae  ad  numerum  parem  pertinet^ 
commentatio",  (Cr eile  f.  XIV,  i — ßo).  Her  mite:  „Sur  la  th^orie 
des  transcendantes  ä  diff^rentielles  alg^briques,  (Uouvillef  IX,  1844, 
361  f  und  C,  R.  XVIII,  1141  f).  Her  mite:  „Extrait  de  deux  lettres 
ä  M.facobi  (Grelle  f  XXXII,  283 — 293;  facobi  Werke  I,  3gy — 4oy)> 

Die  Transformation  dritter  Ordnung  des  elliptischen  Integrals 
erster  Gattung  haben  Cayley  (PhiL  Mag.  (4)  XV,  363)  und  Her- 
rn ite  (Grelle  f  LX,  304)  direct  auf  eine  Invariantenrelation  der  bi- 
quadratischen Formen  zurückgeführt;  diese  Darstellung  findet  sich  in 
C  leb  seh:  „Theorie  der  binären  algebraischen  Formen'',  Leipzig  18 J2, 
40$ — 40g.  Den  Ausgangspunkt  bildet  die  typische  Darstellung  der 
beiden  cubischen  Formen,  welche  die  Transformation  vermitteln,  als 
Polaren  einer  biquadratischen  Form.  Analoge  Transformationen  des 
elliptischen  Differentials 

^-^Cxx<idx% 

~W7   »/■ .     »/*' 

das  sich  auf  eine  temäre  cubische  Grundform  ({x^  x^i  0:3)  ^  0  bezieht, 
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sind  von  Aronhold  (BerL  Ber.  1861)  und  Brioschi:  (C.  R,  LVI) 
gegeben  worden.  Drei  quadratische  Transformationen,  welche  dieses 
Differential  in  ein  anderes  gleicher  Art  verwandeln,  stellte  Gundel- 
finger  auf  {Clebsch  Ann.   VII,  44g — 4^1). 

Eine  namentlich  auf  die  „Fundamenta"  sich  stützende  Darstellung 
der  allgemeinen  Transformation  findet  man  bei  Gudermann:  „Theorie 
der  Modular-Functionen  und  der  Modular-Integrale" ,  XIII  Abschnitt 
Creüe  J.  XIX,  244—285  und  XIX.  A.  ibid.  XXV,  336—394. 

§  50.  Heber  die  Differentialgleichungen^  welchen  die  Z&hler  und  die  Nenner 
bei   den    elliptischen    Transformationsformeln    und    Multiplicationsformeln 

geniigen. 

Nach  den  Untersuchungen  in  §  37  (pag.  289)  wird  der  Differen- 
tialgleichung : 

jN  ^  ^y         .    = _^_ 

1/(1— y^Xl— /V)       ilfl/(l— a;»)(l— ^2^2) 
durch  den  folgenden  Wert  von  y  genügt: 

2)  v\fT=-"         2^m+ftm-iÄ2a:2+ ...  +Ar^a:*» 


X 


Die  Bestimmung  der  Coefficienten  hx^  b^,... bmi  welche  auf  al- 
gebraischem Wege  wegen  erdrückender  Weitläufigkeiten  fast  unaus- 
führbar erscheint,  hat  Jacob i  veranlasst,  den  Zähler  und  Nenner  auf 
der  rechten  Seite  der  Gleichung  2)  unter  einem  Gksichtspunct  zu  be- 
trachten, welcher  von  der  Auffassungsweise  der  „Fundamenta'*  gänz- 
lich verschieden  ist  Jacob i  hat  Differentialgleichungen  aufgestellt, 
welchen  die  bemerkten  Zähler  und  Nenner  genügen.  Diese  Differen- 
tialgleichungen umfassen  zwei  verschiedene  Untersuchungen,  je  nachdem 
es  sich  um  eine  partielle  oder  um  eine  gewöhnliche  Differentialglei- 
chung handelt 

Was  die  partielle  Differentialgleichung  anbelangt,  so  ist  dieselbe 
zuerst  in  Grelle  J.  III,  403,  Ges.  Werke  I,  264  erwähnt  und  zwar 
mit  den  Worten:  „Je  suis  parvenu  ä  rösoudre  un  probleme  dont  la 
dif&cult^  avait  61ud6  long-temps  tous  mes  efforts,  savoir  de  trouver 
Texpression  gönörale  et  alg^brique  des  formules  de  multipUcation*. 
In  der  „Suite  des  notices  sur  les  fonctions  elliptiques*'  (Grelle  J.  IV, 
18$,  Ges.  Werke  /,  266)  hat  Jacobi  ohne  Beweis  eine  partielle 
Differentialgleichung  mitgeteilt,  welcher  die  Zähler  und  Nenner  sowohl 
der  Transformations  -  wie  der  Multiplicationsgleichungen  genügen. 
Einer  Andeutung  zufolge  scheint  Jacobi  durch  die  partielle  Differen- 
tialgleichung, welcher  die  vier  Theta-Functionen  genügen,  zu  dem  fol- 
genden Resultate  gelangt  zu  sein. 
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Die  Mitteilnng  von  Jacobi  beschränkt  sich   nor  auf  folgende 
wenigen  Formeln.    Man  setze  zur  Vereinfachnng : 

3)  xl/Ä=/,  *+!  =  «, 

wodurch  die  Gleichung  2)  Übergeht  in: 


oder: 


5) 


gesetzt,  y\/l  =  j^-    Es  ist  dann: 


^^  ^  =  1/ä^"^-==w*f:ä' 


8)  w=^,^  =  «-«» 


Für  2flt+l  — n  genügt  jede  der  Qaantitöten   U  ond   V  ans  5)  der 
partiellen  Differentialgleichnng : 

fl  H  Uff  Ä^  ff 

7)      2n(a2— 4)  ^  =  „(„_i)//,2+(„_i)  (a/_2/»)^+(i_c<»+/*)^. 

Diese  Formeln  Jacob i's  wollen  wir  jetzt  herleiten.    Zar  Vereinfachnng 
nehme  man  in  ^(7,9): 

K 

also: 

9)  *(r,  q)  =  2(— l)*e-"«'**+2»  1 1. 

Diese  Gleichung  giebt  unmittelbar: 

Die  vorstehende  partielle  Differentialgleichung  gilt,  wie  man  sehr  leicht 

findet,  für  jede  der  vier  Theta-Functionen. 

Man  nehme  in  der  Gleichung  10)  n  z  statt  z.nw  statt  w ;  oder  z  un- 

tv     ^ri 

verändert, statt  w,  wo  r  eine  ganze  Zahl  bedeutet.    In  beiden 

n       n  ° 

Fällen  nimmt  die  Gleichung  10)  folgende  Form  an: 

de         d^9 

Zufolge  der  Bedeutung  von  w  aus  8)  ist  in  11)  9  gleich  einer 
der  Functionen: 

2r7ii  ji_ 

wo  //  =  0,  1,  2,  3  ist.    Diese  Functionen  bilden  aber  nach  den  §§  39 
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und  41  die  Zähler  und  Nenner  der  Transformationsgleichnngen  für 
die  nngerade  Primzahl  n.  Es  genügt,  die  Resultate  einer  Transforma- 
tion genauer  zu  betrachten.  Auf  die  beiden  Gleichungen  6)  und  14) 
von  §  39  nämUeh: 

n 


12) 


*(«''^)  =  p^)5*(^+?'^>' 


2 
»— 1 


*.(nz,9-)  =  (-l)  >  |^//*,(z+^,  q). 


wende  man  die  Gleichungen  6)  und  8)  auf  pag.  147  für  a;  =  z  an,  d.  h. 
die  Gleichungen : 

^2(0)^1  {z+y)^x  (z-y)  =  ^?  (z)  ^^(y)-^Hz)&',  (y). 

Hierdurch  ergiebt  sich,  wenn  die  Gleichungen  12)  noch  durch  ^"(z,  q) 
dividirt  werden: 


^(nz,^-) 


13)  < 


^i(nz,<y»)^ 


2 


1  U/'tA    ^»wJ^ 


*2 


(?) 


wo: 


«— 1 

2 


Auf  den  rechten  Seiten  der  Gleichungen  13)  ist  zur  Vereinfachung  das 
zweite  Argument  q  weggelassen.  Die  erste  Gleichung  13)  giebt,  z  =  0 
gesetzt : 

HO,q^)^      Q 
^»(0)        ^»^HO)' 
wodurch  Q  bestimmt  ist    Man  setze  hieraus  den  Wert  von  Q  in  die 
Gleichungen  13),  ftthre  femer  rechts   die  elliptischen  Functionen  ein 

und  setze: 

2ä:z 


sn 


n 


=  o:,  a:  //:  =  /, 


es  folgt  dann: 
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14) 


«--1 
2 


Die  rechts  stehenden  Terme  dieser  Gleichungen  kann  man  als  Nenner 

und  Zähler  des  Wertes  von  y\/T in  4)  für  2m+l  =  n  ansehen;  man 
erhält  dann,  von  einem  constanten  Factor  abgesehen,  für  ß  und  /?,„ 
dieselben  Werte  wie  in  6).    Es  ist  nämlich 

d.  i.  nach  Gleichung  19)  §  39  S.  303: 


HO)         V  nWM 
Dieser  Term  unterscheidet  sich  von  B  in  6)  nur  durch  den  constanten 

Factor  — ^.    Zur  Vereinfachung  werde   die   rechte  Seite  der  ersten 

\/n 

Gleichung  14)  durch  H  bezeichnet    Es  ist  dann: 

oder  umgekehrt: 

15)  »(riz,<r)  =  B-^^y 

Die  linke  Seite  dieser  Gleichung  genügt  der  partiellen  Differential- 
gleichung 11).  Man  schliesst  hieraus  unmittelbar,  dass  der  Gleichung 
11)  durch: 

gentigt  wird,  wo  H  der  Zähler  oder  Nenner  der  rechten  Seite  der 
Gleichung  4)  für  2m+l  =  n  ist. 

Nimmt  man  in  der  Gleichung  10)  nz  statt  z,  so  wird  dieselbe: 

17)  ^^^äHnz,q)^^d^Hnz,q) 

^  dtv  dz^ 

Nun  ist  aber  nach  §  44: 

*"  (z) 
dem  Nenner  von  sn proportional    Wird  dieser  Nenner  durch  H^ 

3t 

ff  ^\z) 

bezeichnet,  so  gentigt  folglich  — ^ — ^-^   der  partiellen   Differentialglei- 

Enneper,  elllpt.  Functionen.    2.  Aufl.  2S 
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chnng  17).    Dasselbe  gilt,  wenn  statt  //|  der  Zähler  von  sn ge- 

nommen  wird. 

Aus  dem  Vorstehenden  folgt,  dass  die  Gleichungen  11)  nnd  16) 
gelten,  wenn  H  der  Zähler  oder  Nenner  der  Transformations-  oder 
Multiplicatibnsgleichangen  ist;  fUr  die  Mnltiplication  hat  man  einfach 
n^  statt  n  zu  setzen. 

I  Ihn K 
Da  ^Ö-CO)  =  1/ 1  so  lässt  sieh  der  Wert  von   Ö  in   16)   auch 

wie  folgt  darstellen: 


e  =  H 


»— 1 


3t      ) 


Substituirt  man  diesen  Wert  von  6  in  die  Gleichung  11),  dividirt  auf 
beiden  Seiten  durch  jr,  so  folgt: 


^n/dH      nH  dd-jz)     n— 1     dlogk'Ä 


) 


x\dw     ß-iz)    dw  2  dw 

Nimmt  man  in  dieser  Gleichung: 

4rf*(2)  ^     d^d-(z) 
dw  dz^ 

so  lässt  sich  dieselbe  auf  folgende  Form  bringen: 

4«  dB  ^  d^N      dji  1  d_^  ri  diogi^__dn^pzn , 

^  ji  dw       dz^         dz  d-iz)    dz  '^    L^      dw  dz^       J 

In  Folge  der  Gleichungen  14)  §  29  S.  228  und  der  Gleichung  27)  auf 
S.  232  ist: 

d^ 
.  dK __K       E        K  _dw  _     —n 


dk  k   '  M'2      dk        dk       ^kk'^ k"^ 

Aus  diesen  Gleichungen  ergeben  sich  unmittelbar  die  folgenden : 

{  dk      —2kk"^h'^ 


20) 


dw  jt 

dk'K  ^  dk'Kdk^  ^  ^^'^W—E) 
dw  dk   dw  Jt 

dw  X 


Nimmt   ulan   in    der  Gleichung  20)  §  28  (S.  220)  z  statt  a:,   so    wird 
dieselbe : 
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21)  ^»og»(')  _  2^  ^  fam  ^J^\-^-l^J^. 

dz  X      \        X  )      üt    üt 

Durch  Differentiation  nach  z  folgt  hieraas: 


-(f)' 


Mittelst  der  vorstehenden  Gleichung  und  der  Gleichungen  20)  und  21) 
nimmt  die  Gleichung  18)  folgende  Form  an: 

n  dw      dz^  \  X  J         X 

2E  2I^zldJ/ 


+  2n\  —  -£  am ) 

L^      \        X  J      X    X  } 


dz 

Führt  man  links  mittelst  der  ersten  Gleichung  20)  k  statt  w  als  un- 
abhängige Variabele  ein,  setzt  femer: 

22)  ?^  =  «, 

so  nimmt  die  partielle  Differentialgleichung  fbr  H  folgende  einfachere 
Form  an: 

23)    — SnÄÄ'^^  =  j§+n  (n— 1)  Hk^  sn*M+2»  \  ^(am  u)—  -j^l^- 

Um  die  von  Jacobi  aufgestellte  Form  dieser  Gleichung  zu  erhalten 

muss  man  ]/k^Tiu  statt  u  als  unabhängige  Variabele  einfahren.  Da 
snz/  von  k  abhängig  ist,  so  ist  es  nötig  den  Differentialquotienten  dieser 
Quantität  in  Beziehung  auf  k  darzustellen.    Es  sei: 

2Kz 


/'"^      ds         _  2K. 
l/i— Ä^  sin^tf        ^ 


24) 

Hierzu  nehmen  wir  die  Gleichung  3)  §  29  (S.  227): 

p-v  dPisp) PJSP)     E{g)) Ar  sin y  cos  y 

^  ~lür~       k    "^  kk^         Ä'2  J(9))    ' 

wo  F{g))  und  E[q))  die  elliptischen  Integrale  erster  und  zweiter  Gattung 
mit  dem  Modul  k  sind.  In  der  Gleichung  24)  sehe  man  ^  als  von  k 
abhängig  an  und  differentüre  unter  dieser  Voraussetzung  nach  A:,  hier- 
durch folgt: 

1    dq>  ,  dF{q))      2z  dK 
-r 


A((p)  dk        dk  X  dk 

Mittelst  der  Gleichungen  19)  und  25)  erhält  man  hieraus: 

1    dq>       l/r,/  X     2Kz\        1  /r,,  X     2Ez\     k%mq)ito%g) 


^«)  3l^^=IK)-^)-*-^K-"> 


le^Aifp) 


2Kz                                                       2Kz 
Nach  24)  ist  F{q>)  =  - —  Nimmt  man  wieder  wie  in  22)  =  w,  so 

X  X 

giebt  die  Gleichung  24)  9>  =  am  t^,  wodurch  die  Gleichung  26)  übergeht  in: 

28* 
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dk  1   /„,        V     uE\  .  k^VLUQVLU 


t  1   /--,        ^    ^E\^ 


Durch  Multiplication  mit  cnudnu  folgt  hierans: 


M  /„,       .     uE\(stiu  dnM  ,    k  . 


und  weiter: 

,rfl/ifrBDtt 


27)  2^^'2: 


dk 


=  (l+Ar^— 2Ar»8n2w)8iitt/Ä— 2  ^iF(amtt)— ^  jenwdnwl/X 

Im  Folgenden  führe  man  k  und  ]/lc«fiu  statt  Ar  und  u  als  unab- 
hängige Variabelen  ein  und  setze  /»>  l/Tsnt/.  Der  Differentialquotient 
von  H  in  Beziehung  auf  die  explicite  vorkommende  Quantität  k  werde 
eingeklammert    Es  ist  dann: 

dl£dt_ 

^  dk  ~  U^/      di  dk'  du  ""  dt  du    du^  ~       dt    du 
Wegen: 

29)  /  —  l/Tsnw 

ist  nach  27): 

30)  2ÄÄ'2^  =(l+^2-2A/2)/_2^^(amw)— ^)|/[1-^^ 
femer : 

31)  £  =  |/[l-^.»+/«].. 

Mittelst  der  Gleichungen  28) — 31)  nimmt  die  Gleichung  23)  folgende 
Form  an,  wenn  durch  k  dividirt  wird: 

'dl 


(1_  1+*!,,+ ,.)  ^5+(„_i)(l±*!  .-2.3)f +« (n-l)  ^/^. 


Setzt  man  endlich  \+k'^^ka^  also: 


-*"(f)  -  ("^« 


da' 


SO  ergiebt  sich  wieder  die  Gleichung  7).    Es  ist  selbstverständlich,  dass 

die  Differentiation  nach  a  sich  nur  auf  die  CoefScienten  B^  ßi Bm 

in  den  Gleichungen  5)  bezieht,  wenn  in  7)   //  =  U  oder  //  =  r  ge- 
nommen wird 
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Für  die  MultiplicatioDsformeln  treten  an  Stelle  der  Gleichungen 
4)  und  7)  die  folgenden: 

32)  y  = 


2 

33)  2w2(a2— 4)^^=  »«(n^— i)iy^2+(n2— l)(a/— 2r»)^+(l— a^*+^^)^- 

In  32)  ist  n  =  2m+l.  Setzt  man  den  Nenner  der  rechten  Seite 
der  Gleichung  32)  gleich  //,  so  müssen  in  der  Gleichung  33)  die  Fac- 
toren  der  Potenzen  von  t  durch  diese  Substitution  auf  beiden  Seiten 
einander  gleich  sein.    Man  erhält  so: 

B  =  ]/n,  A=0,  3. 4^2 +nM«*— 1)^  =  0, 
6  .  6^3+4(n«— 4)  a^j  =  0, 


7.8i54+6(n^^6)ai?3+(»*— 4)(n2— 6)^2  =  2nH«^^4) 


äB^ 


Es  ist  allgemein  von  r  =  3  an  bis  r  »» 


da 
n2— 3. 


2 

(2r+l)(2r+2)  ^r+i+2r  (n^— 2r)  «i^r+Cn^— 2r+ 1)  (n^^2r+2)  ^r-i 

=  2nM«^— 4) 


dBr 


da 
Für  die  letzten  CoefGcienten  bestehen  die  Gleichungen: 

~"2~  ~2~  2 

Diese  Gleichungen  hat  Jacobi  ( Grelle  J,  IV,  i86,  Ges.  Werke 
I,  286)  aufgestellt.  Eine  Herleitung  der  Differentialgleichung  33)  fin- 
det man  in  der  früher  erwähnten  Abhandlung  von  Betti  (Brioscht 
Ann.  IV,  j2  u./.J.  Einige  Bemerkungen  über  die  Integration  der 
partiellen  Differentialgleichung  33)  von  Cayley  unter  dem  Titel  „JVble 
sur  les  foncttons  elltptiques'*  finden  sich  in  Grelle  J,  XXXVII,  ß8 — 60. 

Statt  durch  eine  partielle  Differentialgleichung  hat  Jacobi  die 
Zähler  und  Nenner  der  Transformationsgleichungen  durch  gewöhnliche 
Differentialgleichungen  definirt  Die  Abhandlung  ,yDe  /unctiontbus 
elUpticis  commentatio  prima'*  enthält  mit  Beziehung  hierauf  folgenden 
Satz:  „Quod  sane  est  theorema  memorabile,  satis  reconditum,  numera- 
torem  et  denominatorem  substitutionis,  ^,  F  singulos  de- 
finiri  posse  per  aequationem  differentialem  tertii  or- 
dinis.*  (Grelle  J.  IV,  J77/  Ges.   Werke  I,  303). 

Im  vorliegenden  Falle  haben  U  und  V  folgende  Bedeutungen. 
Setzt  man  a;  =  8nu  und 
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^)  ""(^'0  =  ^ 


so  sei: 


35) 


\  U=^ {l+Aixi+AiX*+  . . .  +^,_ix"-i), 


M 


V- 


2 

Diese  Werte  von  U  und  V  unterscheiden  sich  nur  unwesentlich  von 
den  in  5)  aufgestellten.    Die  Gleichungen  13)  und  16)  von  §  41  geben: 

Bn-i  =  (-l)^Ä-^//snUra>,      -^  =  //sn^ir  a> , 

folglich : 


An^ 


n—1 
3 


3^)  Äz: — 2  «"'*'-°' — p.  ^=-=^ü=?-^r 


2 


WO  in  der  ersten  Gleichung  q  zur  Abkürzung  für  die  Summe  gesetzt  ist 
Jacobi  hat  seinen  Satz  durch  Betrachtung  der  Transformations- 
formeln und  der  elliptischen  Integrale  zweiter  Gattung  gefunden.  Mit 
lebendigem  Interesse  wurde  die  schöne  Entdeckung  Jacob i's  17  Jahre 
nach  ihrer  Veröffentlichung  von  Eisenstein  wieder  aufgenommen. 
Eisenstein  ist  mehrfach,  unter  Anwendung  sehr  einfacher  Principien, 
auf  den  bemerkten  Gegenstand  zurückgekommen  und  hat  in  die  Re- 
sultate Jacob i's  sehr  allgemeine  Betrachtungen  hineingetragen,  durch 
welche  sich  die  meisten  Arbeiten  des  ungemein  begabten  Mathematikers 
so  sehr  auszeichnen.  Die  Untersuchungen  von  Eisenstein  sind  ent- 
halten in :  „Betträge  zur  Theorie  der  elliptischen  Fufictionen''  (Cr eile 
J.  XXXII,  5p — 70,  Math.  Abh,  /5p — /70/  „Ueber  die  Differential- 
gleichungen, welchen  der  Zähler  und  der  Nenner  bei  den  elliptischen 
Transformationsforvieln  genügen*',  (Grelle  J,  XXXV,  14^ — 1^2,  Math, 
Abh.,  2oy — 212),  Die  folgende  Dcduction  der  Jacobi'schen  Gleichungen 
ist  den  ,yBeiträgen**  entnommen. 
Man  setze  zur  Abkürzung: 

=  A+Bx+Cx'^+Dx^+Ex\ 
Zwischen  x  und  y  bestehe  die  Differentialgleichung: 


q7x  j  9^(^)  =  A- 

^^>  \  v<y)  =  A' 
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38) 


dy 


dx 


l/v(y)     \/W) 

Es  sei  P=0  ein  algebraisches  Integral  der  Differeutialgleichang  38) 
der  Art,  dass  die  Fanetion  P  nur  ganze  Potenzen  von  x  und  y  ent- 
hält nnd  in  Beziehung  auf  x\omn}^  Grade  ist  Es  seien  otj,  oc2^...Xn 
die  Wurzeln  von  P  =  0  nach  x  aufgelöst ;  bezeichnet  man  den  constan- 
ten  Factor  von  o:*»  dureh  Cq^  so  ist: 

P=  Oq  {x—'X{)  {x — X2)  —  {x — Xh\ 
wo  xi,  0:2, .. .  Xm  von  y  abhängen.    Die  vorstehende  Gleichung  nach  y 
differentiirt  giebt: 

(  1  tf/>  ^  -y     1     dxr 
Pdy       ^^Xr — X 
AdP 


39) 


dy 


Pdy^ 
dy 


_  y        1        d'^Xr  y 1_ /  dXr\ 

~^'^^;^x~dy^     ^{Xr—^dyJ 


Ist  nun  X  eine  der  Wurzeln  x^^  x%^...Xn^  so  giebt  die  Gleichung  38): 

dx \[9{x) 

^~\/^) 
2  rf^  _  _?X?)._  dx      VqjxWiy)  ^  ip\x)     t/yW(y) 
dy^       \/^(3^{y)dy        i/^öö^  ^ö^)       \/'vW 

Setzt  man  hierin  x  «=  arr,  so  lassen  sich  die  Gleichungen  39)  auf  fol- 
gende Art  darstellen: 

IdP^      1    Vt/y(a;r)  ^ 
P  dy       l/y(y)        a:r— a:  ' 


ö?y 


y(y)   y^i/y(a:r)  .     1    y^yX^r) 1  y    q>{xr) 


Hieraus  erhält  man  unmittelbar,  --=-  =  — ^—  gesetzt,: 

'Pdy  dy 


^y2       '   T  ^^     ^y  ^^Xr — X      "-^^{Xr — X)'' 

Nun  ist  nach  dem  Satze  von  Taylor: 

9)  {Xt)  =  (p{Xr — x+x) 

also: 
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/  q>\xr)       2qixr)  _      g)Xx)        2y(x) 

Nach  37)  ist: 


also: 


(0:^—0:)^'^^+  (a:r— a:)2?-^  =  l)Xr'^^Exl—Dx—^Ex\ 
6  12 


Wendet  man  diese  Gleichnng  nnd  die  Gleichung  41)  anf  die  Gleichung 
40)  an,  so  wird  dieselbe: 

I  —29)  (a;)  2      ^      — nZ^a:— 2n^^+  Z^-Sirr + 2^-2:r; . 

Wegen  der  Bedeutung  von  P  ist  aber  auch: 

rflog/>^-y     ^     _     y     1       <Plog/^_     y 1__ 

rfx  -^a; — ^Xr  ^^Xr — X        dx^  "^(Xr — x)^ 

Hierdurch  wird  die  Gleichung  42)  in  folgende  transformirt: 

+29)(a;)  -^| n2>j;— 2«iRc2+Z)Ä:r+2i:2:a;J, 

oder  auch: 

,    ,,rf2log/>,     „  ,dlog/>       ,,/-7-,y^^'    dx 

— n  Dx—lnEx^ + /)Ä;r + 2^Ä;?. 
Diese  Gleichung  lässt  sieh  einfacher  auf  folgende  Art  darstellen : 

wo  die  neue  Variabele  u  durch  die  Gleichung 
45)  -ß^  =  du 

dcfinirt  ist.    Setzt  man     ,-^  =  dv,  so  geht  die  linke  Seite   von  44) 

i/vcy) 

ttberin:2^^. 

Es  sei  nun  P  linear  in  Beziehung  auf  y : 


44)2V<!/)^-£|-+tpXy)    -!,:r^  =  2 -^--nZ>a:-2n^a:2+i9^a:.+ 2^^-5:0:^, 
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46)  P  =  U—  Vy, 

wo  U  und  V  Fnnctionen  von  x  oder  u  sind.  Sieht  man  ü  und  V  als 
Functionen  von  t^  an,  so  sollen  die  Differentialquotienten  derselben 
nach  u  durch  U^  V\  V'\  V".  .  bezeichnet  werden.  Die  Gleichung  46) 
giebt  dann: 

tflog/> F_    <Plog/>^     / F    V 

dy    ■"      ^— Fy'      rfy»  W— ^y/  ' 


d^  log/>  _  y^—  V"y     fU'—  V'y  V 
rfw2     ~    Ü—Vy       \  U—Vy) 


Durch  Substitution  dieser  Differentialquotienten,  der  Werte  von  ^(y) 
und  ip*(y)  aus  37)  nimmt  die  Gleichung  44)  endlich  die  Form  an: 

[  2{Ä+D'y+  Cy-^+ffy^+Ey^)  F2+(^+26''y+32?y +4^2/»)  («7-  Vy)V 
47)  J         =  2{U'—V'y)'^—2(U—Vy){U"--V"y)+{nDx+2nEx%ü—Vyy 
I  —{DSXr + 2Ei:xl)(JJ—  Vy)\ 

Aus  dieser  allgemeinen  von  Eisenstein  (Math.  Abh.  i66)  aufgestell- 
ten Gleichung  lassen  sich  die  Jacobi'schen  Differentialgleichungen 
herleiten. 

Zur  Vereinfachung  nehme  man  in  37): 

Die  Differentialgleichungen  45)  und  38)  geben  dann: 

:c  =  snM,  y  =  sn[— ?  /]• 

Da  nach  34)  sn  f  - -»  /  j  =  — ,  so  ist  P  =  V—  Vy  =  0 ;  setzt  man  hierin 
die  Werte  für  U  und  V  aus  35)  ein,  so  erhält  man: 

Aft — 1  An — 8 


Aus  der  vorstehenden  Gleichung  folgt: 

Bn—l  (  ^n-l  \ '  An—Z 

-Scr  =  -,  '-  My,  Sxl  =  {--r^My  \  —2     ' 


An^l  I  An—1  I  i4ji_l 

d.  i.  nach  36): 

Nach  48)  und  der  vorstehenden  Gleichung  wird  die  Gleichung  47): 


s*> 


1— *H-rtyi-h/V 


=  j: 


_r.r~r,  3   _i_  V^2s?  - 


Dft 


Faeoroi  sidefasr  Poceiaai  roa  y 
'  L  oitaen.  io  erzcfaen  ach  ntaz  ö}iseh!m;raL  tdu  öäusi 
sad.  w«kiie  as»  den  FaettcoL  Toa  3^--  mii  v'^  i}i«a. 


ri 


45 


Ä-»in-i-^=r  =  ir*^ 


i-  24 


2A- 3ö— * a-»> rr-^  ?-^'rr=  IT r  — rr^— t^ 


i-.i 


Die  Flfmtnatttaa  Toa  r*  oui  f  rraditHL  dnoKii  ♦jtfTt*n«nrrai 


vT—rr^  = 


r  . 


w:u  aof  die  Salwmatzim  Toa  7  ^^  -^  in    die   GieüHLinLr  ^    ^fnAos* 
kommt.    Man  buui  also  statt  der  dzssea  «rleieaaiLr  4'}    dfe  ?>! 


^j 


VC — TT  =z 


_  ^ .  r: — r^. .  r^ — .^r*. 


•an^w  k 


Am  den  beiden  letzten  tiHefehnnzen  4v  lädR  Afd  aiiaei2<c  der 
Gle&Äoa^  5«.'  eine  der  F^oetioaen  ü  «ider  *'  eiiaiiniren.  rt  üe  iicir 
btaheniie  Fmetziin  erzieht  aeh  daiin  eine  I>bFerentialdeieiix3;r  ir 
•I»rd2iiin^. 

ri^etic  man  zzxr 


if-i 


_¥-=  5^ 


inti  r  =  ?'<ni .;,  mj  eriiib  man  aor^  der  leeren  •.Tieieäia^  *  *    in«i  der 
Gleieimiiz  «5*.*  : 


folgfieh: 


5*  =  C«  »i  .  ^s*  = 


tf»j«'i  Ji  ■; 


^ K 1 — ^i^') « 1 — ^5^' 

dritter  Ordnos^  t&r  v  i^t. 


§  51J  443 

Setzt  man  die  Werte  von  V  und  V  ans  den  Gleichungen  35)  in 
die  beiden  ersten  Gleichungen  49),  darauf  a;=»snu,  so  erhält  man 
Gleichungen   zur  Bestimmung  der  Coef&cienten  4,..^n--i,  ^i,..^«-i, 

2  2 

ein  Verfahren,  welches  indessen  wegen  seiner  Weitläufigkeit  kaum 
einen  Vorzug  verdienen  möchte  vor  den  algebraischen  Untersuchungen 
in  §  37. 

In  der  ersten  der  oben  bemerkten  Abhandlungen  hat  Eisenstein 
sich  nicht  allein  auf  die  Form  Ü—Vy  von  P  beschränkt  Die  Form, 
in  welcher  Euler  das  Additionstheorem  dargestellt  hat  [§  25,  Glei- 
chungen 6)  und  10)]  giebt  für  P  die  Form  P=Ly^+2My+N,  so  dass 
der  Differentialgleichung  38)  durch  die  Gleichung  -P=0  genügt  wird. 
Eine  weitere  Fortsetzung  dieser  Rechnungen  scheint  wegen  der  Com- 
plication  der  Formeln  unthunlich  zu  sein. 

Die  Gleichungen  49)  hat  Gu  der  mann  auf  ähnliche  Art  wie 
Jacobi  hergeleitet.  Man  findet  die  Differentialgleichungen  fttr  Zähler 
und  Nenner  von  sn  nu,  wenn  n  ungerade  ist,  in  CreUeJ,  XIX,  282 — 28$ 
aufgestellt,  die  entsprechenden  Gleichungen  fttr  die  Substitutionen  vt^^ 
Grades  finden  sich  am  Ende  der  „Theorie  der  Modular-Functümen" 
(Creüe  J,  XXV,  391 — 394)» 

Mit  Beziehung  auf  die  Differentialgleichung  dritter  Ordnung,  wel- 
cher U  und  F genügen,  hat  die  1829  geschriebene  Bemerkung  Jacobi's 
ihre  Gültigkeit  noch  nicht  verloren:  „Integrale  completum  aequationum 
differentialium  tertii  ordinis,  quibus  functiones  27,  V  definiuntur,  in 
promtu  esse  non  videtur*   (Grelle  J.  IV,  3yj;    Ges.   Werke  I,  304). 


Dreizehnter  Abschnitt. 


§51.  Die  Modolargrleichangren.  Differentialgrleichnngr  dritter  Ordnung  zwischen 
dem  primitiyen  und  dem  transformirten  Modul.  Der  Multiplicator  und  die 
Multiplicatorgrleiehungr.  Die  Transformation  der  elliptischen  Integrrale  zweiter 

(i^attnngr. 

Setzt  man: 


1)  y  = 


]/Ti^ii^  l+b^x^+h^x^+..bn,po'^ 


m: 


2)  dy  dx 


1/(1— y^)  (1— ^^y*)       M  1/(1— a:2)(i— it2^2) 
so  lassen  sich  nach  dem  vorhergehenden  §,  oder  auch,  mit  HtUfe  der 
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algebraischen  Prineipien  von  §  37  die  Coefficienten  &i,  &2)*>-^m  be- 
stimmen, wenn  der  Modal  /  in  Function  des  Moduls  k  bekannt  ist 
Nach  §37  (S.  289)  sind  b^^  b^^.-bm  durch  lineare  Gleichungen  bestimmt,  deren 
Coefficienten  von  k  und  /  abhängig  sind.  Die  vollständige  Lösang 
des  in  §  37  aufgestellten  Transformations-Problems  erfordert  also  die 
Bildung  der  Relation  zwischen  k  und  /.  Diese  Relation,  welche  nach 
§  37  ^e  Form  einer  algebraischen  Gleichung  hat,  führt  nach  dem 
Vorgänge  von  Jacobi  den  Namen  Modulargleiohung  (Fund, 
§  2g,  Ges.   Werke  I,  122J, 

In  den  „Rech.  s.  L  fonct.  elL*'  hat  schon  Abel  bemerkt,  dass 
zwischen  /  und  k  eine  algebraische  Gleichung  vom  Grade  2m +2  statt- 
findet (Grelle  J.  III,  iy6,  Oeuv.  I,  238,  2.  ^d.  I,  3^2),  wo  2»i+l  eine 
beliebige  ungerade  Zahl  ist;  einige  weitere  Bemerkungen  ttber  diese 
Gleichung  sind  im  „Pr^cü"'  (Chap.  IV  §  4)  enthalten.  Die  wenigen 
gehaltvollen  Bemerkungen  scheinen  nur  die  Vorläufer  sehr  umfassender 
und  tiefgehender  Untersuchungen  gewesen  zu  sein,  deren  Darlegung 
Abel  leider  nicht  vergönnt  war. 

Es  scheint  fast,  dass  ein  Hauptzweck  der  Herstellung  der  Modular- 
gleichung  ursprünglich  darin  bestand,  die  in  1)  enthaltene  Transforma- 
tionsgleichung, wenn  auch  nicht  wirklich  auszuführen,  doch  möglichst 
vollständig  zu  definiren.  Jacobi  bemerkt  (Grelle  J.  IV,  18 j,  Ges. 
Werke  I,  26y)  in  Beziehung  auf  die  im  vorhergehenden  §  aufgestellte 
partielle  Differentialgleichung:  „L'iquation  modulaire  ätant  suppos6e 
connue,  Tiquation  (aux  diffirences  partielles)  sufQt  pour  trouver  toutes 
les  quantitös  B^  B^...  exprimöes  en  fonctions  rationelles  des  deux  mo- 
dules  k  et  /.  On  pourra  donc  dire  en  quelque  Sorte  que  cette  6quation 
contienne  la  Solution  g6n6rale  du  probl^me  de  la  transformation  des 
fonctions  elliptiques,  et  sous  une  forme  tont  k  fait  diff^rente  de  celle 
sous  laquelle  nous  Favons  fait  connaitre,  Mr.  Abel  et  moi,  dans  nos 
recherehes  sur  cette  matiöre.*  Diese  Auffassungs weise  der  Modular- 
gleiehung  ist  später  dahin  modificirt  worden,  dass  dieselbe  für  die 
Theorie  der  algebraischen  Gleichungen  von  hervorragender  Bedeutung 
ist  Es  liegt  in  der  Modulargleichung  für  die  Transformation  7%^'"^ 
Grades  eine  algebraische  Gleichung  vom  Grade  n+1  vor,  deren  Wur- 
zeln sämtlich  bekannt  sind.  Von  diesem  Gesichtspunkt  aus  hat  die 
Bildung  von  Modulargleichungen  ein  besonderes  Interesse  und  der 
mathematischen  Untersuchung  ein  weites  Feld  erschlossen.  Es  können 
hier  nur  einige  der  wesentlichsten  Eigenschaften  der  Modulargleichungen 
angeführt  werden,  deren  Theorie  noch  fortwährend,  mehr  wie  ein  an- 
derer Zweig  der  elliptischen  Functionen,  die  Aufmerksamkeit  der 
Mathematiker  in  Anspruch  nimmt 
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Die  sehr  weitläufigen  Reehnnngen,  welche  die  Herstellung  von 
Modulargleichungen,  selbst  geringeren  Grades,  nach  sich  zieht,  haben 
Jacobi  schon  sehr  frühe  dahin  geführt,  die  algebraische  Gleichung 
durch  eine  Differentialgleichung  zu  ersetzen.  In  einem  Briefe  vom 
2.  April  1828  teilt  Jacobi  an  Grelle  mit  (Crelle  J,  III,  194;  Ges, 
Werke  I,  2^3),  dass  die  endliche  Relation  zwischen  k  und  /  sich  durch 
eine  Differentialgleichung  dritter  Ordnung  ersetzen  lässt,  welchen  Wert 
auch  m  in  der  Gleichung  1)  haben  möge.  Dieses  merkwürdige  Resultat 
findet  sich  in  §  32  der  „Fundamenta"  (Ges.  Werke  /,  12g  u.  fg.) 
abgeleitet.  Man  kann  das  dort  eingeschlagene  Verfahren  noch  etwas 
vereinfachen  und  verallgemeinern. 

In  Folge  der  Gleichungen  14)  und  18)  von  §  29  (S.  228  u.  232)  ist: 

ox  ä^flt\ ^_ 

^  dl\K)         2ää'2ä'2* 

Es  seien  a,  &,  a,  V  Constanten.    Setzt  man: 

SO  ist  nach  3) 
5) 


dS         jt{db'—ah) 


dk  2kk^0^ 

In  Folge  der  Gleichungen  11)  auf  S.  227  genügen  K  und  K'  der- 
selben linearen  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung.  Da  nun  0=" 
aK-{-hK\  so  ist  auch: 

A(l-Ar5)g+(l-3Ar»)g-*ö  =  0, 

oder  durch  0  dividirt: 

kjx-k^  d^O      i-Sk^  dp     ,_^ 
^^  0      'dki^~Ö~dk~^-^' 

Durch  Elimination  von  Q  zwischen  dieser  Gleichung  und  der  Gleichung 
5)  folgt  für  S  eine  Differentialgleichung  dritter  Ordnung.  Nimmt  man 
in  5)  die  Logarithmen  beider  Seiten,  so  ist: 

log()  =  — glog^  +  glog-^— ^— -logA:--log(l-A:2). 

Diese  Gleichung  differentiire  man  nach  k  und  setze  zur  Abkürzung: 

„.  d.     dS_d^.dS 

^  dk^^^dk  ~  dk^ '  dk^   ' 

Es  ergiebt  sich  dann: 

IdQ         T     l   1—3^2 


8) 


Qdk  2      2Ä(1— Ar«) 

Eine  weitere  Differentiation  dieser  Gleichung  liefert: 
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„  1  d^      /l  doy      ^  .  _  1+3*1 

Mittelst  der  Gleichungen  8)  und  9)  lassen  sich  ^  -^  nnd  -  -^  aus  der 
Gleichung  6)  eliminiren,  es  folgt: 

'  'dk  \k—ky 

Mit  Rücksicht  auf  den  Wert  von  T  aus  7)  ergiebt  sich  fttr  S  eine 
Differentialgleichung  dritter  Ordnung. 

Nimmt  man  statt  k  eine  andere  unabhängige  Yariabele,  so  ist 
aus  7): 

ePS        tPk 

dSdk      (</*)> ' 

d»S       (<P^»        d^Sd^k        d^k       2(<P*)» 

dSdk     (dS)tdk      dS(dk)*      (dk)^  "^  (dk)»  ' 

Diese  Werte  von  T  nnd  e^r  in  10)  substitnirt,  darauf  mit  (dk)'^  mnlti- 

plicirt,  transformiren  diese  Gleichung  in: 

Sind  d],  fti,  ai',  &/  Gonstanten,  setzt  man  ferner: 

aiL+b\L' 


12)  S= 


;/-» 


sind  /  und  t  die  Modali  der  Integrale  L  und  Z',  i^+^2  =  1,  so  erhält 
man  genau  wie  die  Gleichung  11): 

Ans  dieser  Gleichung  und  der  Gleichung  11)  folgt: 

Die  beiden  Werte  von  S  aus  4)  und  12)  geben: 

a\L+b\L'       dK+h'K' 
^  aiZ+ftiZ'   ^  aK+bK'  ' 

oder  kürzer: 

mKL+m  K'L'+m' KL' +m"  1^1=0. 

Diese  Gleichung,  welche  drei  arbiträre  Gonstanten  enthält  und 
eine  endliche  Relation  zwischen  k  und  /  ist,  bildet  das  vollständige 
Integral  der  Differentialgleichung  13).  „Quam  integrationem  altissimae 
indaginis  esse  censemus*  (Fund.  §  jj,  Ges.  Werke  I,  ijß).  Die 
Gleichung  14)  hat  genau  dieselbe  Form  wie  die  Bedingungsgleichung, 
welche   ausdruckt,  dass  der  Differentialgleichung  2)  durch  eine   al- 
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gebraiscbe  Relation  zwischen  x  und  y  genügt  wird.  Die  Differen- 
tialgleichung 13)  giebt  also,  mit  Beziehung  anf  algebraische 
Transformationen,  die  allgemeinste  Beziehung  zwischen 
dem  primitiven  und  dem  transformirten  Modul. 

Bei  dieser  Gelegenheit  sei  eine  Differentialgleichung  erster  Ord- 
nung erwähnt,  welche  einige  Analogie  mit  der  Gleichung  10)  zeigt  und 
von  Gudermann  (Grelle  J,  XVIII,  jspJ  angemerkt  worden  ist.  Es  sei: 

Px  =  aE+h{K'—E'\  p  =  aK+hK\ 
Mittelst  der  Gleichungen  14)  in  §  29  (S.  228)  findet  man  leicht: 

dPi  _Pi—p    dppi—p     kpx 


Es  ist  folglich: 


Setzt  man  also: 


so  ist: 


und: 


dk  k       dk  k      '  k'^ 


^  dk    ^^dk  k  Ä'2 


P 

ds^_ 1      2^      ks^ 

dk~     k^T     T2" 


^  aE+h{K'—E') 
^  aK+hK' 


h  n 

das  vollständige    Integral  dieser  Differentialgleichung,  wo  -  oder  ^ 

die  Integrationsconstante  bedeutet. 

Für  die  in  13)  aufgestellte  Differentialgleichung  lassen  sich  leicht 
auf  folgende  Weise  einige  bemerkenswerte  Eigenschaften  herleiten.  Es  sei: 

Man  setze  statt  p  eine  Function  P  von  p,  wodorch  H  in  E^  Über- 
geht.   Es  ist  dann: 

Soll   nun   H=Hi    sein,  so   giebt  die  vorstehende  Gleichung  in  Ver- 
bindung mit  15): 

Lässt    sich    P    mittelst    dieser    Differentialgleichung    bestimmen,    so 
bleibt  die  rechte  Seite  der  Gleichung  15)  unverändert,  wenn  p  durch 

P  ersetzt  wird.    Der  Gleichung  16)  genttgen  die  Werte  /*=-    und 
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/^=  \/\'-^\    Es  bleibt  also  die  rechte  Seite  von  15)  unverändert, 

wenn  p  dareh  -  oder  l/l— p^  ersetzt  wird.    Wendet  man  dieses  auf 

p 

die  Differentialgleiehang  13)  an,  so  folgt,  dass  dieselbe  unverändert 
bleibt,  wenn  k  und  /  gleichzeitig  ersetzt  werden  durch  -  und  -  oder 

durch  /l — k^  und  [/l — A  Man  schliesst  wegen  der  symmetrischen 
Form  der  Gleichung  13)  nach  dem  Vorgange  von  Jacobi  hieraus, 
dass  die  Modulargleichung  unverändert  bleibt  durch  Ver- 
tauschung von  k  und  /,  oder  wenn  k  durch  -t  /  durch  —  er- 

setzt  wird,  oder  auch,  wenn  [/l — A:^  ^n  Stelle  von  k  und  l/l — P 
an  Stelle  von  /  tritt  Weitere  Substitutionen  an  Stelle  von  k  und  / 
in  der  Gleichung  13),  welche  sich  mittelst  der  Differentialgleichung  21) 
aufstellen  lassen,  scheinen  im  Verhältnis  zu  den  eben  bemerkten  nur 
von  untergeordneter  Bedeutung  zu  sein.  (Fund,  §  31  ßn„  Ges.  Werke 
I,  128). 

Die  Gleichungen  10)  und  11)  von  §  38  (S.  295)  geben: 


17) 


r> 


L         w     phi  It 

10^  1  _    g^—g'h    L 

^^'  M~     ^,     p'hiK'K 

"* — Vk 

Vertauscht  man  in  der  Gleichung  3)  k  mit  /,  so  ist: 

4 

L  n 


Hieraus  folgt: 


dl  2l(^L^ 


d^       d^ 
L  L  dl  3t     dl 


dk~   dl   dk~     "HlßL^dk 
Mit  Rücksicht  auf  diese  Gleichung  und  die  Gleichung  3)  giebt   die 
Gleichung  17)  nach  k  dififerentiirt: 

1     <g^    pp'(ffh'—ff'h)       1 
it^L^  dk       7  ,.     phi  K'Vkk'^K^' 


(  ^.     p'hiK'\^kk'- 


Durch  Elimination  von  j^  zwischen  dieser  Gleichung  und  der   Glei- 

JtL 

chung  18)  folgt  endlich: 
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.  1       gh'—{/h  kk"i  dl 

'  M"^         pp'      m  dk 

Für  die  in  1)  enthaltene  Snbstitation  ist  j?  =  1,  p'  •—  1.  Setzt  man 
gh'—{fh  =  n,  80  giebt  die  Gleichung  19) : 

2^)  Mi- ""-W  die' 

Für  eine  rationale  Transformation  n**'  Ordnung  ist  nach  §  47 
gh! — g'h=^n,  Ist  also  die  Relation  zwischen  k  und  /  bekannt,  so  ist 
in  2)  die  Quantität  M  für  eine  rationale  Substitution  eine  algebraische, 
rationale  Function  von  k  und  /.  Wird  /  zwischen  dieser  Gleichung 
und  der  Modulargleichung  eliminirt,  so  ergiebt  sich  eine  Gleichung 
zwischen  k  und  M.  Die  Quantität  M  heisst  der  Multiplicator  und  die 
bemerkte  algebraische  Gleichung  zwischen  demselben  und  k  die  Mul- 
tiplicatorgleichung.  Auf  die  Multiplicatorgleichung  hat  zuerst 
Jacobi  (Grelle J.  III,  308;  Ges,  Werke  I,  261)  aufmerksam  gemacht 
und  dieselbe  für  den  besonderen  Fall  n  =  5  wirklich  ausgeführt. 

In  den  auf  Seite  293  angeführten  fundamentalen  Arbeiten  Abels 
über  die  Transformation  wird  gezeigt,  dass  für  willkürliche  Werte 
des  Moduls  die  Gleichung 

^x Mdy 

l/(l-a;2)  ix—l^)  ~  7(1— y^)  (1^=Ä2^ 
algebraisch  integrirbar  ist,  wenn  ^rational  ist,  und  dass  umgekehrt, 
il/ rational  sein  muss,  damit  die  Gleichung  algebraisch  integrirbar  sei, 
dass  aber  für  besondere  Werte  des  Moduls  die  Gleichung  alge- 
braisch integrirbar  ist,  wenn  M  ein  complexer  Ausdruck  von  der  Form 

~{l-\-m\J — n),  wo  l^m^n^p  ganze   Zahlen  und  n  positiv.    Dieser  Satz 

ist  auf  anderem  Wege  hergeleitet  von  Cayley:  „Note  on  the  theorie 
0/  elltptic  Integrals"  (Clebsch  Ann.  XII,  iSjy,  143 — 146)  und  auf 
rationale  Transformationen  angewendet,  in  denen  k^  die  Wurzel  der 
Modulargleichung. 

Eine  der  obigen  Differentialgleichung  13)  zwischen  dem  ursprüng- 
lichen Modul  k  und  dem  transformirten  Modul  /  analoge  Differential- 
gleichung vierter  Ordnung  besteht  zwischen  dem  Multiplicator  M  und 
dem  Modul  ä,  wie  F.  Brioschi  („Di  una  nuava  eqtuizüme  differen- 
zuile  nella  teorica  delle  funziont  ellütiche",  Rend,  Ist,  Lomb,  (2)  X, 
41^—421,  i8jy)  gezeigt  hat.  Diese  Differentialgleichung  hängt  nun 
wieder  zusammen  mit  der  von  Jacobi  (Grelle  J,  XXXVI,  loy:  Ges, 
Werke  II,  i8o)  gegebenen  Differentialgleichung  dritter  Ordnung  und 
zweiten  Grades: 

Enneper,   eUipt.  Fanotionen.    8.  Aufl.  29 
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\y^d^—15ydyd^+S0dy^\^  +  32(ydh/—Sdy^y 
=  y^^(ydht-'ddy^^  (dlogq)^, 
welcher  die  drei  Reihen 

y  =  l±2q+2q^±2q^+2q^^±2q^^+ete.,  2[[/q+[/q'^+[^+\/^+,.J 
genttgen.  Differentiirt  man  nämlich  diese  Differentialgleichung  dritter 
Ordnung  und  eliminirt  dann  n,  so  erhält  man  die  Differentialgleichung 
fllr  den  Multiplicator,  wie  A.  Genocchi  („Intomo  all'  equazwne  diffc- 
remüilc  del  moUtplicatorC ,  Rend,  Ist  Lomb,  (2)  X,  jjj — 555,  J^yy) 
gezeigt  hat 

In  dem  „Premier  SuppUmenif*  seines  grossen  Werkes  hat  Le- 
gendre  iSl  5p — ^j  die  Transformationsgleichungen,  welche  dem  üeber- 
gange  von  ^  in  9"  der  Thetafunctionen  entsprechen  (§  39),  auf  die 
Transformation  der  elliptischen  Integrale  zweiter  Gattung 
angewandt  Unter  Benutzung  der  obigen  Gleichung  20),  welche  ganz 
allgemein,  also  auch  fttr  die  Transformationen  des  §  41  gilt,  geben  wir 
im  folgenden  eine  kurze  Darstellung  der  mit  vielem  Geschick  durch- 
geführten Legendre* sehen  Rechnung. 

Die  Transformationen  des  §  39  ergaben  das  Resultat  (S.  306) : 

1 ^L_ 


«  sn^ 


^'W- 


n 


Ä^x^sn*  — 


n 
Wird  hierin  a:  =  sin9r>,  ^s=8intp  gesetzt,  so  erhält  man: 

sin^y 

"^  ~  ^2rK 

21)  8inv?=  — r// —  . 

1    1— Ä^sin^sn^^^ 

n 

Nach  der  Bezeichnung  von  Legendre  gentigen  9)  und  ^  der  Gleichung: 

n%  l)  =  -^  FiSP.  Ar), 

oder: 

22)  ,  F{(p,k)  =  MF(rp,t); 

wo  i!f  und  /  durch  die  Gleichungen  27)  auf  S.  305  bestimmt  sind.  Die 
directe  Substitution  des  Wertes  von  sintp  aus  1)  in  E{%1)  führt  zu 
grossen  Weitläufigkeiten.  Um  diesem  Uebelstande  zu  entgehen,  diffe- 
rentiirt Legendre  die  Gleichung  2)  in  Beziehung  auf  A",  wodurch  dann 
E{^^  l)  gewonnen  wird. 

Infolge  der  Gleichung  20)  §  49  ist  nun  allgemein  für  jede  Trans- 
formation n^®""  Ordnung: 
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Unter  Znziehnng  der  Gleichang  3)  von  §  29  (S.  227)  wnrde  die  Glei- 
chung 22)  nach  k  differentiirt  Es  sind  /  und  M  nur  von  k  abhängig, 
and  infolge  der  Gleichnng  21)  ist  ip  Function  Ton  k  nnd  «p.    Hierans 

folgt: 

„ . .  E(g),  k)  _  F{g>,  k) Ar  sin  y  cos  y 

^  kk'^  k  k'^d(9>,k) 

L   if^  l  l^M%  0  J      äk       ^^'  ^  dk  dy)     dk 

Setzt  man  in  die  vorstehende  Gleichung  den  Wert  von  —ans 23), femer: 

dF(tp,l)^     1 
dtp         J(tp,l)' 
und  aus  22)  F(^^  k)  =  MF{tp,  /),  so  lässt  sieh  aus  der  Gleichung  24) 
folgende  ableiten: 

Ar^sinycosy  __  /^sinycosy      Mklc^  dtp 
"^     J(9),  A)  if  J(^,  /)  ■*■  J^  flf)t  * 

Wegen  der  Allgemeinheit  der  Gleichung  23)  gilt  die  vorstehende  Gleichung 
auch  fUr  die  Transformationsgleichungen  von  §  41.  Die  vollständige 
Ausführung  der  rechten  Seite  der  Gleichung  25)  ist  von  keinem  be- 
sonderen Interesse.    Wir  betrachten  nur  den  Fall,  wo  9)  =  -  ist    Da 

nach  Gleichung  19)  in  §  39  (S.  303)  ;^=^i  so  lässt  sich  die  Glei- 
chung 22)  schreiben: 

nLF(g>,k)  =  KF{tp,l), 

woraus  fUr  g)  =  ^  folgt  ip  =  — -  •    Es  verschwindet  also  in  diesem  Falle 

der  algebraische  Teil  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  25)  und  wir 
erhalten* 

^)  '<!•  *)=Hi'  ')+(*^  -  Sr+*^f)  Kf  •  ')■ 

Legt  man  die  Gleichnng  21)  zn  Gmnde,  so  ist: 

r_  r 

L       ^  K' 
Nimmt  man  1  =  Ar*,  also  L  =  K\  L'  =  K,  so  folgt: 

Lässt  sich  k  durch  diese  Gleichung  bestimmen,  so  geht  die  Gleichung  26) 

über  in: 

29* 
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Durch  ZusammensteUung  dieser  Gleichung  mit  der  in  §  29  (S.  232) 
hergeleiteten  Legendre 'sehen  Gleichnng: 

folgt,  dass  E  nnd  E'  sieh  durch  K  nnd  K'  ausdrücken  lassen,  wenn 
die  Gleichung  27)  für  ein  ganzzahliges  n  stattfindet 

Durch  Betrachtung  besonderer  Integrale  hatte  schon  Legendre 

dieses  Resultat  für  den  speciellen  Fall  Xr^ «.  _Jl»^  _ ,  ^'2  =  — Jl.    g©- 

4  4 

funden ;  dann  ist  AT'  =  l/3  k\  (Fond,  eü.  I,  57—^0/  Untersuchungen 
ähnlicher  Art  findet  man  bei  E.  Meissel:  „Bemerkungen  über  dt'e  Re- 
dudion  der  vollen  elliptischen  Integrale  zweiter  Gattung  auf  die 
vollen  elliptischen  Integrale  erster  Gattung  für  denselben  Modut' 
( Grüner t  Arch,  LVI,  337—348,  1874). 

%  52.    Die  Modalargrleichnngen  nach  Jacob!  nnd  Sohncke. 

Die  in  §  37  nach  Jacobi  entwickelten  Principien  der  algebraischen 
Transformation  reduciren  die  Herstellung  der  Gleichung  zwischen  k  und 
/  auf  ein  Eliminationsproblem.  Die  schon  mehrfach  bemerkte  Weit- 
läufigkeit der  Rechnung  scheint  der  Grund  zu  sein,  weshalb  man  diesen 
Weg  zur  Herstellung  von  Modulargleichungen  nicht  weiter  verfolgt  hat, 
so  dass  die  betrefTenden  Gleichungen,  welche  den  l'ransformationen 
dritter  und  fünfter  Ordnung  entsprechen,  die  einzig  direct  hergeleiteten 
geblieben  sind.  (Man  vergleiche  oben  §  43.)  Die  „Funda?nenta"  ent- 
halten, mit  Ausnahme  der  im  vorigen  §  aufgestellten  Difl^erentialgleichung 
nur  einige  Bemerkungen  über  die  Modulargleichungen,  welche  sich  aus 
der  Differentialgleichung  folgern  lassen.  Auf  Anregung  von  Jacobi 
wurde  sieben  Jahre  nach  der  Publieation  der  „Fmidamenta**  in  der 
Abhandlung  „Aegtiationes  vtodulares  pro  transformationc  funciionum 
ellipticarum"  { Cr  eile  f  XVI ,  py — 130)  von  Sohncke  der  Versuch 
gemacht,  die  Herstellung  der  Modulargleichungen  auf  eine  Anzahl  fester 
Regeln  zu  basiren.  Die  angewandte  Methode  bedingt  die  Berechnung 
jedes  einzelnen  Termes  der  zu  bildenden  Gleichung.  Dieses  Verfahren, 
welchem  ein  sehr  primitiver  Charakter  kaum  abgesprochen  werden  kann, 
ist  durch  ein  kürzeres  ersetzt  worden ;  man  ist,  was  die  rationale  Form 
betrifil,  zunächst  nicht  über  die  von  Sohncke  berechneten  Gleichungen, 
welche  den  Transformationen  von  den  Ordnungen  3,  5,  7,  11,  13,  17 
und  19  entsprechen,   hinausgegangen.    In   nicht  rationaler  Form   hat 
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Schröter  die  Modulargleichnngen  noch  für  die  Transformationen  von 
den  Ordnungen  23,  29  und  81  aufgestellt  (CrelleJ.  L  VIII,  378—379), 
Eine  ausführliche  Darstellung  des  Inhalts  der  angeführten  Abhandlung 
Sohncke's  ist  insofern  nicht  zulässig,  als  Entwickelungen  vorkommen, 
die  ihres  Umfangs  halber  sich  nicht  wohl  reproduciren  lassen.  Es  sollen 
nur  die  wesentlichsten  Punkte  der  noch  sehr  der  Ausbildung  und  Ver- 
einfachung bedürftigen  Theorie  der  Modulargleichungen  hervorgehoben 
werden.  Der  Einfachheit  halber  sollen  wieder  die  Gleichungen  1)  und 
2)  des  §  51  zu  Grunde  gelegt  werden,  mit  der  Beschränkung,  dass  der 
Grad  2m+l  der  Transformation  eine  ungerade  Primzahl  ist  Die 
Existenz  der  Modulargleichung  folgt  unmittelbar  aus  §  87 ;  nach  §  49 
kann  in  den  Theta-Functionen  das  Argument  q  für  eine  Transformation 
^ten  Grades,  wo  n  eine  Primzahl  ist,  nur  n+1  Werte  annehmen,  denen 
dann  n+1  Werte  des  transformirten  Moduls  entsprechen.  Nach  §41 
(S.  337)  ergeben  sich  diese  «+1  Werte,  wenn  in  der  Gleichung  fttr  k 

1)  rk=W{ 

^  ^      ^3(0,^) 

die  Quantität  q  ersetzt  wird  durch: 

wo  a  eine  imaginäre  Wurzel  von  a"  =  1  ist  Ist  F{k^  /)  =  0  die  Mo- 
dulargleichung, so  folgt  ein  Wert  von  /,  wenn  q  in  1)  durch  ^"  ersetzt 
wird.    Die  Gleichung  F(k,  l)  =  0  giebt  folglich : 


2^  j.r^i(o,g)^^;(o,g-)i_o 


Da  nun  nach  dem  vorhergehenden  §  die  Gleichung  F(k,  0  =  0  durch  Ver- 
tauschung von  k  mit  /  unverändert  bleibt,  also  auch  die  Form  annehmen 
kann  F(L  k)  =  0,  so  lässt  sich  die  Gleichung  2)  auch  schreiben : 


Setzt  man  hierin  af^q*  statt  q,  wo  ^==0,1,..  n — 1   und  a"  =  1   ist, 
so  folgt: 


(0,q)    »1(0,  af'q 


}]->■ 


(0,q) 

Diese  Gleichung  zeigt  unmittelbar  in  Verbindung  mit  2),  dass  bei  Her- 
stellung der  Modulargleichung  F(k,  /)  =  0  man  nur  nöthig  hat,  die 
Wurzel  hervorzuheben,  welche  dem  Uebergang  von  q  in  ^"  entspricht; 
lässt  sich  eine  algebraische  Gleichung  zwischen: 
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./r„^a(0,  g)   ./T_^i(0,g*) 

herstellen,  so  ist  dieselbe  die  gesuchte  Modolargleichnng. 

Nach  Gleichung  23)  §  39  (S.  304)  ist,  wenn  wir  das  Zeichen  snc 

einführen, 

»—1 

l/i^  =  J78ne  — =/rsnc— ^snc— . 

2 

Da  nun  8nc(4Ar— 1<)  =  sncu,  so  ist  auch: 

»—1 

«—1  n— 1  2 

JJ  snc  —  =  JJ  snc4 Ä'=  JJ  snc 

2  2 

Mit  Rücksicht  darauf,  dass  sncu  =  1  fttr  u:=0,  folgt  nun: 


%'n 


'         o4rJ5r 
snc* 


n 

Diese  Gleichung  in  Verbindung  mit  der  ersten  Gleichung  27)  §  39  (S.  305) 
giebt: 


»I — 1  «— 1 

2  _  ~2" 


3)       i/i-zr-^-j7"c>^- 

Die  erste  Doppelgleichung  13)  §41  (S.  331)  giebt: 

n — 1  »—1 

/ —  ~2~  ~2~ 

4)  l  /  —  =  JJ[  snc^  4ra>  =  JJ%iiC^  2rcö. 

*^   ^  1  1 

Nach  pag.  336  kann  co  die  Werte  annehmen : 

n  n  n  n 

Wegen  der  Gleichung  3)  erhält  man  alle  Werte  von  /,  wenn  in  4)  cd 

noch   den  Wert  —  annimmt    Zur  Vereinfachung  setze  man  yk  =  u, 

4 

l/7=r,  die  Gleichung  4)  giebt  dann  allgemein: 

n— 1 
2 

Bezeichnet  man  die  verschiedenen  Werte  von  v  durch  ri,  ^2, . .  Vn+i^  so 
erhält  man  aus  5)  das  System  folgender  Gleichungen : 


§52] 
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6) 


Vi 


Vt  = 


tt«//sne 


tt"//8nc 


4rK 

1 

n 


n 


vz 


«^».+1  =  u^ilsnü-  (Ä^+(n— l)tr). 

Dnrch  diese  Gleiohungen  sind  die  biquadratischen  Wurzeln 
der  verschiedenen  Werte  des  transformirten  Modais  bestimmt 
Da  snc(4nA'— w)  =  sncw,  so  kann  man  auch  in  5)  für  co  folgende  Werte 
nehmen: 

K    iK'    K±iK'        ^*    2    *^ 


n     n  n  n 

Mit  Rücksicht  auf  die  Gleiohungen  3)  4)  und  6)  geben  die  Gleichungen 
16)  und  17)  §  45  (S.  374),  wenn  k  =  u^  gesetzt  wird: 


i.>-i 


7) 


oder: 


also: 


(1\    ^  fViVtVZ""Vn^lY 


^2(.+  l)  =  (^^  ^^  ,  .  .  ,  ^^^^)t^ 


8)  ±u*^^  =  viVi  —  r,»+i, 

wo  das  doppelte  Zeichen  mittelst  weiter  unten  aufgestellter  Sätze  zu 
bestimmen  ist. 

Die  Gleichungen  16)  und  17)  von  §  24  (S.  171)  geben  dividirt  und 

4  _ 

\/k'=u  gesetzt : 


9) 


snc 


2lCx       2qi 


OD 


coso: 


n 


l+2^*''oos2a;+^ 


jt         ü^  ^fil+2^*'-^eos2a;+^^-2 

Nimmt  man  a:  =  0,  zieht  die  Quadratwurzel  aus,  so  ergiebt  sieh  fUr  u 
folgende  Gleichung: 

10)  «  =  l/M//^- 

Ersetzt  man  in  dieser  Gleichung  q  successive  durch 
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1      }        1.  L 

80  ergeben  sich  nach  §  41  (S.  337)  die  verschiedenen  Werte  von  \/l  -=  t», 

welche,  abgesehen  vom  Vorzeichen,  mit  den  in  6)  aufgestellten 

Quantitäten  t;, ,  t;^, . . .  t'*+^  übereinstimmen. 

Für  ein  reelles  x  ist  in  der  Gleichung  9)  das  unendliche  Prodnct 

wesentlich  positiv,  da  jeder  Factor  l+2peos2x+p^  sich  als  Summe 

zweier  Quadrate  {l+peoB2x)^+(psm2xy  darstellen  lässi    Das  Zeichen 

2jK^x 
von  cn hängt  also  nur  von  cosa;  ab.     Hieraus  folgt,   dass   für 

x  =  —  ?  — 1  •••  ^ —  das  Zeichen  von  Vt  in  6)  abhängt  von: 

n      n  n  i/o 


.-,                 2Jt        An  (n— l)jr      (—1)  ® 

11)  cos  -37  cos  -7; cos  ^ — ——  =  ^^ — ^- 


n  n  n 

Nach  dem  Satze  von  Gotes  ist: 

(H-2/^cos?J^+p2)(H-2pcos^+p^) . . .  (n-2pcos^^-+p2)  =  ^^. 

Nimmt  man  p  =  j,  also  1  +p^  =  0,  setzt  zur  Abkürzung : 

n      J^       2^        4jr  (n — 1)^ 

p=  2  *  cos  —  cos  — ...  cos  ^^ —^ 

n  n  n 

so  ist: 

—  l+i* 

1+i 
Hieraus  findet  man  leicht  P  =  + 1,  wenn  n  =  8m±  1,  dagegen  P  =  — l, 
wenn  m  =  8m±3.    Es  ist  ferner: 


8 


(8m±l)'— 1 


=  8m2±2//i,  also  (—1)       ®        =  1, 


(8;/l±3)2— 1  (8m±3)«-l 


=  8m2±6m+l,  also  (—1)       ®       =  — 1. 


8 
Diese  Gleichungen  zeigen  unmittelbar,  dass: 


i.«-i 


woraus  die  im  Texte  aufgestellte  Gleichung  11)  folgt    Mittelst  dieser 

Gleichung  und: 

w— 1 

Jt        2Jt        3jt        ^^-  (7i—l)jt      (—1)  2 
cos  -  cos  —  cos cos  ^ 


n         n  n  n  2"^^ 

erhält  man  noch: 
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COS  —  cos  —  cos  —  •  •  •  ^^*' =  —  — 


71         n  n  n  ?=!  üzi 

2  3  2  2 

da  w— 1  gerade  ist 

Da  die  rechte  Seite  der  Gleiohang  11)  positiv   oder  negativ  ist, 
je  nachdem  n  von  der  Form  8m ±1  oder  8m ±3  ist,  so  folgt: 

12)  ,^=±/i^f//_^gl_, 

WO  das  obere  oder  untere  Zeichen  zn  nehmen  ist,  je  nachdem  n  =  8m±l 
oder  n  =  8m±3.    Da  8nc(zi,  A:)  =  ,   .    ^  i  so  ist  jeder  Factor  von  V2 

in  6)  positiv,  also,  wenn  in  10)  9"  statt  q  gesetzt  wird: 

Sr 

13)  ^^  =  ^^^JJ±t^. 

1  +  q  " 
Nach  dem  §  41  folgen  die  Werte  von  l/T»»  t;,  wenn  in  v^  saccessive 

—  ersetzt  wird  durch: 
n 

,  ,  . . . , 

n  n  n 

oder  ^"  ersetzt  wird  dnrch  af^  q"^^  wo  /m  =  1, 2, . .  n — 1  ist    Ist  also  t;^ 

eine  der  in  6)  aufgestellten  n — 1  Quantitäten  ^3,  t;«, . .  t^n+i,  so  folgt: 

j. 

U)  v^  =  1/2  («^  qh^JJ  ±ti?^)!L. 

l  +  (a^^")2'-i 
Die  Werte  von  v^  sind  je  zwei  zu  zwei  coigugirt,  es  ist  also  das  Pro- 
duct  VzVi.,, Vn-\-\  wesentlich  positiv,  mithin  auch  v^v^.,, Vn-k-i'    Nach 
dem  Vorstehenden  wird  die  Gleichung  8): 


«>-i 


15)  (—1)   ®  tt"+^  ^  t;i  t^i  . . .  t;«+i. 

Die  Modulargleichung,  deren  Wurzeln  t^i,  V2^,..Vn^i  sind,  ist: 

(v—^x)  (v—v^  . . .  (V—Vn^l)  =  0, 
oder: 

16)  «^+*+^ii^  +  Cit;*-i+...  +  C;+i  =  0. 

Da  n+i  eine  gerade  Zahl,  also  (— 1)"+*  =  1,  so  ist  mit  Rttcksicht 
auf  15): 


»«-1 


17)  Cn^i  =  i—iy-^'v, . . .  t;«+i  =  (—1)  «  u«+^ 
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In  Folge  des   vorhergehenden  §  bleibt  die  Modolargleichong  durch 

Yertaüschnng  von  k  and  /  nngeändert    Da  nun  die  Wurzel  Vi  positiv 

nnd  negativ  sein  kann,  so  ist  zu  nntersachen,  wann  v  statt  u  und  wann 

±u  statt  V  zu  setzen  ist 

Nimmt  k  unbegrenzt  ab,  so  ist  dieses  auch  mit  q  der  Fall    Für 

ein  unendlich  kleines  q  giebt  die  Gleichung  10): 

j_ 

18)  u  =  \pi^. 

Die  Gleichung  12)  giebt,  ±1  =  ( — 1)  ®  gesetzt,: 


d.  i.  nach  18): 


»«-1 


t'i  =  (-l)   ' 


14» 

—  -   4 

1 


2    3 

Da  die  Modulargleichung  durch  Yertauschung  von  k  und  /  ungeändert 
bleibt,   so   setze   man  in  der  vorstehenden  Gleichung  v  statt  u  und 


»«-1 


( — 1)  ®  u  statt  Vi,    Die  Gleichung  wird  dann: 
19)  ti  =  ^,. 

2t- 

Fttr  ein  unbegrenzt  abnehmendes  q  reducirt  sich  die  Gleichung  14)  auf: 

_  ^  i 
t;^=l/2a«^, 

d.  L  nach  18): 

Dieser  Wert  von  v^  für  v  in  die  Gleichung  19)  substituirt,  macht 
dieselbe  identisch,  da  a*  =  1  ist.  Aus  dem  Vorstehenden  folgt:  die 
Modulargleichung  bleibt  ungeändert,  wenn  v  statt  u  und 


(—1)  ®  u  statt  V  gesetzt  wird. 

Wird  das  unendliche  Product  in  der  Gleichung  10)  nach  Potenzen 

von  q  entwickelt,  so  folgt: 

_    1 

20)    u  =  1/2  ^"«[1— ^+2^2_3^3+4^y4_6^5+9^6— 12^'+ . . .]. 

Es  ist  1;"+^  die  höchste  Potenz  von  v,  die  in  der  Modulargleichung  enthalten 
ist,  folglich  ist  tt''+^  die  höchste  Potenz  von  u  in  der  bemerkten  Gleichung. 
Nach  20)  ist: 

n+l  n+1 
j^n+l=2^  q  «   [1— ^+2^2...]"+^ 
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»«-1 


Vertanscht  man  in  20)  q  mit  ^,  so  geht  u  ttber  in  ( — 1)  ^  Vy.    Es 
ist  also: 


»«-1 


21)  (—1)   8   i;i  — /2^»[1— ^"+2^2»...]. 

Diese  Gleichung  znr  n+l**"*  Potenz  erhoben  giebt: 

Da  ^^^J"  =— Q — h— H~  ^"^  — ö —  ganzzahlig,  so  lassen  «(n+l)  und 
n+l   durch  8  dividirt  denselben  Rest    Setzt  man  n+l  =  8>l+^,  so 

sind  nach  20)  und  22)  tt"+^  und  t;i''+'  durch  ^®  teilbar.  Da  der  Modular- 
gleichung  durch  t;  =  t;i  genügt  wird,  so  mttssen  in  diesem  Falle  alle 

Terme  durch  q^  teilbar  sein.  Ist  nun  v^u^  ein  Term  und  setzt  man 
V  =  Vi^  so  enthält  der  bemerkte  Term  nach  20)  und  21)  den  irrationalen 
Factor : 

jm+tn  i        pn+m--4 

q    8     =zq^  ,q     «     , 
Es  muss  also  pn+m—t  durch  8  teilbar  sein.    Hieraus  folgt,  dass  all- 
gemein der  Factor  von  v^  die  Form  hat: 

Wegen  des  Vorstehenden  enthält  jede  Modulargleichung  den  Term  auv^ 
wo  a  eine  Constante  ist,  da  nach  20)  und  21)  dieser  Term  allgemein 

durch  q  8  teilbar  ist  Wegen  17)  lässt  sich  nun  die  Modulargleichung 
auf  folgende  Form  bringen: 

23)  t;«+i+...+a,^+(_l)   s  ^«+1  =  0. 

Man  schliesst  hieraus  wieder  die  obige  Substitutionsregel.  Da  die  Mo- 
dulargleichung durch  Vertauschung  von  k  und  /  ungeändert  bleibt,  so 
ist  dieses  mit  der  Gleichung  23)  der  Fall,  wenn  f)lrn  =  8m±l  einfach 
u  und  V  vertauscht  werden,  für  n  =  8m±3  v  statt  u  und  —u  statt  v 
gesetzt  werden;  nur  unter  diesen  Bedingungen  kann  der  Term  auv  sein 
Zeichen  bewahren. 

Der  Wert  von  a  ergiebt  sich  leicht  wie  folgt  Die  niedrigsten 
Potenzen  von  ^,  welche  die  Gleichung  23)  durch  Substitution  der  Werte 
von  u  aus  20)  und  v=^Vi  aus  21)  enthält,  kommen  in: 

vor.  Da  sich  sämmtliche  Potenzen  von  q  fortheben  müssen,  so  folgt 
nach  Division  durch  q  ^ 
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a(l/^)2+(|/^)*+*  =  0,  d.  i.  a  =  — 2"»~. 
Die  Vertauschüng  von  u  and  v  zeigt  femer,  das  v^u''  nnd  u^'tf  gleiche 
Factoren  haben,  mit  gleichen  oder  entgegengesetzten  Zeichen,  je  nach- 
dem n  =  8m±l,  oder  n  =  8m±3. 

Nach  dem  vorhergehenden  §  bleibt  die  Modolargleichang  durch 

Yertanschnng  von  k  mit  -  und  /  mit  y  unverändert  Wendet  man  dieses 
auf  u  und  v  an,  setzt  also  -  und  -  statt  u  und  v.  so  folgt,  dass  v^  u^ 

UV  1  -o   7 

und  t;»+i-j»tt«+i~»-  dieselben  Factoren  haben  mttssen.  Wird  also  die 
Modulargleichung  nach  absteigenden  Potenzen  von  v  entwickelt  und  die 
Factoren  der  Potenzen  von  v  nach  aufsteigenden  Potenzen  von  ti,  so 
haben  die  Terme,  welche  gleich  weit  vom  Anfang  und  Ende  der  Glei- 
chung entfernt  sind,  dieselben  Factoren,  welche  für  n  =  8m±3  ver- 
schiedene Zeichen  haben. 

Zur  Aufstellung  einer  grossen  Anzahl  numerischer  Factoren  der 
einzelnen  Terme  einer  Modulargleichung  dienen  die  folgenden  Be- 
trachtungen. Es  ist  sncw  -«  Qn(K—fv)  =  itnf — : — i  ^  j.  Nimmt  man  u 
=  1,  also  auch  /r  =  l  und  A'  =  0,  so  folgt: 

snc(w,  1)  =  itnf — 7—1  öj  =  «tang — ^» 
oder  rechts  Exponentialgrössen  eingeführt: 

sncdr,  1)  -  ^^^^,(^^^)^ 

welche  Gleichung  sich  auch  schreiben  lässt: 

snc(M',  1)  =  -wx? — ^ —  = üTTr — ^• 

Für  w  «  4r folgt: 

n 

n— -4mr  j,    Srtn'iK' 

8nc(^4r ,  Ij  = ____^__^^ 

1  +  e         ^  "^ 

Amr—n  ^        Srm'ilC' 


—2 K  , 


Für  k=l  ist  K=  oc  und  A"  =  ^.    Wenn  n—Amr>0  ist,  so  giebt  die 
vorstehende  Gleichung: 


§  52]  461 

24)  snc Ur  '"^'^"'''- .  l)  =  + 1,  n-imr>0, 
dagegen  folgt: 

25)  snc (4r "'^+^*^  ,  l\  =  _i,  4»i;--«>0. 

Es  sei  nun: 

26)  o  =  '»^+'"''^' 
^  n 

und 

27)  t;  =  tt»  8nc4cosne8co ...  snc  2  (n — 1) ». 

Für  u  =  1  und  m  =  0  zeigt  die  Gleichung  24),  dass  sich  in  27)  jeder 
Factor  der  rechten  Seite  auf  +1  redacirt,  es  ist  dann  t;=  1  für  m  —  1. 
Für  m  =  1  zeigen  die  Gleichungen  24)  und  25),  dass  in  27)  snc4rcD  =  1, 

wenn  y>r,  dagegen  snc4rco  =  — 1,  wenn  r>y»  es  nimmt  r  die  ganz- 
4  4 

zahligen  Werte  1,  2, . . .  —r-  an. 

I.  n  =  8/M+l,  r=l,  2,...4/M.  Es  ist  8/M+l>4r  fttr  r  =  1,2,...2^. 
In  27)  redaciren  sich  für  ti=  1  2fi  Factoren  anf  +1,  die  übrigen  2fi 
Factoren  auf  — 1,  also  v=l. 

IL  n  — 8^— 1,  r=  1,  2,...4^— 1.  Es  ist  8/m— l>4r  ftir  r  = 
1,2,... 2^—1.  In  27)  reduciren  sich  für  «  =  1  2/4 — 1  Factoren  auf  +1, 
die  übrigen  2(i  Factoren  auf  — 1,  also  t;  =  1. 

III.  n  =  8fi+S,  r  =  l,  2,... 4/^+1.  Es  ist  8/M+3>4r  für  r  = 
1,2,... 2/1.  Für  u  =  l  werden  in  27)  2/«  Factoren  gleich  +1,  die 
übrigen  2//+1  Factoren  gleich  — 1,  also  t;  =  — 1. 

IV.  n  =  8/£— 3,  r  =  1, 2, . . .  4fi—2.  Es  ist  8/«— 2>4r  für  r  = 
1,2, ...2// — 1.  Für  tt  =  l  werden  in  27)  2/1 — 1  Factoren  gleich  +1, 
die  übrigen  2fi — 1  Factoren  gleich  — 1,  also  v  =  — 1. 

Nimmt  man  i«  =  1,  so  werden  sämtliche  n+1  Werte  von  v 
gleich  +1,  wenn  w  =  8/i±l.  Die  Modulargleichung  reducirt  sich  auf 
(v — 1)"+^  =  0.  Ist  n  =  8/£±3,  so  ist  für  tt  =  l  ein  Wert  von  v  gleich 
-f  1,  die  übrigen  sind  gleich  — 1.  Die  Modulargleichung  reducirt  sich 
dann  auf  (t; — l)(t;+l)"  =  0.  Nach  dem  Vorhergehenden  hat  die  Mo- 
dulargleichung folgende  Form: 


+  . . .  — 2  «  MV+C— 1)    ®   tt-+i=0. 
Es  ist  selbstverständlich,  dass  die  Exponenten  der  Potenzen  von  ti, 
welche  in  den  Factoren  von  tf,  t^""~^  etc.  vorkommen,  kleiner  als  n+1  sind. 
Lassen  sich  mittelst  der  vorhergehenden  Regeln  nicht  alle  Coef- 
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ficienten  bestimmen,  so  bieten  sieh  zur  vollständigen  Herstellung  der 
Gleiehnng  zwei  Wege  dar.  Man  setze  in  die  Modnlargleichong  für  u 
und  v  =  Vi  ihre  Werte  ans  20)  nnd  21).  Dnreh  Annallirung  der  Fae- 
toren  gleicher  Potenzen  von  q  ergeben  sich  lineare  Gleichungen  zur 
Bestimmung  der  in  Rede  stehenden  Coefficienten.  Diese  Methode  ist 
ungemein  weitläufig;  um  dieselbe  anzuwenden  hat  Sohneke  ß  c, 
p.  iij — iis)  die  20  ersten  Potenzen  der  unendlichen  Reihe  auf  der 
rechten  Seite  der  Gleichung  20)  dargestellt 

Die  zweite  Methode  besteht  darin,  die  Coefficienten  der  Gleichung 
16)  mit  Httlfe  der  Summen  gleicher  Potenzen  der  Wurzeln  zu  be- 
rechnen.   Setzt  man  allgemein: 

so  finden  die  bekannten  Gleichungen  statt: 


^i+Ci=0, 


28) 


53+^iSj  +  Ci5i+3C3  =  0, 
etc. 

In  der  Gleichung  20)  werde  die  unendliche  Summe  auf  der  rech- 
ten Seite  durch  f{q)  bezeichnet,  so  dass  also: 

29)  u=\/2q^f{q\ 

wo: 

If{q)  =  i—q+2q^—2q^+Aq^—eg^+9q^—12q^+ieq^—22q^ 
+29q^^—3Sq^^+bOq^^—Uq^^+82q^^—10bq^^+lS2q^^ 
— 166g*'+208^i8— 258^*ö+320g««— 395g2i+484^22_592^23 
+  722^24—876^25+1060^2«— .... 

Die  Werte  von  Vt,  v^^..,Vn+i  ergeben  sich  aus  29)  durch  Ver- 
tauschung von  q  mit 

1       j_  i_ 

wo  für  Vi  noch  das  Vorzeichen  zu  berücksichtigen  ist.    Es  lassen  sich 
die  Gleichungen  6)  durch  die  folgenden  ersetzen: 

Vi  =  (-1)   «     1/2  q'fiq-),  V^  =  \/2q^f{q-), 

11  11 

V3  =  l/2(ar>  A«^"),....«'«+i=  l/2(a"^^<7")*A«"~'r). 

Die  Gleichung  30)  schreibe  man  etwas  allgemeiner  auf  folgende 

Weise : 

32)  nq)=l  +  Aq+Aiq^+..,. 

Mittelst  der  Gleichungen  31)  lassen  sieh  Si,  S2..,  in  Function 
von  q  darstellen.    Der  Factor  von  Ar  in  \/^(v2+v^+,.,+Vn^i)  ist: 
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^^        1  !!±} 

Wegen  a»=l  verschwindet  diese  Summe,  wenn  8r+l  kein  Mnltiplnm 
von  n  ist.    Wenn  aber 

33)  8r+l  — //i, 

so  redneirt  sieh  die  Snmme  anf  nq^.    Es  ergiebt  sich  so: 

34)  5i  =  Vi  +V2+  —  +v«+i 

=  ±  1/2  ^'[l+^i^"+^2^'"+  . . . .]+n\/2q^[Ar+Ar^nq+Ar^2nq^+  . . .], 

wo  zwischen  r  und  /  die  Gleichung  33)  besteht    Die  Gleichung  33) 

giebt:  ftirn  =  3,  5,  7,  11,  13,  17,  19, ... .  ist  r  =  1,  3,  6,  4,  8,  2,  7, 

und  /  =  3,  5,  7,  3,  5,  1,  3,... 

Die  Reihe  ^®(i^r+^r+n^+^-+8«^*+ ...)  ist   bis   zu   dem   Tenne 

Ar+Mnq^  =Ar+inq  ®  fortzusctzen,  in  welchem  /+8*  der  Zahl  n  am 
nächsten  kommt.  Da  in  /'(^")  mit  Ausnahme  des  ersten  Termes,  wel- 
cher gleich  der  Einheit  ist,  höhere  Potenzen  von  q  wie  die  n^  enthal- 
ten sind,  so  ist  von  Vx  nur  der  eine  Term 

(—1)    »    1/2^» 

mit  in  Rechnung  zu  ziehen.    Man  erhält  so: 

n  =  3,  ^1  =  1/2  [— 1+3^1]  g4, 
n  =  5,  Sx  =  \/2[—l+bA^]^, 
n  =  l,  Sx=\/2[—l+lA,]qi, 
n=ll,  5i=l/^[(— 1  +  11^15)^+11^4]^*, 
n  =  l3,  5i  =  1/2  [(—1  +  13^21)^+134]«*»  etc.  etc. 
Setzt  man  analog  wie  32): 

r<Q)=l+Bxq+B2q^+... 

A«)=l+^i«+^«^+...,  etc., 

so  ist: 

^  JL  JL  1. 

S.,  =  2^*  [l+^i^«+i?2^2»+  . .  .]+2^-fl+i?i  q^  +  Ag"  +  . . .  ] 

1.  L  i.  i. 

+2(aq^y[l+Bx  a^-+/?2(««")^+  ...]  +  ... 

i  1  —  i- 

+2(a»-^^")*[l+Aa'^^g"+^2(a""*ä'")*+.-.]- 
Mit  Rücksicht  auf  die  Terme,  welche  weiter  nicht  in  Rechnung  kom- 
men, ist: 
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35)  ^  =  2nq^  [Br+Br^ng+  . . .], 

wo  Ar+1  =  /n,  oder  8r+2  — ^  2/n  ist    Man  findet  ähnlich: 

mit  der  Bedingung  8r+3  =  T'n  u.  s.  f. 

Die  Anwendung  dieser  Methode  soll  bei  der  Modolargleichnng  fUr 
die  Transformation  dreizehnter  Ordnung  gezeigt  werden.  Fttr  die 
Transformationen  von  der  dritten,  fünften,  siebenten  und  elften  Ordnnng 
genügen  die  zn  Anfang  bemerkten  einfachen  Regeln,  wie  ans  dem 
Nachstehenden  hervorgeht. 

Modülargleichnng  für  die  Transformation  IIL  Ordnnng. 

Die  Gleichung  hat  die  Form: 

v*+avhi^-{-bvu — u*  ^  0. 
Da  für  tt  =  l  die  linke  Seite  sich  auf  (t;— l)(t;+ip  rednoirt,  so  ist: 

v^+atfl-\-bv—l  =  (t;— 1)  (t;+ip, 
hieraus  a  =  2,  b  =  —2.    Die  gesuchte  Gleichung  ist  folglich: 

v^+2vhi^—2vu — tt*  =  0. 
Diese  Gleichung  hat  Jacobi  auf  folgende  Art  transformirt  (Fund,p.68; 
Ges.  Werke  I,  122).    Es  ist: 

(1— u*)  (1 +v^)  =  1  +1;^— w*— f;*M*. 
Da  nach  der  Modülargleichnng  v^ — u^^=2uv(l—üh^)^  so  folgt: 

(1— tt*)  (1+v*)  =  1— uV+2ut;(l— u^«). 
Ebenso  findet  man: 

(l+tt^)(l— 1;*)  =  1— ttV— 2mi;(1— ttV). 
Das  Product  der  letzten  beiden  Gleichungen  giebt: 

(1— M»)  (1— 1;8)  =  (1— w^i;^P— 4mV  (l—u^v^^  =  (1— w  V)^ 
Nun  ist  u*  =  k^  v*  =  l^  also  1— w®  =  /r'2,  i— t;»==A    Die  vorstehende 
Gleichung  wird  hierdurch: 

(^rp  =  (1— mV)*  oder  lA?  =  1— mV. 
Setzt  man  nhf^  =  l//r/,  so  folgt: 

\/Fl+\/k?  =  1. 

Modülargleichnng  für  die  Transformation  V.  Ordnung. 

Die  Gleichung  hat  die  Form: 

v^+av'^u^+bv^u^+cv^u^+dvu — u^  —  0. 
Für  tt  =  l  ist: 

v^+av^+bv*+cv^+dv—l  =  (y— l)(l;+l)^ 
also  a  =  4,  6  =  5,  c  =  — 5,  J= — 4.    Die  gesuchte  Gleichung  ist: 

r«— M«— 4mi>(1— mV)+5mV(i;^^— w2)  =  0. 
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Diese  Gleichung  hat  Jaeobi  anf  folgende  Art  transformirt.   (Fund, 
p.  6g:  Ges.   Werke  I,  12^),    Mittelst  der  Modnlargleichnng  folgt: 

(m2— «;2)(tt+f;)4  =  — 4t<t;(l— u«)(l+t;4), 

(u^—v^){u—vY  =  —Auv{l+u^){\—v^y 
Das  Prodnct  dieser  Gleichungen  giebt: 

(m2— t;2)6=  16?^V(1— m8)(1— i;8)-=  IÖwVm'V». 
Da  gleichzeitig  k  in  k'  und  /  in  Z'   oder  u  in  u   und  1;  in  v  übergeht, 
so  ist  auch: 

(t;'»— w'2)e  =  i6w' Vi(l— m'8)(1— v's)  =  16«  V^u^e;». 
Die  letzten  Gleichungen   geben  durch  Division   und  Ausziehnng  der 
sechsten  Wurzel: 

yl i;2  u  V 


V^ w'2  UV 

d.  i. 


oder  (ü^ — t;*)««; «  (1;'* — ii'^)uv\ 


Legendre  (Supplp,  j^)  schreibt  die  Modnlargleichnng  auf  folgende  Art: 
Hieraus  erhält  man  unmittelbar: 


d.  i. 


(u+vV  ^  1  +  tt^  1—v^ 


\/k—]/l\ 


4 


1+k    1— / 

1—^*1+/' 


Modnlargleichnng  fttr  die  Transformation  VH  Ordnung. 

Die  Gleichung  hat  die  Form: 
v^+av'^u'^+bvHi^+cvhA^+dvhi^+ev^u^+fvhc^+guv+u^  =  0. 
Für  M  =  l  ist: 

v^+avT+bt^+cv^+dv^+ev^+fv^+gv+l  =  (v—l)^, 
also   a  =  g  =  — 8,  6  =  /"=  28,   c  =  e  =  — 56,    d  =  10.    Die  gesuchte 
Gleichung  ist: 

t;8— 8!;V+28v«M«— 56!;^a5+70«;*M^— 56!;V+28i;2tt2__8Mi;+u8  =  0. 
Diese  Gleichung  lässt  sieh  schreiben: 

(1— t<8)(l— r»)  =  (1— w)8, 
d.  i. 

k'^r^  =  (1— J/^ö», 

oder: 

Snn  «ptr,  «Uipt.  Fanotionen.    9.  Aafl.  SO 
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\/Tl+  \Jk't  =  1, 
welche  Gleichung  zuerst  Guetzlaff  (CreUe  J.XII,  lyj — 777^  auf  fol- 
gende Art  gefunden  hat    Es  ist  nach  61.  48)  §  26  (S.  199) 

/f*  cna  cnfe  cn(a+fe)+/f'2  =  dna  dnft  dn  (a+6) 
oder: 


A:2cnacnfecn(a+fe) 


+ 


k"^ 


dnadn6dn(a+^)       dnadn&dn(a+^) 


=  1. 


Man  setze  hierin  a=  — »    b  ^ 

7 

27)  §  39  (S.  305)  fllr  n  =  7 : 


4A'     ,         ,  ,.      6/r 
^-'  also  a+b=^' 


Nun    ist    nach 


l^k'^ 


1K   4ir   e/r 

cn— -cn— -en— - 
7        7        7 


dn-— -dn-=r-dn-— 


r  = 


( 


*'' 


,   2*-,    4j5r,   6Ä 
an-— an-— -an 


fY 


Die  Combination  dieser  Gleiehungen  ftthrt  direot  auf  die  oben  bemerkte 
Hodulargleichung. 

Modulargleiehung  für  die  Transformation  XI.  Ordnung. 
Die  Gleichung  hat  die  Form: 

+^e;H<6+Äi;H<s+t;»M'(ii+»2W®)+^i»^*+«'M(A+^w®)— w^^  =  0. 
Da  die  linke  Seite  sich  für  m  =  1  auf  (t? — l)(i;+l)^^  reducirt,  so  folgt: 

ai+Oj  =  10,  &  =  44,  C1+C2  =  110,  d  =  165,  e  =  132,  /,  +/i  =  0, 

g  =  —132,  h  =  —165,  h+h  =  —HO,  /r,  =  —44,  h+k  =  —10. 

Es  ist  /t  =  —2^   =  —2^  =  —32. 

Da  v^tt"  und  vi^u^  gleiche  Coefficienten  mit  denselben  Vorzeichen 
haben,  wennp  und  m  ungerade  sind,  aber  mit  verschiedenen  Zeichen, 
wenn  p  und  m  gerade  Zahlen,  und  da  r'u^  und  j;i2— p^is— m  immer 
gleiche  Coefficienten  mit  verschiedenen  Vorzeichen  haben,  so  erhält  man : 

«2  =  «h  /i  =  — ^  h  =  ^11  Ä  =  — rf,  kl  =  — /l, 
und: 

/j  =  — a,,  /,  =  — 0-2,  /r,  =  — fe,  ij  =  — C|,  i'i  =  — Ci,  h  =  — d, 

y  =  —e,  f'i  =  —fi- 
Diese   Gleichungen   geben   /i  =  — 32,   /^  =  22,   Oi  =  —22,   a^i  =  32, 

Ci  =  22,  C2  =  88,  t'i  =  —88,  «2  =  —22. 
Die  Modulargleiehung  wird  hierdurch: 

j;i2_j;iij^3(22— 32/|8)+44«;»«<<ö-h22t;»i/(l+4w»)+165e;8w*+132t;''M'' 

+ 44i;öm2(1— w^)— 1 32y^5— 165i;*tt8— 22t;«w3(4 + ?i8)— 44i;2m«— t;M  (32— 22mS) 

— tti2  =  o, 
oder  auch: 
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(v-'uy^{v+u)+A4u^v^(v^--u^)(l—u^)(l—v^)—32uv(l+u^^){l—v^^) 

—22UV(1  +m2)  (l_i;2)(i;2_|-t^2)  [4M2j;2_(,^2_t;2)2] 

— 88M3t;3(l— w«)(l— t;4)(l— ttV)  =  0. 
Modulargleichung  für  die  Transformation  XIIL  Ordnung. 
Die  Gleichung  hat  folgende  Form: 

13—1 


Für  den  Factor  n,  von  vu  besteht  die  Gleichung  ?ii  =  — 2  ^  =  — 64. 
Da  hier  ftlr  die  Coefficienten  dieselben  Gesetze  gelten  wie  im  vorigen 
Fall,  so  ergeben  sich  folgende  Gleichungen: 
h  =  «11   '«2  =  — ^11   ^  =  — h^  ffi  =  c,  hl  =  — du  W2  =  ^1?  Ä  =  — /; 

/  =  9u  ^1  =  — f^u 
und 

W2  =  — öl,   Wj  =  — «2,   W2  = fei,  »Ii  = feji  ^=  — ^j  ^2  = ^1 )  ^1  =  — ^2j 

I,  =  — .^,,  I,  =z=  — ^j,  h  =  — /;  ^2  =  —9\' 

Die  Bedingung ,  dass  die  linke  Seite  der  Modulargleichung  für  u  =  1 
die  Form  {v—l){v+iy^  annimmt,  flihrt  auf  folgende  Relationen: 

ö,  +02  =  12,  fei  +fe2  —  65,  c  =  208,  d,  +^2  =  429,  ^i  +^2  =  572,  f=  429, 

^i  +g%  ==  0. 
Mit  Hülfe  dieser  Gleichungen  lässt  sich  die  Modulargleichung  auf  fol- 
gende Form  bringen: 

t;u_«i;t3|^5(52— 64uS)+f;»  V(fei  +fe2M8)+208y*it<' 
+t;i0w*[429+fe.i— fe2tt^]+v»w(52+ö20M8)+429i;^« 
36)      — i;V(208— 208m»)— 429t;»«»— i;&wKö20+52m8) 
+«;*M2[fe2— (429 + fe2)w8]— 208!;»«'^— y  V(fe2 + b^u^) 
l  — w/(64— Ö2u8)— w^^  =  0. 

In  dieser  Gleichung  sind  noch  fei   und  fe2  zu  bestimmen.    Nach  16) 
und  28)  ist: 

w2(fe,+fe2M»)=6i  =  ^^- 

In  33)  nehme  man  71  =  13,  also  r  =  8  und  /  =  6.  Die  Gleichung  34)  giebt: 

.^i  =  —\/^qH'^+M^^+M''^+  .  ..)+13l/2^4(^8+^2i  ^+  ...). 
Für  den  folgenden  Gebrauch  kann  man  einfacher  setzen: 

Äi  =  1/2  [13^ +(13^21— 1)^]^*. 
Da  A^  und  A^x  die  Factoren  von  q^  und  q'^^  in  f{q)  sind,  wo  A^)  durch 
die  Gleichung  30)  bestimmt  ist,  so  hat  man  A^  =  16,  ^n  =  — 395,  also 

5i  =  l/2~[l3  .  16— (13  .  396  +  1)^]^* 

30* 
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Die  Gleichung  4r+l  =  13/'  giebt  3  als  kleinsten  Wert  von  r,  mithin 
/'  =  1.    Hierdurch  wird  die  Gleichung  35): 

WO  ^3  und  ^18  die  Factoren  von  q^  und  g^^  sind  in  /\q).  Mittelst 
der  Gleichung  30)  folgt  ^3  =  —10  und  B^^  -» 3348.    Es  ist  also 

^  =  26  [—10+ 3348g .  .]gi 
Die  beiden  Werte  von  ^i  und  Sj  geben: 

^1=^  =  130(1-2^...)^*, 

wo  rechts  innerhalb  der  Klammer  nur  höhere  Potenzen  von  q  vor- 
kommen.   Die  linke  Seite  ist  gleich  u^{bi+biU^),  man  erhält  also: 

biU^+biU^^  =  130(1— 2g . .  .)gi. 
Setzt  man  hierin  für  u  seinen  Wert  aus  20),  dividirt  auf  beiden  Seiten 

durch  qi,  so  folgt: 

2bx  il—2q+6q^ . .  .)+32^2  ^(1— 10g  ...)=-  130  (1— 2g  . . .). 
Die  Factoren  gleicher  Potenzen  von  g  geben  die  Relationen: 

2bi  =  130,  —2 .  2fc,  +32Ä>2  =  —2  .  130, 
also  bx  =  65,  b^  =  0.    Setzt  man  diese  Werte  von  ^1  und  ^2  ^^  ^^ 
Gleichung  36),  so  erhält  man  die  Modnlargleichung  XIII.  Ordnung, 
welche  Sohncke  auf  folgende  Form  gebracht  hat: 

(t^-M)^»(l;^-w)— 52wt;(l +M*)  (1— v*)  [3u*v*+^uh;^u^+v^)^] 
-52ttt;(l  -  tt8)(l  t;8)(l--wV)  12ui;(l+tt*)(l-«;^)(l-M«+t<8)(i+i;4  +^8)  =  0. 
Das  im  Vorhergehenden  angewandte  Verfahren  zur  Bestimmung 
von  ^1  und  bi  ist  etwas  verschieden  von  der  Methode,  deren  sich 
Sohncke  bedient  hat,  welche  darin  besteht,  5i,  ^2  6t<^-  ^^  rationale 
Functionen  von  u  darzustellen.  Da  in  16)  C^,  Ci,...(7«+i  rationale 
Functionen  von  u  sind,  so  ist  dieses  nach  28)  auch  mit  5i,  S^..,  der 

Fall.    Man  stelle  Sm  als  Function  von  g  dar  in  Form  einer  unendlichen 

« 

Reihe,  welche  mit  einem  Ausdrucke  von  der  Form  g^  multiplicirt  ist. 

Die  Gleichung  20)  zeigt  leicht,  welche  Potenzen  w^,  w^ . . .  von  u  den 

« 

Factor  g^  enthalten  können.  Man  multiplicire  diese  Potenzen  mit 
Gon^tanten,  setze  die  Summe  gleich  Sm  und  vergleiche  darauf  die  Fac- 
toren gleicher  Potenzen  von  w.  Hierdurch  ergeben  sich  lineare  Glei- 
chungen zur  Bestimmung  der  bemerkten  Constanten.  Die  Gleichungen 
28)  zeigen,  dass  S^  höchstens  vom  Grade  7^+l,  also  S^  höchstens  vom 
Grade  2(n+l)  u.  s.  t.  in  Beziehung  auf  u  sein  kann,  wodurch  die  An- 
zahl der  Terme,  welcher  Sm  gleich  sein  kann,  begrenzt  ist 

Als  Beispiel  werde  die  Gleichung  36)  genommen.    Dieselbe  giebt 
direct 
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37)  -Si  =  ttK62— 64tt8),  C2  =  u^(bi+hiU«). 
Es  ist  nnn 

5i  =  26  [—10+ 3348^+  . . .]  qi. 

Der  Factor  q^  kommt  nach  20)  nur  vor  in  m^,  w*®,  «**,  w^* . . .  Es  kann 
S^  nur  eine  lineare  Function  von  w^,  m^®,  w^®  und  w*«  sein.  Man  hat 
nnr  nötig  die  Factoren  von  u^  nnd  u^^  zu  bestimmen,  da  C2  keine 
höheren  Potenzen  von  u  enthält  Sind  m,  m',  m"  nnd  m'"  Constanten, 
so  kann  man  setzen: 

38)  mu^+mu^^+m'u^^+m"u^^  =  26  [— 10+3348^+ ..  .]^i 

Setzt  man  links  ttir  u^  nnd  u^^  ihre  Werte  ans  20)  ein,  so  geben  die 
Factoren  gleicher  Potenzen  von  q: 

2m  =  —26  .  10,  32m'— 4m  =  26  .  3348, 

also  m  =  — 130,  m  =  2704.    Folglich  ist: 

^2  =  — 130w2+2704wiö+m"Mi8+m'V« 

Setzt  man  hieraus  den  Wert  von  ^2,  femer  aus  37)  die  Werte  von  S^ 
nnd  C2  in: 

so  folgt: 

Qo^     j.    fi  .  ?.    10       i,ü  1     104.64+m"    ,.  ,  4096— m'"   ,. 

Berechnet  man  m'  und  m"  direct  mittelst  der  Gleichung  38),  so 
folgt  104 .  64 +m"  =  0,  4096  =  m'",  wodurch  die  Gleichung  39)  über- 
geht in  biü^+b2U^^=ß6u\  d.  i.  fei  =  65  und  &j  =  0,  wie  schon  oben 
gefunden  wurde.  Wenn  es  sich,  wie  im  vorhergehenden  Beispiel,  nur 
darum  handelt,  die  Factoren  der  Potenzen  von  u  in  Cm  zu  bestimmen, 
so  folgt,  da  u"  die  höchste  Potenz  von  u  in  Cn  ist,  dass  man  allgemein 
Sm  nur  bis  zum  Tenne  u**  zu  entwickeln  braucht,  weil  alle  höheren 
Potenzen  von  u  bei  der  Bestimmung  von  Cm,  wie  im  vorliegenden  Bei- 
spiel, wegfallen  müssen.  Man  findet  in  der  angeführten  Abhandlung 
von  S  0  h  n  c  k  e  dieses  Verfahren  auf  die  Modulargleichungen  der  Trans- 
formationen von  der  XVII.  und  XIX.  Ordnung  angewandt.  Für  die 
Transformationen  von  der  XL,  XIII.  und  XVII.  Ordnung  hatte  Sohncke 
die  Modulargleichungen  ohne  Deduction  schon  1834  aufgestellt  (Creüe 
J,  XII,  lyS),  Einige  Zusätze  abgerechnet  ist  der  Inhalt  dieses  § 
wesentlich  der  Abhandlung  von  Sohncke  entnommen.  Die  Bemerkung 
über  die  Form  der  Modulargleichung,  wenn  u  unendlich  klein  ist,  fin- 
det sich  bei  Mathieu:  „Memoire  sur  les  fonctions  ellipttqtces'*  (J,  de 
r£c.  PolyL  XXV,  ch,  ^2,  26^ — ^95)' 

Da  die  Theorie  der  Modulargleichungen  auf  das  engste  mit  wich- 
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tigen  algebraischen  und  zahlentheoretischen  Problemen  zusammenhängt, 
so  werden  wir  auf  die  Litteratnr  der  Modalargleichnngen  bei  den  An- 
wendungen der  elliptischen  (^inctionen  anf  Algebra  und  Höhere  Arith- 
metik zarückkommen. 

§  58.  Die  Theta-Funotionen  ffir  einige  besondere  Werte  des  Arguments. 
Allgemeine  Formel  ffir  das  Produet  zweier  Theta-Funetionen  yon  Schröter. 

Die  Bemerkung  zu  Anfang  des  vorhergehenden  §,  dass  zur  Auf- 
stellung der  Modulargleichung  die  Herstellung  der  algebraischen  Rela- 
tion zwischen 

^s(0,^)  ^3(0,^-) 
genügt,  ist  in  einer  sehr  ausgezeichneten  Weise  von  Schröter  &Lr 
eine  Anzahl  von  Modulargleichungen  durchgeführt  worden.  Die  Re- 
sultate finden  sich  in  Schröter:  „De  aeqiuittonibns  modularibus*' , 
Regiomonti  iS^^f.  Kurze  Notizen  hieraus  sind  enthalten  in :  „Extratt 
d'une  lettre  adressde  ä  M.  Lümvtlle  par  M.  Schröter"  (LtouvtlleJ.  (2) 
III,  2^8 — 26^),  yyUeber  Modulargleichungen  der  elliptischen  Func- 
tionen". (Grelle  J,  L  VIII,  jyS — 379).  Weitere  Ausführungen  über  einige 
Formeln  der  obigen  Dissertation  enthält  die  Schrift  von  Schröter:,,  Ueber 
die  Entwickelung  der  Potenzen  der  elliptischen  Transcendenten  S"  und 
die  Teilung  dieser  Functionen"  Breslau  18 s$.  Hierbei  ist  die  auf  Seite 
385  erwähnte  Abhandlung  von  Göring  noch  zu  erwähnen;  ferner  M. 
Krause:  ,JSur  la  trans/ormation  desfonctions  elliptiques" ,  Act,  Math, 
III,  gß — g6,  und  Ferd.  Müller:  „Zur  TransformcUion  der  Theta- 
functionen",  Grunert  Arch.  (2)  I,  161 — 21g,  1884, 

Die  obige  Arbeit  von  Schröter  scheint  nicht  die  genügende  Be- 
achtung gefunden  zu  haben;  die  kurzen  Auszüge  in  den  Journalen 
von  Liouville  und  Grelle  sind  nicht  hinreichend,  eine  zu  Anfang 
der  Abhandlung  aufgestellte  sehr  allgemeine  Relation  zwischen  Theta- 
Functionen  ohne  Weiteres  herleiten  zu  können.  Die  von  Schröter 
angewandte  Methode  besteht  wesentlich  darin,  das  Produet  zweier 
Theta-Functionen  durch  eine  Summe  ähnlicher  Producte  auszudrücken. 
Auf  Seite  6  der  genannten  Schrift  leitet  Schröter  folgende  ungemein 
wichtige  Formel  her: 

^3  {ix + sr  y,  q  '*)  {^3  {sx—tp  y,  qP) 

X  ^3 [(rs''+pt^)y-rs  fi  i  log  q,  q^^'-^P^] , 
worin  r,  s,  /,  p  beliebige  ganze  Zahlen  ohne  gemeinsamen  Factor  be- 
deuten.   Während  Schröter  von  den  Suramenentwiekelungen  für  die 
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Jacobrschen  Functionen  ausgeht,  wendet  Herstowski  „Zur  Theorie 
der  Jacobt* sehen  Theta/unctionen" ,  Clebsch  Ann,  XI,  i — 2g,  i8yy, 
die  Schröter'sche  Methode  auf  die  Productentwickelungen  dieser 
Functionen  an  und  gelangt  so  zu  den  Aberschen  Formeln  ftir  die 
Multiplication  der  elliptischen  Functionen  und  zu  Productbeziehungen 
zwischen  denjenigen  elliptischen  Functionen,  deren  Moduln  die  Wurzeln 
der  Modulargleichung  sind,  und  denjenigen  mit  ursprünglichem  Modul. 

Ftir  besondere  Werte  der  Argumente  reduciren  sich  die  Theta- 
Functionen  auf  Quantitäten,  welche  nur  von  den  Moduln  und  den 
ganzen  elliptischen  Integralen  abhängen.  Die  elliptischen  Integrale 
fallen  durch  Division  weg,  es  bleibt  nur  eine  Relation  zwischen  den 
Moduln,  d.  h.  die  Modulargleichung.  Der  besseren  Uebersicht 
halber  mögen  einige  Entwickelungen  von  Theta-Functionen  für  beson- 
dere Werte  des  Arguments  vorangehen. 

Es  ist: 


^2(0)       ./,     ^(0)       ./,,    ^,^.       I  I^IK 


2) 


Die  Gleichungen  5),  6)  und  7)  §  42  (S.  340)  geben: 
hK4)  =  K4)-*^(0>l/f^^' 

I  *3  (4  log«)  =  *j  (|lOg?)  =*3(0)<?-^|/-^l/*, 

*  Q  log«)  =  i*,  (~iog«)  =  *,(ü)«— i'.j/ l=:*i/Ä, 

Mit  Rücksicht  anf  die  Gleichungen  1)  und  2)  giebt  die  Gleichang 


3) 


1)  auf  Seite  340,  ^  =  ^  gesetzt, : 

o 


^>w=  l/^^l/^+l'*"'*l/?'''*''+l/^l/^-^^ 


Wegen: 


ist 


l/^S  =  l/(l— >'2)3  =  |/(i+it')3  i/(i_^')s 


*:© 


=  l7-*t-l/*' [!+*'*+(! +A')ni-*')j. 


*j(o)      y     2 


Da: 
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i+k'i  =  {!+]/¥)  ii-]/V+k'), 
80  folgt: 

1 +A'i +(1  +*')*  d-Ar')  =  (1 +\ß)  (\/l+F+ 1)  (\/l+V-\/k'). 
Wendet  man  ähnliche  einfache  Transformationen  an,  so  geben  die 
Gleichungen  1) — 4)  §  42  (S.  340)  mittelst  der  obigen  Gleiehnngen  2) 
und  3)  die  folgenden: 


!/<»)_ 


2  -^-^  =  (1 +1/F)  (\/i+Y+ 1)  (i/i+F— i/*')  iV, 


(0_ 


4) 


**  _  _ 


»:© 


2  -^f  =  (1— l/Ä")  (1/1+T+ 1)  (l/i+F+  ^/Ä:')  iV, 


Vl+Ä'" 


Man  findet  ganz  analog: 


wo  if  =  l/^wy^'. 


^  "*^(|"     ~  «~^'(l +l/Ä)  (1/1+*+ 1)  (l/l +Ar-l/Är)^, 


(^)     _, 


5) 


»*  _ 

2    \,^j  f  =  «""•'•  (1—l/Ar) (1/1+*+ i)(1/T+ä+i/ä)a; 

^./ilogi\ 
2  — ^iToy-^  -  «'"•'•(l +l/*) (1/1 +*-!) (l/i +*+1/*)A; 

*?(%-")     .    -  -       -  .. 


»**(0) 


wo  A'  = 


l+Ar 


l/*. 


In  den  Gleichungen  4)  und  5),  mit  Ausnahme  der  letzten  Gleichung, 
ist  die  vierte  Wurzel  gleich  +1  zu  nehmen.  Wegen  Gleichung  7) 
auf  S.  340  ist  allgemein 

WO  Q  eine  reelle  Grösse  bedeutet, 
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6) 


Nach  Gl.  6  §  17  (S.  125)  ist: 
*,  {^^-'-)  =  0, 

Setzt  man  in  den  Gleichungen  1)— 4)  §  42  (S.  340)  a;  —  '+'j^S9 , 

4 

80  ergiebt  sich   mittelst   der   Gleichangen  6)  folgendes   System   von 

Gleichangen : 


7) 


e-*  (^±i}9est\ 


*J(0) 


m 
=  «^  ^""V^—i — =  ^^  Q 
^V*+ilogg\ 

\     ^     /  _  „-hrup^mü^ 

*J(0)         ~*     '^^^     2 


\/W(^ 


T(\/l+k—i\/i—k\^ 


) 


*3*(0) 


eU- 


n/ÄF( 


7/1/1+*+ iVi-*v 


l/ÄÄ' 


Ar+t*' 


y 


*J(0) 


=r"«-tiAi?(»/i±*=^i^5^j. 


Die  Gleichungen  2) — 7)  sind  mit  einiger  Vollständigkeit  dargestellt, 

da  dieselben   noch  bei  anderen  Untersuchungen  Verwendung  finden. 

Man  kann  mittelst  dieser  Gleichungen  die  Werte  der  Theta-Fnnctionen 

mit  den  Argumenten: 

7t_    tlog^    x+i\o^q 

2» '      2"    '        2^ 
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für  n  =  3,  4 . . .  snccessive  berechnen,  mit  Rttcksicht  anf  die  Gleichungen 
1)— 4)  §  42  (S.  340). 

Bei  der  zweiten  Herleitnng  des  Mnltiplicationstheorems  der  Theta- 
Fnnctionen  anf  S.  139  nnd  140  ist  das  Prodnct  zweier  Theta-Fnnctioneii 
mit  dem  zweiten  Argumente  q  dnrch  ähnliche  Ausdrücke  mit  dem  zwei- 
ten Argumente  q'^  ersetzt  Dieses  Verfahren  hat  Schröter  auf  folgende 
Art  bedeutend  verallgemeinert. 

Nehmen  r  und  s  alle  ganzzahligen  Werte  an,  so  ist: 
*3  (a:,  q"")  *s  (y,  qh  =  2;2;^'*'+/?*'+2ra?i+2#yi 

Statt  s  werde  in  der  Doppelsumme  rechts  ein  neues  summirendes 
Element  t  mittelst  der  Gleichung  s  =  r+t  eingeführt    Es  ist  dann: 

*3(^,  ^)^3(!/,  /)  =  ^^^«+«'^+2/JW+^^2r(a?+y)i+2/yi; 

oder  ^"+^  statt  q  gesetzt: 

An  Stelle  des  summirenden  Elementes  t  in  der  Doppelsnmme 
rechts  fbhre  man  s  mittelst  der  Gleichung  / »  (a+ß)s+(i  ein.  Nimmt 
(i  die  ganzzahligen  Werte  0,  1,  2, ...a+/3 — 1  an,  so  durchläuft  s  alle 
ganzzahligen  Werte  von  — oc  bis  oc,  wenn  dieses  mit  t  der  Fall  ist 
Die  Gleichung  8)  wird  hierdurch: 

9)  »,(x,q^^^+ßy)»,(y,q^^^ß^)=^    2        SS^^^'^'i 

wo: 

0  =  r(x+y)+y\(a+ß)s+fil 

Q^[(a+ß)(r+ßs)+ßfi'\^+aß[(a+ß)s+(i\% 
oder: 

ö  =  (r+ßs)(x+y)+(ay—ßx)s+fiy, 

Q  =  (a+ßy[(r+ßs)^+aßs^+ß(a+ß)fi^+2(a+ß)ß[(r+ßs)fi+asfi]. 

In  der  Gleichung  9)  werde  ^"+^  einfach  durch  q  ersetzt.  An  Stelle 
von  r  werde  r  als  summirendes  Element  mittelst  der  Gleichung 
r+ß6'  =  r'  eingeführt    Die  Gleichung  9)  geht  hierdurch  über  in: 

cc-\-ß-\ 

10)  ^%{x,q'')Uy.Qh=    2d    /^V'^^'Ö, 

0 

wo  zur  Abkürzung  gesetzt  ist: 

Nun  ist  allgemein  q^  =e^^^^^,  also: 

Der  Ausdruck  von  f^  lässt  sich  mittelst  dieser  Gleichungen  als 
Product  zweier  Summen  darstellen.    Es  ist  dann  offenbar: 
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oder  einfach: 

e  =  »^(x+y—fißilogq,  q^'^h  ^z(c^y-ßx—(iaßi  logq,  ^«/^(«+^^)). 
Setzt  man  diesen  Wert  von  ß  in  die  Gleichung  10),  so  erhält 
man  folgende  bemerkenswerte  Gleichung: 

11)   »3(x,q^^,(f/,qß)=  2    q^^"e'^^^»3ixuq''+^»ziyuq''^''-^^^. 

0 

Xi  =x+y—fißi\ogq,  y^  =  ay— ßx^fiaßilog q. 
Da  die  linke  Seite  durch  gleichzeitige  Vertauschnng  von  x  mit  y  und 
a  mit  ß  ungeändert  bleibt,  so  ist  auch: 

0 

X  =  x+y—a(ii\ogq,  y  =  ßx — ay—/iaßi\ogq. 
Diese  Gleichung  giebt  zu  vielen  interessanten,  speciellen  Fällen  Ver- 
anlassung, von  denen  nur  die  folgenden  hervorgehoben  werden  mögen. 
Für  x  =  az+a^  y=^ßz+b  erhält  man: 

(^^(az+a,q^)&^iß2+b,q^) 


13) 


o" 
X  =  (a+ß)2+a+b — fuxilogq^  y  =  ßa — ab—iiaßilogq. 

Diese  Gleichung  zeichnet  sich  dadurch  aus,  dass  unter  dem  Snm- 
menzeichen  eine  der  Theta-Fnnctionen  von  z  unabhängig  ist 

Für  a  =  x,  a  =  1,  b  —  — x,  z  =  y  und  ß  =  n  wird  die  Gleichung 
13)  einfacher: 

14)  ^3  (x + y,  q)  *3  (ny—x,  ö'") 

n 

=^q^'e^^^^-^y^'Hi'^i+l)y—(iAogq,  q'''^^]H(n+l)x-'nfiilogq,  ^^""-^^ 

Auf  diese  Gleichung  hat  Schröter  die  Construction  der  Modularglei- 
chungen   begründet    Es  sei  n  eine  ungerade,  also  w+1  eine  gerade 

Zahl.    Setzt  man   in   14)  x+     statt  or,  so  folgt: 

Hx+y,q)Hny—x,q'*) 

0 

Diese  Gleiehnng  zur  Gleieliuug  14)  addirt  giebt: 


16) 
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15)       *3  {x+y,  q)  *s(ny— X,  «^)+#(x+y,  q)  *  (ny— x,  q') 

0 

*3  [(w + 1)  a:— 2n^  i  log  ^,  ö^"  "^  ^^  J. 
Unter  Anwendung  der  beiden  Gleichungen  18)  §  21  (S.  151): 

2^3  (2ar,  ^*)  =  &^(x,  q)+Hx,  q\ 
2*2  (2a:,  ^*)  =  ^3  (x,  q)—^{x,  q\ 

lä88t  sich  die  Gleichung  15)  noch  weiter  transformiren.    Mittelst  der 
Gleichungen  16)  folgt: 

17)  {^3(2,  q)^^  (zi,  ^,)+*(^,  q)Hzu  qd 

=  2*3  (2z,  (/*)*3(2zi,  ^:)+2*2  (2z,  ^*)*2(2z„  ^J). 
Man  setze  z  =  x+y,  zi  =  ny — x  und  ^1  =  ^".    Die  linke   Seite 
von  15)  ersetze  man  durch  die  rechte  Seite  von  17),  nehme  darauf  x^ 

y  statt  2x,  2y  und  ^^  statt  q.    Man  erhält  so: 

18)  d-^{x+y,  q)»z(ny—x,  g")+*2(x+y,  q)»i(ny—x,  ^") 

=  ^VMi^+y)%^^ly-!fl0gq,q'^]x 


*J  [--ä"  35—    ~- log«,  «     *     J 


Ea  sei  n«=  4m — 1;  setzt  man  in  der  vorstebenden  Gleichnng  x+- 

statt  X,  addirt  die  so  erhaltene  Gleichung  zur  Gleichung  18),  so  folgt: 

19)    *3[^+y,  ^]*3[(4m— l)y-a:,  q^^^^^-^^x-\-y,  ^]*.2[(4m-l)y— x,  g**-»] 
+{^[x+y,  ^]{^[(4m— l)y— .r,  ^*'»-i]~^,[x+y,  ^]*,  [(4m— l)y— x,  «*"-i] 

m— 1 

=  2^q^^^e^^^^ + y*)  ^%[2my—fii  log  ^,  ^'«]*3  [2ma:— (4»i— D^mi  log^,^"^*^!  >  J. 

0 

In  der  Abhandlung:  yyUcbcr  die  E^itwtckclung  der  Potenzen  ctc** 
(S.  S.470)  hat  Schröter  die  Gleichung  14)  noch  etwas  verallgemeinert  (Lc, 
p.  6).  Da  indessen  die  Ableitung  dieser  Gleichung  etwas  weitläufig  ist  und 
dieselbe  nicht  weiter  im  Folgenden  angewandt  wird,  so  möge  hier  der 
Hinweis  auf  die  bemerkte  Abhandlung  genügen. 

Wird  in  den  Gleichungen  1) — 7)  q  durch  ^"  ersetzt,  so  mögen  k 
und  k'  respective  tibergehen  in  /  und  /',  so  dass  z.  B.  die  erste  Doppel- 
gleichung 3)  auf  folgende  fllhrt: 
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§  54*    Anwendnng  der  Theta-Functioneii  auf  die  Constmction  Ton  Modular- 
gleichungren  nach  Schröter.    Fernere  Litteratur  über  Modnlargrleichungen. 

Modnlfnuctionen* 

Die  Gleichungen  14),  17)  und  19)  des  vorhergehenden  §  gestatten 
Relationen  zyrischen  Theta-Funetionen  herzustellen,  welche  fbr  besondere 
Werte  des  Arguments  unmittelbar  auf  Modulargleichungen  führen.  Man 
kann  sich  hierbei  noch  mit  Vorteil  der  Transformation  zweiter  Ordnung 
bedienen.  Die  Gleichungen  5),  6),  9),  10),  11),  24),  25)  und  26)  von 
§  42  geben : 

^3(M^)_l/l±V    »2(0,  (j^) ^  \  /l^=^   »(Q>  Q")  _  .V 
1)     ,^3(0,^)        V       2    '^3(0^^)        1/      2     '^3(0,^)      ^    ' 

^3M^)=/r+,-  ^^=i/r-^,  ^-^=\/m 

Von  diesen  Gleichungen  sollen  im  folgenden  einige  Anwendungen 
gemacht  werden. 

Modulargleichung  für  die  Transformation  IIL  Ordnung. 
Für  m  =  l  giebt  die  Gleichung  19)  des  vorhergehenden  §: 
^Ä^+y,g)  ^3(3y— x,(?3)+^2(a;+y,^)  M3y—x,q^)+Hx+y,q)  HSy-ür,q^) 
— ^i(^+!/,  q)  *i(3y— :c,  ^3)  =  2M2y,  q)  M2x,  q^). 

Für  x  =  y  =  -  folgt  hieraus: 

2)  Mz,  q)  Mz,  q^)+Hz.  q)  Hz,  q^)-Hz,  q)  ^i(z,  q")  =  »z(z,  q)  Hz,  q^. 
Setzt  man  hierin  z  =  0,  so  folgt: 

^2(0,^)  »2(0,q^)+H0,q)  HO,q^)  =  HO,q)  »Mq^\ 

d.i.:  /Ä/+l/^r=l, 

was  die  von  Legendre  gefundene  Gleichung  ist  (Fonct  eH  I,p.  2jo, 

SuppL  p,  yo), 

Ist  ^  eine  ganze  Zahl,  so  giebt  die  Gleichung  2)  für  z=/<ilog^: 

3)  *3(0,  q)  ».Qiilogq,  q^)  =  ^^(0,  q)  ^tQ^ilogq,  q^) 

+H0,  q)  {—if  ^(f^i^Ogq,  q^). 

Modulargleichung  für  die  Transformation  V.  Ordnung. 

In  der  Gleichung  15)  von  §  53  nehme  man  n«=5  und  l/V  statt  ^, 
ferner  in  der  Gleichung  18)  n<==5  und  q^  statt  q.    Es  folgt  so: 

4)  H^+y,  \/q)  H^y—x,  \/q^)+Hx+y,  \/q)  ^(6y— x,  1/7*) 


=  2^q^f'V^^'''^yH^(6y-liaoeq,q^)  i^3(6x— 6/£tlog^, ^»*), 
0 
5)        Mx+y,  «*)  »iiby-x,  q*o)+»iix+y,  q*)  *,(6y— x,  g»») 

2 
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In  4)  nehme  man  a:««0,  y  =  — ^>  ferner  y  — 0,  x= — ^-• 

4  4 

Nnn  ist: 

Es  ist  ferner: 

Durch  Vertaasehung  von  q  mit  q^  erhält  man  zwei  analoge  Gleichungen. 
Mit  Rücksicht  auf  diese  Entwickelungen  erhält  man: 


6) 


0 
9 


H0.\/q)M0Vq')  =2^q^^"Hl^i\0gq,q^)  H^liilogq.q^^). 


Die  Gleichung  5)  giebt,  o:  =  0,  y  =  -.  und  y  =  0,  ar  =  -  gesetzt,: 

4  4 


7) 


*(0, ««)  *(0,  <?«)  =2(-l)''g2''V(/«log(?,  (?3)  *s(5i««log«,  q*% 


0 
3 


*(0,  ff«)  *(0, «")  =2(-iy «^"VsO^ilog?,  ffS)  <^(6/*«logff,  ff'»). 


In  der  Gleichung  3)  setze  man  q^  statt  ff  and  schreibe  die  resnltirende 
Gleichung  auf  folgende  Art: 

*i(0,  ff»)  *i(5A«ilogff,  ff>»)+*(0,  ff»)  {—\r  *(5/<ilogff,  ff'!>) 

=  *a(0,  ff»)  »sib/tilogg,  ff»»). 

Diese  Gleichung  mnltiplicire  man  mit  der  Gleichung  3),  das  erhaltene 

Product  mit  q^f*  und  setze  /<  =  0, 1,  2.   Die  Summe  dieser  Gleichungen 
giebt  nach  6)  und  7): 

1*3(0,  ff)  »t(ß,  ff»)  *i(0,  ]/q)  »M  /ff»)-|-*3(0,  ff)  *(0,  ff»)  *(0,  ff»)  »{0,  ff'«) 

=  i*s(0,  ff»)  *2(0,  ff)  *,(0,  l/ff)  *i(0,  l/ff»)  +  *3(0,  ff»)  *(0,  ff)  *(0,  ff»)  »(0,  ff">), 
oder: 

i[*5(0,  ff)  *j(0,  ff»)-*,(0,  ff)  *3(0,  ff»)]  »i(0,  l/ff)  *2(0,  l/ff») 
=  [HO,  ff)  *s(0,  ff»)— *3(0,  ff)  *(0,  ff»)]  *(0,  ff»)  *(0,  ff'o), 
d.  i.  nach  1) : 

(\/T—\/k)^i = a/J^-V'f)  \fi(i\ 

was  die  von  Jacobi  gegebene  Gleichung  ist. 


§541 
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Modulargleichung  für  die  Transformation  VII.  Ordnung. 

Die  Gleichung  19)  des  vorhergehenden  §  giebt  für  w  =  2,  o:  =  0 
und  y  =  0: 

^3(0,  q)  ^3(0,  ^^)+^2(0,  q)  ^2(0,  ^')+^(0,  q)  ^(0,  r) 
=  2[*3(0,  q")  ^3(0,  «»*)+^2(0,  ^2)  *j(0,  q^% 
Nach  1)  wird  diese  Gleichung: 

l+\/ld+]ßr  =  ]/(l  +  V)  ll  +  7)+\/(l-k')  (1—0. 
Um  hieraus  die  von  Guetzlaff  gegebene  Gleichung  zu  erhalten,  bilde 
man  das  Quadrat  der  vorstehenden  Gleichung.    Nach  einer  einfachen 

Reduction  folgt:        _ 

2\/kl+2\/)c7  +  2]/kl\/V7=  l+kl+k7, 

oder :  A\/Fl\/77  =  [l—]/kl—\/k7]^. 

Durch  Ausziehung  der  Wurzel  folgt: 

2\ßl\Jlct=  \—\J'kl—\pn, 

d.i.:  (|/)W+|/^V>  ==  1, 

und  hieraus  ergiebt  sich  unmittelbar  die  gesuchte  Gleichung: 

|//r7+l/^'r=l. 

Modulargleichung  für  die  Transformation  XL  Ordnung. 
Die  Gleichung  19)  des  vorhergehenden  §  wird  fttr  iw  =  3 : 

^3(0: -hy,^)  ^%i^\y—x,q^')^'^4x+y,q)  M^iy—^^q'') 

+H^+y.q)  Hny—x,q^^)-^&^{x+y,q)  ^x{lly—x,q^^) 

8)        {  2 

=  ^^q^^'e^^^'^-^^^'HQy-linogq.q^)  ^^{6x—llfinogg,q^). 

0 

Die  rechte  Seite  lässt  sich  mittelst  der  Gleichung  3)  reduciren.    Wird 

in  3)  q^^  statt  q  gesetzt,  so  lässt  sich  folgende  Gleichung  herstellen: 

^•2(0,  q'')  ^.2(ll^*log«,  ^»5)+*(0,  ^»0  (— ly  ^ll^ilogg,  ^»3) 

=  ^0,^")*3(ll^/log^,^33). 

Man  multiplicire  diese  Gleichung  mit  der  Gleichung  3),  darauf  mit  q^^^^y 
setze  (1  =  0,  1,2  und  bilde  die  Summe  der  so  erhaltenen  Gleichungen. 

Hierdurch  folgt: 

2 


9) 


+»  (0, «)  *3(0,  «'O^C-iy  <?*^*  *  (fiilogq,  q»)  »^iniiilogq,  ?»»). 
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Die  vorkommenden  Summen  lassen  sich  leicht  mittelst  der  Olei- 
chnng  8)  durch  Theta-Funetionen  darstellen,  in  denen  das  zweite  Argu- 
ment respective  q  und  q^^  ist.  Zu  diesem  Zwecke  setze  man  in  der 
Gleichung  8)  successive : 

llilog^  ^  ^  ^  ilogg  ^  jr 

Mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  2)  und  3)  von  §  53  findet  man : 

0 

=».(o,,)».(o.,")[i/«+'^+\/öH*:M^/. 


2 


^q*'''»tQtilogq,  q^)  »iiniii\ogq,  q^) 

=  ».(o,,)«o,,")[l/<l-+*l<l-t«+l/*-*y'-=5]^ 

0 

-».(1  «>.(:■  «'■)-»'(t'')»'(1''") 


-  ».(0, ,)  ».(0. ,")  |_l/*-i+*?,"  tÖ-  |/0-il(tQ]^„. 

Mittelst  der  vorstehenden  Gleichungen  lässt  sich  die  Gleichung  9) 
auf  folgende  Form  bringen: 
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Analog  der  Gleichung  3)  hat  Schröter  noch  mehrere  einfache 
Relationen  aufgestellt,  welche  in  ähnlicher  Weise  zur  Verwendung 
kommen,  wie  die  Gleichung  3)  bei  den  Modulargleichungen  fUr  die 
Transformationen  V.  und  XI.  Ordnung.  Für  eine  weitere  Behandlung 
des  Gegenstandes  muss  auf  die  früher  eitirte,  ausgezeichnete  Dissertation 
verwiesen  werden,  da  die  sehr  ausgedehnten,  wenn  auch  sehr  symme- 
trischen Formelsysteme  sich  nicht  wohl  an  diesem  Orte  wiedergeben 
lassen.  Die  Modulargleichungen  sind  nicht  immer  in  der  einfachsten 
Form  aufgestellt,  wie  die  Notizen  in  den  Journalen  von  Liouville  und 
Grelle  zeigen.  Es  liegt  hier  noch  ein  weites  Feld  fttr  umfassende 
Untersuchungen  vor,  sowohl  was  eine  Weiterftlhrung  der  gewonnenen 
Resultate,  wie  eine  mögliche  Vereinfachung  derselben  anbelangt. 

In  einer  kürzlich  erschienenen  Arbeit :  „  On  kX—kX'  modular  equa- 
ttons"  (Land,  Math.  Soc,  Proc.  XIX,  go — in)  hat  R.  Russell  eine  all- 
gemeine Methode  angegeben,  die  Modulargleichungen  fttr  einen  beliebigen 
Frimzahlgrad  der  Transformation  zu  erhalten,  und  zwar  mit  Hülfe  der 

4  4 

Entwickelungen  von  yk  und  \JV  nach  Potenzen  von   ^,  bis  <^^^  und 

durch  Elimination  von  q  zwischen  den  Gleichungen 

♦  ?+i 

\fkX  —  2^"«  (1—^+2^^— 3^3+ . . .) (i__^«4.2^*»_3^+ . . .), 

4 

Als  Beispiele  werden  die  Modulargleichungen  fttr  n  =  3,  6,  11,  13, 17, 
19,  23,  31,  47  aufgestellt 

Von  der  weiteren  Litteratur  ttber  Modulargleichungen  erwähnen 
wir  noch:  J.  König:  „Zur  Theorie  der  Modulargleichungen  der  eüip- 
tischen  Functionen",  Heidelberg  i8yi;  M.  Krause:  „Zur  Trans for- 
mation  der  Modulargleichungen  der  elliptischen  Functionen",  Heidel- 
berg i8yj;  M.  Krause:  „Ueber  die  Discriminante  der  Modular- 
gleichungen der  elliptischen  Functionen" ,  ClebschAnn,  Vni,^3g — $$4, 
i8y^  u,  IX,  55^ — 57^,  /<?7tf.  A.  Cayley:  „A  metnoir  on  the  Irans- 
formation  0/  elliptic  functions",  PhiL  Trans,  CLXIV,  jpy — 4^6. 
H.  J.  Smith:  „Notes  on  the  theory  of  elliptic  Irans  formation" ,  Mess. 
(2)  XII,  4g— gg,  1882;  „Notes  on  the  theory  0/  elliptic  functions", 
Mess,  (2)  XIII,  I — 4g,  188 j.  A.  Hurwitz:  „Zur  Theorie  der  Modular- 
gleichungen", Gott  Nachr.  188 j,  j^o — 363.  Eine  zusammenhängende 
Darstellung  der  Transformationstheorie  enthält  eine  Arbeit  von  H.  Weber: 
„Zur  Theorie  der  elliptischen  Functionen" ,  Act.  Math.  VI,  32g — 416, 
188^^  die  als  Vorbereitung  zu  einer  umfangreichen  zahlentheoretischen 
Anwendung  der  elliptischen  Functionen  dienen  soll 

Ganz  unabhängig  von  der  im  Vorigen  entwickelten  Theorie  der 

Bnneper,  elllpt.  Fanotlonen.    9.  Aoil,  31 
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elliptischen  Functionen  ist  in  den  letzten  Jahren  eine  neue  Theorie  der 
elliptischen  Modalfnnctionen  ausgebaut  worden,  welche  den  Zn- 
sammenhang dep  Grössen  tv,  Ar,  K  aufdeckt  und  auf  folgendem  Satze 
beruht.  Das  Quadrat  des  Integralmoduls  x^  k  =  x\  ist  eine  einwertige 
Function  des  Periodenverhältnisses: 

ICi 

und  wird  nach  Hermite  mit  (p\d)  bezeichnet  (siehe  S.  181).  Diese 
Function  bleibt,  wie  aus  der  Transformation  erster  Ordnung  folgt,  un- 
verändert, wenn  man  fttr  co  setzt: 

coi  =  ^  ,  ^    »  mit  der  Bedingung  ad— Äy  =  1, 

a  +  pCD  o       o  ri 

wo  a^  ß^  y^  6  vier  ganze  rationale  Zahlen  und  /?,  y  gerade  sind.  Es 
gilt  nun  der  merkwürdige  Satz,  auf  dessen  Bedeutung  Hermite  in 
einer  Anmerkung  zu  der  oben  (S.  229)  erwähnten  Abhandlung  von  Fuchs 
in  CreUe/.  LXXXIIIy  ij  bereits  aufmerksam  gemacht  hat,  dass  ausser 
jenen  Zahlen  co^  keine  andere  existirt,  fttr  welche 

k  =  q)^{<D)  =  9)®(cDi) 
ist.  Die  Grundzüge  dieser  Theorie  sind  entwickelt  in  einer  Abhand- 
lung von  R.  Dedekind:  ,^chretben  an  Herrn  Borchardt  über  die 
Theorie  der  elliptischefi  Modul- Functionen** ,  Grelle  /.  LXXXIII, 
262 — 2^2,  iS'jj.  Die  mannigfaltigen  Formen,  unter  denen  die  Modular- 
gleichungen  bisher  erschienen,  unter  einem  allgemeinen  Principe  als 
sehr  specielle  Fälle  einzuordnen,  ist  der  Zweck  der  Arbeiten  von 
F.  Klein:  yyZur  Theorie  der  elliptischen  Modulf U7ictionen**,  Münch. 
Bcr,  iSyg,  Clchsch  Ann,  XVII,  62 — 70,  1880;  „Naie  Untersuchungen 
i7n  Gebiete  der  elliptischen  Functionen**,  Clebsch  A7in,  XXVI,  4^^ 
bis  46y,  iS8^;  „Neue  UntersuchungC7i  über  elliptische  Modtdfuncticnien 
der  niedersten  Stufen**,  Leipz,  Ber,  188 $,  yo—gi.  Ferner  sind  hier  zu 
nennen:  A.  Hurwitz:  „Grundlagen  einer  independenten  Theorie  der 
elliptischen  Äfodtilfu7ictioncn  und  Theorie  der  Multiplicatorgleichungen 
erster  Stufe**,  Diss.  Leipzig  u.  Clebsch  A^m.  XVIII,  528 — ^g2y  1881; 
E.W.Fiedler:  „lieber  eine  besofidere  Klasse  irratio7ialcr  Modular- 
glcichungen  der  elliptischen  Functionen**,  Wolf  Z,  XXX,  12p — 22g, 
1885;  G.  Morera:  Ucber  ei7iigc  Bildtmgsgcsetze  in  d^r  Theorie  der 
Teilung  utid  der  Transfor7natio7i  der  elliptischen  Functio7ien*',  CUbsch 
Ann  XXV,  20 j  —  211,  188 j;  G.  Morera:  „Zur  Transformation  ufid 
Teilung  der  elliptischen  Functionen**,  leipz.  Ber,  188^,  J02  —  j/j/ 
F.  Klein:  „lieber  die  elliptischen  Nornmlcuroen  der  A^'*^"  Ordnutig 
und  zugehörige  Modulf unctionen  der  JV'^^  Stufe**,  Leipz,  Abh.  188^, 
Nr,  4,    Auf  verwandte  Untersuchungen  werden  wir  bei   der  Theorie 
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der  Invarianten-Gleichungen  znrttckkoramen,  die  bei  der  Weierstrass- 
sehen  Behandlung  des  Transformationsproblems,  die  uns  im  Folgenden 
beschäftigen  wird,  an  Stelle  der  Modulargleichungen  treten. 


Vierzehnter  Abschnitt. 


§  55.    Die  Transformation  der  elliptischen  Functionen  nach  Weierstrass. 

Wir  werden  im  Folgenden  zeigen,  dass  das  allgemeine  Transfor- 
mations-Problem, das  in  den  vorhergehenden  Paragraphen  nach  den 
Methoden  von  Abel  und  Jacobi  behandelt  wurde,  sich  auf  elegante 
Weise  mit  Hülfe  der  von  Weierstrass  eingeführten  Function  p{u) 
lösen  lässt.  Diese  Entwickelung  wurde  nach  Vorlesungen  von  Weier- 
strass zuerst  veröffentlicht  in  der  Dissertation  von  Felix  Müller: 
„De  transformattone  functionum  elltpticarum'%  Berlin  j86y. 

Es  handelt  sich  darum,  die  Bedingungen  zu  untersuchen,  unter 
denen  der  Differentialgleichung 

\\  dx    ^^    dy     ^ 

in  der  R{x)  und  Rx{y)  Functionen  dritten  oder  vierten  Grades  der 
Variabein  sind,  durch  eine  algebraische  Gleichung  zwischen  x  und  y 
genügt  werden  kann.    Hat  R{x)  die  Invarianten  ^2)  Q%  ^^^  setzen  wir 

dx 

—, — —  =  du, 

so  ist  nach  den  Entwickelungen  des  §  5  x  gleich  einer  rationalen 
Function  von  9i^\g^^g%)  und  p'(w|^2,^3),  was  wir  so  schreiben: 

Genügt  femer  eine  zweite  Function  Ä,(f/)  dritten  oder  vierten  Grades 
mit  den  Invarianten  721  73  ebenfalls  der  Gleichung 

-pJ=  =  du, 

so  muss  auch  y  eine  rationale  Function  von  p(u|72»73)  ^^^P'i^\7i^7's) 
sein,  also  haben  wir: 

3)  y  =  %  [f(w  1 72, 73),  iP\^  1 72, 73)]-  ^ 

Soll  nun  zwischen  x  und  y  eine  algebraische  Gleichung  bestehen,  so 
muss  eine  solche  auch  zwischen  fp{u\gi^g^  und  p(m  172,73)  bestehen, 
und  umgekehrt.  Man  ersieht  dies  sofort,  wenn  man  die  Werte  für 
pXu\g^i,g^)  und  p\u\y^,y^)   nach  der  Gleichung  22)  §  6  (Seite  39): 

81* 
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P\u)  =  1/4  pH«*)— ^2  P(M)—gz 
in  die  Gleichungen  2)  and  3)  einsetzt 

Die  Lösung  der  Differentialgleichung  1)  ist  also  zurttckgeftlhrt  auf 

die  Aufgabe:  «Alle  Functionen  ff^iuly-i^Yi)  zu  finden,  welche  mit  einer 

gegebenen  Function  Piulg^^g^)  durch  eine  algebraische  Gleichung 

verbunden  sind'',  oder  mit  andern  Worten:  „die  Gleichung 

4)  ®  [P  (u  1^2,  ^3),  p  (u  1 72, 73)]  =  0 
zu  lösen,  worin  @  eine  ganze  Function  bedeutet*' 

Zur  Bestimmung  der  allgemeinen  Form  von  @  bezeichnen  wir  die 
Perioden  von  f(w|^2,  ^3)  mit  2cd,  2«>'  und  die  von  p(u\  72, 73)  mit  2£^j  2*2'. 
Setzen  wir  nun  in  4)  U'\-2m€o+2n(D'  für  t/,  wo  m  und  n  ganze  Zahlen 
bedeuten,  so  erhalten  wir,  da  p(u\g2,g^)  unverändert  bleibt, 

5)  ® [p{u\g2, g^\  p{u+2m(o+2noa!\y^, 73)]  =  0. 

Legt  man  dem  m  und  n  alle  möglichen  ganzzahligen  Werte  bei,  so 
erhält  man  eine  doppelt  unendliche  Reihe  von  Werten;  da  aber  die 
Gleichung  5)  nur  eine  endliche  Anzahl  von  Werten  haben  kann,  so 
müssen  schon  in  jeder  der  einfach  unendlichen  Reihen  p{u+2mm\y^^y^) 
und  p(u+2wa)' 172,73)  mindestens   zwei   Werte   einander   gleich   sein. 

Es  sei  z.  B. 

P  {u+2m^(o  1 72, 73)  =  P  (tt+2»i2CO  1 72, 73), 

P  (m+ 2wj  col  1 72, 73)  =  P  (w + 2712©'  1 72, 73). 

Setzt  man  hierin  für  u  resp.  u — 2i7iico,  u — 2nx(o^  so  erhält  man: 

P  (w  1 72, 73)  =  P (w+2^co|  72,  73),    II  =  nH—mu 
P  (w  1 72,  rs)  =  P{u+ 2ii(o  1 72, 73),    ^'  =  n2— ni . 

Da  nun  p{u\y>i^  73)  die  Perioden  2i2,  212^  hat,  so  mttssen  2/eico,  2/Ef'co'  von 

der  Form  sein: 

2^00  =  2m  2+ 2m' 2', 

2/£'cö'  =  2n2+2n'2'. 

Wir  haben  also  den  Satz:  „Die  Perioden  22,  22'  der  transformir- 
ten  Function  f(m  172,73)  sind  gebrochene  rationale  Functionen  der 
Perioden  2cö,  2co'  der  ursprunglichen  Function  p(w  1^2,^3)-'*  Is*  ^^^ 
V  eine  ganze  Zahl,  die  sowohl  durch  ^,  wie  durch  11  teilbar  ist,  so  wird : 
7)  p{vu-\-2v(D\y.i,y-i)  =  p{vu\y.i,y^\  P{vu+2v(o\y^,y^)  =  p{pu\y2,y^); 
die  Function  p  (rw  \  72, 73)  hat  also  auch  die  Perioden  2co,  2o>'. 

Nun  gilt  der  folgende,  flir  die  Theorie  der  doppeltperiodischen 
Functionen  ungemein  wichtige  Satz:  »Jede  eindeutige  Function 
9?(m),  die  für  endliche  Werte  von  u  den  Character  einer 
rationalen  Function  besitzt  und  welche  die  Perioden  2q>, 
2a)'  hat,  lässt  sich  rational  durch  ^(u)  und  i^'(ti)  ausdrücken." 

Dieser  Satz,  der  die  Bedeutung  der  We i erst rass'schen  Function 
p{u)  in  helles  Lieht  setzt;  wurde   schon  vor  mehr  als  20  Jahren  von 


6) 
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Weierstrass  in  seinen  Vorlesungen  bewiesen.  Veröffentlicht  wurde  der 
Beweis  von  L.  Kiepert  in  dem  Aufsätze:  „Wirkliche  Atcsführung 
der  ganzzahltgen  Multiplication  der  elliptischen  Functionen" ,  Grelle 
J,  LXXVI,  21 — j3,  iSyj  ;  auch  findet  er  sich  in  art,  14  der  oftgenann- 
ten „Formeln  und  Lehrsätze"  von  Weierstrass-Schwartz,  und  in 
dem  mehrfach  angeführten  Werke  von  0.  Biermann:  „Theorie  der 
analytischen  Functionen",  §  5p.  Ch.  Her  mite  gab  1877  in  einem 
Briefe  an  L.  Fuchs  (Grelle  /,  LXXXII,  343)  die  Darstellung  einer 
eindeutigen  Function  mit  den  Perioden  2K  und  ^\K'  durch  die  Function 
Z(t<)  und  deren  Ableitungen.  Einen  Beweis  der  betreffenden  Formel 
unter  Anwendung  Weierstrass'scher  Bezeichnungen  enthält  der  Auf- 
satz von  Frobenius  und  Stickelberger:  „Zur  Theorie  der  ellipti- 
schen Functionen",  Grelle  J.  LXXXIII,  775 — lyg,  1877, 

Um  die  Darstellung  der  eindeutigen  doppeltperiodischen  Function 
(p{u)  zu  erhalten,  suche  man  zuerst  das  vollständige  System  der  in 
Bezug  auf  2(0,  207'  incongruenten  Werte  t^ ,  u^, . . . .  Ur,  wofUr  die  Function 
unendlich  wird,  und  versehe  diese  Unendlichs  mit  ihren  resp.  Ordnungs- 
zahlen Jli,  ^2, . . .  >lr.  Man  entwickle  nun  nach  Potenzen  von  resp.  (u — t^i), 
(m— ^2)^  •  •  •  (w — Wr).  Eine  dieser  Entwickelungen,  z.  B.  die  nach  Potenzen 
von  (ii — Wi),  sei  von  der  Form: 

wo  5ß(w — wi)  eine  nach  ganzen  positiven  Potenzen  von  (m — Mi)  fort- 
schreitende Reihe  ist    Femer  sei 

8)  9>(u,u,)  -2-^-(^)T  '-^ -^v 

dann  wird,  wie  wir  aus  den  Entwickelungen  der  Function  6{u)  in  §  15 
wissen,  die  Differenz  q>{u) — 9)(u,  Wi)  für  M  =  tti  nicht  mehr  unendlich. 
Eine  ganz  analoge  Bedeutung  mögen  nun  9)(u, t^),  ^(^,^3), ...9)(u,Ur) 
haben;  dann  ist 

9)  (u)—g>  (m,  ux  )—q>  (m,  u^)—  ...  —50  (w,  Ur) 
eine  Function,  die  für  keinen  endlichen  Wert  von  u  unendlich  wird. 
Ihre  Ableitung  müsste  also,  da  sie  doppeltperiodisch  ist,  höchstens  eine 
Constante  sein,  und  diese  Constante  wird  null,  was  wir  sehen,  wenn 
wir  statt  u  u+2a)  und  u+2coi  einsetzen.    Es  ergibt  sich  somit 

Nun  ist  leicht  zu  zeigen,  dass  sich  q){u)  rational  durch  p{u)  und  ip\u) 
ausdrücken  lässt.    Denn  es  ist 

d2logö(u)  dHog6{u)  ,f  . 

und  die  folgenden  Ableitungen  lassen  sich  rational  durch  |9(u)  und  |9'(u) 
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aasdrttcken.  Es  bleiben  also,  nach  8),  nar  noch  diejenigen  Glieder 
der  9>iti,Ui)  etc.  ttbrig,  welche  die  erste  Ableitung  von  \ogö(u)  ent- 
halten, nämlich 

cXur-^ii^)  <f(u—u^)  a(u—Ur) 

r 

Da  aber  nach  9)  S  c^  ,  =0  ist,  so  kann  man  hierftlr  schreiben: 

(o\u — tti)       <i'^\i  (^\^ — ^)       ^^\_|_  I  /g(M — Ur)       0'tjC\ 

oder,  nach  Formel  9)  §  15  (S.  100): 


+  .. 


..  +c, 


mithin  lässt  sich  Alles  rational  durch  pu  und  i^^'u  ausdrücken.  Somit 
ist  der  oben  angeführte  Httlfssatz  bewiesen. 

Die  Function  ^(mi  172,73),  als  rationale  Function  von  p(u)  und  pXu% 
lässt  sich  nun  in  die  Form  bringen: 

10)  P(Vu\Y2,rd  =  P(pu)+0  (pü) .  p\ 

wo  P  und  0  rationale  Functionen  von  pu  bedeuten.  Setzt  man  in  10) 
— u  für  w,  so  erhält  man 

11)  p {—vu  1 72, 73)  -^p(vu\ 72, 73)  =  P{pu)—0 {pu) .  p*u, 

und  durch  Addition  der  beiden  Gleichungen  10)  und  11)  folgt,  dass 
sich  p (3^^172, 73)  auch  rational  durch  p{u\g^^g^)  allein  ausdrücken  lässt. 

Wir  haben  also  das  Resultat:  „Soll  zwischen  der  ursprüng- 
lichen Function  p{u\gi^g^)  und  der  transformirten  Function 
|9(t<|72,7:0  eine  algebraische  Gleichung  bestehen,  so  lässt 
sich  immer  eine  ganze  Zahl  r  so  bestimmen,  dass  p(rui72, 73) 
rational  durch  p{u\gi^g^)  ausdrückbar  isf 

Bezeichnen  wir  diese  rationale  Function  mit  91,  so  ist 

12)  p  {vu  1 72, 73)  =  SR  (p  (w  I  g-i,  g'i)\ 
also 

9  (w  I  72'  73)  =  SR  (p(-  I  <72,  ^3)). 

u 
Nun  lässt  sich  aber  p{-\gi^g'i)  algebraisch  durch  p(m|^2>^3)  aus- 
drücken, folglich  ist  auch  p(w!72, 73)  durch  p{u\gi^g^  algebraisch 
ausdiückbar.  Wir  haben  also  jetzt  die  Aufgabe  zu  lösen:  „Alle  Func- 
tionen ^(w  172,73)  zu  finden,  welche  sich  rational  durch  p{u\g^^g^ 
ausdrücken  lassen**.    Sind  diese  gefunden,  so  ist  F (1*172,73)  eine  ra- 
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tionale  Function  von  p[~]j  also  eine  algebraische  Function  von  p{u). 

Es  folgt  aber  aus  der  Darstellung  von  p{u)  in  §  6,  dass,  wenn 
v^y2  =  G2,  1^*73  =  6^3  gesetzt  wird, 

Pi^lrtj 73)  =  ^H^\  ^2,  0^3) 

ist.  Wir  haben  also  nur  diejenigen  Functionen  ^  {u  \  G^^  G^)  zu  suchen, 
welche  rational  durch  p(u\g2^9z)  ausdrtlckbar  sind. 

Eine  solche  Function  p{u\G2,G^)  bezeichnen  wir  jetzt  der  Kürze 
halber  mit  Pi(u)\  ihre  Perioden  seien  2i2,  2£^;  alsdann  können  wir 
setzen : 

13)  Ft(w|a,  ao  =  F[p{u\(o,  (o% 

wo  F  eine  rationale  Function  bedeutet  Da  die  rechte  Seite  dieser 
Gleichung  sich  nicht  ändert,  wenn  wir  u+2(x}  oder  u+2co'  fttr  u  setzen, 
so  wird: 

14)  Pi(u+2a})  =  pi(u\    Pi(u+2a)')  =  Pi(n\ 

mithin  hat  auch  die  transformirte  Function  Pi(u)  die  Perioden  2q7,  2a»'. 
Daraus  folgt,  dass 

15)  (D  =  aQ+bS:,   a/  =  a'Q+V£X, 
wo  a,  a\  6,  V  ganze  Zahlen  sind. 

Um  nun  alle  Perioden  von  px{u)  zu  finden,  müssen  wir  noch 

diejenigen  suchen,  die  nicht  zugleich  Perioden  von  p(u)  sind.    Der 

grösste  gemeinsame  Factor  von  a  und  2^  sei  n^,  und 

a  =  «ia,    ft  =  n,i9, 
so  kann 

16)  ai2+lJi2'  — i2i 

als  Fundamentalperiode  von  ^i(u)  angesehen  werden.    Es  wird 

17)  Q,  =  ^. 

»1 

Eine  zweite  Fundamentalperiode  von  Pi{u)  sei 

18)  a'i2+j9'i2'=a2, 
so  muss  die  Gleichung 

19)  aß'—a'ß  =  +l 

bestehen.  Wir  wählen  das  positive  Vorzeichen,  weil  im  entgegenge- 
setzten Falle  — Q2  ftlr  üi  genommen  werden  könnte.  Die  Determi- 
nante der  Gleichungen  15)  wird 

ab' — ba!  =^  Win^, 
wo  wir  n^  auch  als  positive  Zahl  annehmen  können.    Nun  ist 

aV—ßa:  =  712  =  »2  (aß^—a'ß), 
oder 

«(&'— W2^  =  ßia^—ThaT)^ 

Dieser  Gleichung  wird  genügt,  wenn  mm 


CO 

«2  »1 
Hz  CO 
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20)  a'— nj«' ==  ng«,  b' — n%^=^n^ß 

setzt,  wo  ns  eine  beliebige  ganze  Zahl  bedeutet.  Setzen  wir  die  Werte 
für  a  und  h'  in  die  zweite  der  Gleichungen  15)  ein,  8o  erhalten  wir 

03  =  n^{aSi+ß^Q')+n^  (aQ+ßÜ'), 
also,  mit  BerttckBiehtigung  von  16)  und  18) 

(o  =  n^Qi  +1^0%. 
Aus  dieser  Gleichung  und  der  Gleichung  16)  ergeben  sich  also  ftlr  die 
Fundamentalperioden  von  Pi(u)  folgende  allgemeinen  Ausdrücke: 

^  CO         ^  CO  TU  CO 

i2i  =  ~»    iit=— ~  — 

Es  genügt,  für  n^  alle  positiven  Werte  zu  nehmen,  die  kleiner  als  n^ 
sind;  denn  setzt  man  irgend  ein  n^  gleich  Xn^+n'^^  wo  X  eine  ganze 
Zahl  ist,  so  wird 

Q^ CO^        /KD       «'3  CO 

oder 

und  man  kann  Q^+fiHi  jetzt  als  zweite  primitive  Periode  ansehen, 
wenn  nicht  von  vornherein  n^<n2  ist.  Wir  haben  also  folgendes  Re- 
sultat: „Soll  p\{u)  rational  durch  p(u)  ausdrückbar  sein,  so  müssen 
sich  drei  ganze  Zahlen  ni,  722,  n^  i^i^  der  Bedingung  7i^<n^B0  bestimmen 
lassen,  dass  ein  Paar  primitiver  Perioden  der  Function  pi(u)  sich  durch 
die  Perioden  2co  und  2a>'  der  Function  p(u)  mittelst  der  Gleichungen: 

21)  fi.-^-,      Si.  =  ^-^^      («»<«.) 

ausdrücken  lassen.*^ 

Mit  Bezeichnung  der  Perioden  schreiben  wir  jetzt: 

22)  p^(u)  =  p(u   -^  - — -5-). 

Wi       7I2        ^2  tli 

dies  ist  die  Form  der  gesuchten,  rational  durch  p(u)  ausdrückbaren 
Function  p^(u). 

Wir  bedürfen  nur  noch  einer  Reduction  für  den  Fall,  dass  nj ,  n^  und 
«3  einen  gemeinsamen  Factor  haben;  in  diesem  Falle  handelt  es  sich 
um  ein  Multiplicationstheorem.  Die  Function  p(u)i8t  nämlich  voll- 
ständig dadurch  bestimmt,  dass  sie  für  w  =  0  und  u  gleich  einer  Periode 

a  unendlich  wird  und  die  Form  p(u)  =  — h  . .  -,  oder  p  (u)  =  -, rz+  . . . 

W2  (u — a)2 

hat.  Betrachten  wir  nun  die  Function  m^p(mu\  so  beginnt  deren  Ent- 
wickelung  auch  mit    ö+--«  ^^^d  sie  hat  die  Fundamentalperioden       » 

— >  mithm  ist 
m 
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m'^ip{nm\a}, (o)  =  p(u  \  --»  — ). 

mm 

Gesetzt  nun,  die  obigen  Zahlen  rix,  ^)  ^  hätten  den  gemeinsamen 

Factor  A,  so  dass 

so  wäre: 

23)  p(u  hr-  — »  -'S T~-  — )  =  X^P(Xu\  — > -'  — ). 

^     ^     ^  X     Vi     X      V^       XP2     Vi  ^       'l^l      V2       V2     Vi 

Das  Resultat  der  bisherigen  Untersuchung  ist  also  folgendes :  ^  Jede 
Function  Pi{u\  die  sich  rational  durch  p(u)  ausdrücken  lässt,  hat 
entweder  die  Form 

WO  ni,  »2   alle   positiven   ganzen  Zahlenwerte,  n^  alle   positiven,   die 
kleiner  als  ivi  sind,  annehmen  können;  oder  sie  hat  die  Form: 

Fi(w)=22paw  -' ^-)» 

'  1^1       t^2        ^t^l 

wo  1^1,  1^2,  1^3  beliebige  positive  ganze  Zahlen  ohne  gemeinsamen  Teiler 

sind,  mit  der  Bedingung,  dass  v^<V2^  und  wo  X  eine  positive  oder 

negative  ganze  Zahl  ist.    Aber  alle  Functionen  Pi{u\  die  durch  eine 

algebraische  Gleichung  mit  p(u)  verbunden  sind,  haben  die  Form: 

f  \         o    /      ico    (o      ns  CO. 
Pj(u)  =  m2p(mM   -, f-\ 

Hl      7i2        ^  ^1 

WO  ni,  712,  ^  die  obigen  Werte  annehmen  können,  m  aber  eine  beliebige 
rationale  Zahl  ist*" 

Um  nun  die  Function  Pi(ü)  wirklich  herzustellen,  müssen  wir  alle 
zu  2(0  und  2co'  incongruenten  Werte  von  u  aufsuchen,  wofür  diese 
Function  unendlich  wird.    Diese  sind  enthalten  in  der  Form: 

^X,fi=2X£ii+2fdSi2, 
oder  nach  21): 

24)  w       ^  2 ^^"""^^3    _2^    '    /^=  0,  l,...ni— 1\ 
'^^'^  nifi^     ^      fh^    \iM=  0,  1,...W2— 1/ 

Ihre  Anzahl  ist  rix .  71^  und  werde  bezeichnet  mit  n,  so  dass 

n  =  «1 .  n2. 
Da  nun  für  irgend  ein  w^  ^  die  Entwickelong  von   pi(u)  anfängt 

mit  -r— -+. . . ,  so  ist  in  der  Gleichung  8)  t;  =  2,  und  es  hat  pi(u) 

die  Form: 

Pi(«)  =  C-S  £^  logö(tt-«;,,  ^  =^C+I!p(u-w^^, 

^1  f*  A  — U,  ...fli— 1 

^=0,...ns — 1 
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wo  C  eine  Constante  bezeichnet.    Hierfür  können  wir  auch  schreiben: 

25)  Pi(ii)  =  C+p  {u)+2'p{u-w,^, 

wo  der  Accent  an  dem  2  bedeutet,  das8  das  Wertepaar  >l  =  0,  /t^  =  0 
ansgeschlossen  ist.  Um  C  zn  bestimmen,  entwickle  man  beide  Seiten 
der  Gleichung  25)  nach  Potenzen  von  u,  so  erhält  man 

wo  [u]o  Glieder  bedeuten,  die  mit  u  verschwinden.  Wird  nun  u  =  0 
gesetzt,  so  ergiebt  sich 

mithin: 

26)  Pi  {u)  =  p  (tt)+ir  [p  {u—w,^^ip{fvxu)]. 

Diese  Doppelsumme  kann  auf  folgende  Weise  in  eine  einfache 
Summe  verwandelt  werden.    Man  setze  nach  24): 

^x  u  =  2  ^^co+2^^      =  2 ■ 1 

wo  k  und  /  ganze  Zahlen  sind,  und  bezeichne  mit  n^o  irgend  eine  der 
Grössen  ir;^^,  worin  /:,  /,  n  keinen  gemeinsamen  Factor  haben,  dann 

folgt,  dass  pi(u)=oc  wird  für  w^wq^  2w^iy  3wqj  . . .  hwq.  Da  nun  alle 
diese  Werte  einander  incongruent  mod.  2cd  und  2a>'  sind,  so  kann  man 
sie  an  Stelle  der  Grössen  tv^f^  setzen  und  erhält: 

»— 1 

27)  p^(u)  =  F  (w)  +  2  [p  (u—vw^y-p  (vwo)]. 

v=i 

Diese  Form  der  transfoi*mirten  Function  ist  das  Analogon  derjenigen 
für  8n(— 7  A),  welche  Jacobi  Fundatn.  §  2j  (Ges,  Werke  I  pc^J  ge- 
gegeben hat. 

Ist  der  Grad  der  Transformation  w  =  2,  so  setzen  wir 

wi  =  2,  W2  =  1,  «3  =  0 
und  erhalten  aus  24) 

i2i  =  — »  ^2  =  03,  WQ  =  a), 
also  wird  die  transformirte  Function: 

28)  Ä^  (w  I  g- '  ^')  =  P  (w) + F  (u—co)—jp  (cö). 

Ist  n  irgend  eine  ungerade  Primzahl,  so  können  wir 

Wi  =  w,  Th  =  l,  also  n3  =  0 
setzen  und  erhalten  nach  24) 
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i2i  =  — >  £L=^a}^  Wo  = |-2cö; 

n  n  . 

da  aber  2cö'  eine  Periode  der  transformirten  Function  ist,  so  kann  man 

flir  wa  einfach  —  setzen.    Dann  wird: 

n 

29)       Hu\l,  CO')  ==  Piu)+  ^Uu-Jf)-,(^-^)] 

Aus  den  Gleichungen  28)  und  29)  erhellt  sofort,  dass  flir  jeden 
Primzahlgrad  n  die  transformirte  Function  eine  rationale  Function  nf^ 
Grades  in  p(u)  ist.  Fttr  n  =  2  folgt  nämlich  mit  Hülfe  der  ersten  For- 
mel 26)  §  10  (S.  66): 

«A.    ^\    o       (gl— g2)(gi— ^s) 

mithin    wird  p(u\—^  (o\  wenn  man  diesen  Wert  in  28)  einsetzt,  vom 

2'®"  Grade  in  pu. 

Um  das  Entsprechende  für  den  allgemeinen  Ausdruck  in  29)  zu 

zeigen,  zerlegen  wir  die  Summe  in: 

»—1 

«—1 
+  TU(u— 2cö  +  2i9^)-|»(2a>-2A1• 
Da  wir  für  die  letzte  Summe  auch  schreiben  können: 

!•— 1 

2 


so  wird  die  transformirte  Function  von  der  Form: 

n — 1  n— 1 

30)  ^(«1^,  «>')=F(«)+i:u+^)+K«-^)]-2i:p('-f)- 

Aus  den  Gleichungen  4)  und  5)  in  §  15  (S.  99)  folgt  aber  durch  Addition 
bringen  wir  also  alle  Summenglieder  auf  den  Generalnenner 


n— 1 
2 


n{pu-p—) , 
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der  vom  (n — 1)*~  Grade  in  Bezug  auf  p(u)  ist,  so  sehen  wir,  dass  die 
transformirte  Function  f(m|— '  (o)  ftlr  jeden  Frimzahlgrad  n  eine  ge- 
brochene rationale  Function  n*«°  Grades  von  i?(m|q>,  co')  wird. 

§  56.   InTariantengleichiingen.   Die  transformirte  a-Function.  Mnltiplication« 

Litterarisehe  Notizen. 

Die  Invarianten  ^2?  ffz  waren,  wie  wir  in  §  6  gesehen  haben,  nodt 
den  Werten 

verbunden  durch  die  Gleichungen 

1)  ^2  =  — 4(^1  62  +  62  ^3  +  ^»  ^l)j  ^3  =  4^1  ^2^3- 

Bezeichnen  wir  nun  die  den  ^1,  62,  6^  entsprechenden  Werte  der  trans- 
formirten  Function  pi(u)  mit: 

Pi(i2i)  =  e,,  Pi(i2i+i22)  =  C2,  Pi(ß2)  =  €3 
und  die  aus  ihnen  analog  den  ^2,  gz  in  1)  gebildeten  Grössen  mit  Gi,  6^3, 
so  folgt  aus  der  Gestalt  der  transformirten  Function  (GL  26)  §  55), 
dass  £i,  £27  ^3)  ^Iso  &u<^b  G2,  G^  algebraische  Functionen  von  ^21  ffz 
werden.  Diese  algebraischen  Gleichungen  zwischen  den  Invarianten 
^2}  ^3  der  ursprünglichen  Function  p  (u)  und  den  entsprechenden  Grössen 
(?2)  G-i  der  transformirten  Function  Pi(u)  sollen  kurz  Invarianten- 
gleichungen genannt  werden.  Sie  entsprechen  in  gewissem  Sinne 
den  im  Vorhergehenden  behandelten  Modulargleichungen  Jacobi's. 
Auf  Veranlassung  von  Weierstrass  wurden  diese  Invariantenglei- 
chungen zuerst  aufgestellt  in  der  schon  oben  (S.  483)  genannten  Disser- 
tation von  Felix  Müller:  „De  transformatione  functionum  elltpti- 
carum**,  Berlin  iSöy, 

Um  zu  ihnen  zu  gelangen,  bilden  wir  die  der  transformirten  Func- 
tion |?i(w)  entsprechende  ö-Function,  welche  wir  mit  ö(w)  bezeichnen 
wollen,  und  welche  mit  fpy{u)  durch  die  Gleichung: 

dp       - 
2)  ^logö(w)  =  — |^,(m) 

verbunden  ist.  Für  den  Fall,  wo  der  Grad  der  Transformation  eine 
ungerade  Primzahl  ist,  folgt  aus  30)  §  55: 

n— 1 

3)  ^,iogö(«)=|iiog.(«)+ i:ri^,ioga(«+^) 

,    ^  ,        ,       2aco.~l  ,  ^^ 
WO  der  Kürze  halber  gesetzt  ist: 
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n — 1 
2~ 


/2aa}\ 


4)  0,  .2.  ?^ 

Durch  einmalige  Integration  folgt  ans  3): 

£l0gö(«)  =  £l0gö(tt) 

.  vT«'  1        /    .  2a«).  ,  d  ,       ,       2o<ö.'l  ,  „^ 

+ 2- 1  ^  log «» («+  -F>  +Äi  ioe<'(«-  ^)  |+2<?.«, 

WO  keine  Constante  hinzuzufügen  ist,  da  ~  loga(u)  eine  ungerade  Func- 
tion ist  Integriren  wir  nun  die  letzte  Gleichung  abermals,  und  zwar 
logarithmisch,  so  erhalten  wir: 


n—l 
S 


WO  C  die  Integrations-Constante  bezeichnet.  Um  diese  zu  bestimmen, 
denken  wir  uns  beide  Seiten  dieser  Gleichung  nach  Potenzen  von  u 
entwickelt,  jedes  Glied  durch  u  dividirt  und  dann  u  «=  0  gesetzt.  Als- 
dann ergiebt  sich: 


1 
Mithin  wird 


»— 1  «— 1 


ünl    /2acö 


Nach  Gleichung  10)  §  15  (S.  100)  ist  aber: 

/2a«)  ,    \  /2a«)      \ 

daher  wird: 

n—l  n--l 

Dies  ist  die  Form  der  transformirten  (7-Function  ftir  einen  ungeraden 
Frimzahlgrad. 
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Die  Methode,  nach  welcher  aus  der  Gleichung  6)  die  Relationen 
zwischen  Gi,  G^^  G^  and  g^^  g^  hergeleitet  werden,  ist  nun   folgende. 

Entwickelt  man  in  6)  das  Produet  rechts  vom  Grade  — —  nach  Poten- 
zen von  p(u),  so  erhält  man: 

~/   V  w— 1  n — 8  »—ö  »—7 

7)    e^^^'-J/,  =  P  »  («)-ff,  p  »  (tt)+i?.-6  P  ~»  («)-i?^7p"^(«)  +  . . . 

w— 3  »—1 

+  (— l)~i?,  j»(M)  +  (— 1)  *~i?o, 

WO  C|,  i?«_-4,  Bn-i,.-.Bu  Bf,   Bymmetrische  Fanctionen   von   #»(  —  )» 
J^V...P^("-^1)^)  sind;  nämlich: 


n— 1 
3 


s)  «,  =2K^). 


Da  zu  diesen  Coefficienten  noch  die  beiden  Grössen  ^2)  ^3  hinzutreten, 

so  sind  in  der  Gleichung  7)  im  Ganzen  —  —  unbekannte  Grössen  vor- 

banden,  zu  deren  Bestimmung  ebenso  viele  Gleichungen  erforderlieh 
sind.  Man  könnte  nun  beide  Seiten  der  Gleichung  7)  nach  Potenzen 
von  M  soweit  entwickeln,  bis  man  durch  Gleichsetzung  entsprechender 

Coefficienten     -  '  Gleichungen  erhielte,  aus  denen  dann  alle  Unbekann- 

ten  ausser  6^i,  G-i,  G^  zu  eliminiren  sind,  wodurch  3  Gleichungen  fttr 
diese  Grössen  übrig  bleiben.  Da  aber  die  durch  Vergleichung  der 
Coefficienten  entstehenden  Gleichungen  für  ein  n,  das  grösser  als  5  ist, 
sehr  complicirt  werden,  so  werden  in  der  genannten  Dissertation  die- 
jenigen Gleichungen  zwischen  p( — h  pf — j»  . .  .  pl- ^    j  zu  Hülfe 

genommen,  die  sich  aus  den  Additionstheoremen  4)  und  5)  §  15  (S.  199) 
ergeben.  Auf  diese  Weise  gelang  es,  fllr  w  =  2,  3,  5  und  7  zunächst 
eine  algebraische  Gleichung  für  Gi  herzustellen  und  ^^^  ^3  rational 
durch  6'i,  g^^  ^3  auszudrücken.  Durch  Elimination  von  Gi  aus  einem 
der  letzten  beiden  Ausdrücke  in  Verbindung  mit  der  Gleichung  für  G^ 
erhält  man  dann  die  algebraische  Gleichung  für  (?2»  resp.  G^. 
Beispielsweise  lauten  fttr  n  =  3  die  Resultate : 
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^     I  6?2  =  120G\—%g^,         Ö3  =  2806^J— 420^201— 27^3, 
und  für  n  =  5: 

^  \  GtGy^  =  806^J— 39i^t(?,— 4(^3,     G^  =  U0G'—112gtGi—195g^. 
Auf  etwas   anderem  Wege  hat  F.  Brioschi:   „Sur  une  formule  de 
transformation  des  fonctions  elltptiques",  C.  R,  LXXIX,  io6^ — io6g, 
1874,  die  Invariantengleichnngen  für  »  =  3  und  n  =  5  hergeleitet. 

Die  gewonnenen  Gleichungen  für  6^1,  (?2,  G^  können  auch  benutzt 
werden,  um  eine  algebraische  Gleichung  zwischen  den  absoluten 

G^  o^ 

Invarianten  -^  und     \  herzustellen.    Man  hat  nur  nötig,  den  Aus- 

druck,   der   G-i  als  rationale  Function  von   6^1,  g^^  g^  ergiebt,  in  die 

dritte,  den  entsprechenden  für  6^3  in  die  zweite  Potenz  zu  erheben  und 

G^ 
den  Quotienten  beider  Potenzen  -^^  zu  bilden.     Dieser  Quotient  lässt 

^3 

sich  so  umformen,  dass  überall  nur  Potenzen  von  —Gi  und  von  ^ 

^3  g\ 

auftreten.    Ebenso  lässt  sich  die  obige  algebraische  Gleichung  ftlr  Gx 
in  eine  solche  gleichen  Grades  für  ^G^  verwandeln,  wie  man  aus  der 

ff  o 

Form  der  Gleichung  für  G^  leicht  erkennt    Eliminirt  man  nun  aus 

der  Gleichung  für  —\  und  der  für  —G^  diese  letztere  Grösse,  so  erhält 

^3  ^3 

man  die  gesuchte  Gleichung  zwischen  den  absoluten  Invarianten  — f 

und  ^\.    Diese  Gleichungen  haben  ähnliche  characteristische  Eigen- 
schaften wie  die  Modulargleichungen. 

Die  Invariantengleichungen  für  die  Transformation  vierten  Grades 
sind  hergeleitet  in  der  Schrift  von  Felix  Müller:  „Ueber  dte  Trans- 
formatio7i  vierten  Grades  der  elliptischen  Functionen",  Berlin  1872. 

Hier  ist  die  Gleichung  für  6^1  =  il^M+Ff^j  vom  6*®°  Grade: 

11)  G\—Z^g^G\—h^^^G\'-nhg\G\—7^'l^gig^G^  '\-^\—\mj\  =  0, 
und  die  rationalen  Ausdrücke  für  G^  und  G%  lauten: 

.     I  (13(?J  +  .V^2)  G^  =  1200(?:-257^3Ö?-9(V3^i  +^J, 
"^     }  (13GJ  +  rir^2)^^3=2240öJ— 766^^,6?^— 428^3Ö?+28i72^i+4^2^3. 
In  der  oben  angeführten  Dissertation  von  Felix  Müller  ist  auch 
eine  Methode  angegeben,  die  Multiplicationsformeln,   also  den 
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Ansdrnck  für  p(riu)  durch  die  Function  p(u)  zu  erhalten.  Es  wird 

dazu  die  Function  — -  t^  benutzt.    Diese   Function   hat  die  Perioden 
2a>,  2a>'.    Denn  nach  Formel  19)  §  15  (S.  104)  ist 

13)  ö(u+2(o)  =  —e  ^'^         a(u). 

Aus  diesen  folgt,  mit  Berücksichtigung  der  Gleichung  16)  §  15  (S.  103): 

2n —  (nw  -\-  nof) 
ö  (nu + 2na>)  = —e    ^^  o  {m\ 

und  wenn  man  diese  Gleichung  durch  die  aus  13)  durch  Potenzirang 

sich  ergebende: 

2nn — (u-\'Q>) 
ö  •»  (m + 2co)  ^  —e       ^^  ö  «»(m) 

diridirt,  erhält  man: 

-  -V  C(nu + 2ncö) C (nu) 

^  ö*^7m^ö>)  ~  <j"*(m)' 
Ganz  ebenso  ergiebt  sich,  unter  Anwendung  der  Gleichungen  15)  and 
20)  §  15: 

^  p  V  ö{nu  +  2na)') ö{nü) 

^  ö"*(m+2cö')  ~  ö*^) 

Mithin  hat  die  Function  —!..-<  die  Perioden  2o9  und  2a>',  lässt  sich 

ö*^(w) 

also  rational  durch  p{u)  ausdrücken. 

Da  nun  u  =  0    der  einzige  zu  2a>,  2cd'  incongmente  Wert  des 

Argumentes  ist,  fttr  den    ^^      =  oc    wird,   so   hat  die  Entwickelnng 

dieser  Function  die  Form: 

0(nu)  ^  ^       ^    y  i    X         r^      ^^     \  /    V 

j^=  ^«-^.  ^„.-logö(«)-^.^log<T(«)-... 

2 

oder,  wenn  wir  p(w)  und  deren  Ableitungen  einfuhren: 

Die  Constanten  (7o,  Cj,...  67;i«_i   werden  gefunden,  indem  man  beide 

2 
Seiten  der  Gleichung   16)   nach  Potenzen  von  u  entwickelt  und   die 
Coefficienten   gleich   hoher  Potenzen   einander  gleich  setzt.    Aus   der 

Function  —^^t\  aber  folgt  sofort  p{:m)  durch  zweifache  Differentiation. 


§  56]  407 

Für  n  =  3  wird  z.  B. 


17)  ^  S  =  *»*(«)-  '{9i  pm-ffi  p  iu)-i-,g 


8 


r^  =  0,  also  p(3m)  =  oc  für  tt  =  -T-,  das  Argument  von  ^i=|s>(-—) 


und  durch  Differentiation 

18)  {  -l-92gzP'-^g2g^p^+^glP'-^lg^p^+^,glP-^g2glp 

wo  der  Kürze  halber  das  Argument  bei  p(ü)  fortgelassen  ist  Man  be- 
achte, dass  die  rechte  Seite  der  Gleichung  17)  übereinstimmt  mit  der 
Function  in  der  ersten  Gleichung  9),  was  seinen  Grund  darin  hat,  dass 

(J(3u) 

ö9(l 

in  9).    Die  Function     Jl .  {  wird  null  für  w  =  -r-  und  u  =  -— ,  kann 
^  ö^^{ü)  5  5 

also  auch  gewonnen  werden  aus  der  Gleichung  12^*°  Grades,  der  die 

Grössen  I^(-t-)  ^^^  ^(it)  ß^°^S®°»  und  diese  Gleichung  erhält  man 

wieder  durch  Elimination  von  G^  und  Bq  aus  einer  Gleichung  von  der  Form 

y^^Giy+Bo  —  0 
in  Verbindung  mit  der  Gleichung  10): 

G'-5giG\—40gzG\—5glG\—Sg2g^G,—bgl  =  0 
und  der  Gleichung  für  B^: 

6G^Bo  =  G\+i-g^Gi+g^. 

Auf  gleiche  Weise  erhält  man  allgemein  die  Function  ~~^.-\  mit 
Hülfe  der  Gleichung  vom  Grade  — - — ,   deren  Wurzeln   die  Grössen 


(?>K?)-K^)""^ 


Die  Function   -^\  genügt  einer  partiellen  Differentialgleichung 

zweiter  Ordnung,  welche  ebenfalls  zur  Berechnung  der  Coefficienten  von 

-^-r~,  also  auch  zur  Herstellung  von  p(nu)  benutzt  werden  kann. 

Setzt  man  in  die  partielle  Differentialgleichung  für  ö{u)  (32),  §  23, 
S.  167): 

nu  an  Stelle  von  u,  so  erhält  man: 

d^a(nu)       ,^  ,    8ö(nu),  ,    ,  ,8a(m<)      ,    .     ,^/    v 

und  aus  derselben  Gleichung: 

Enneper,   eUipt.  Fanotioiieii.    S.  Aufl.  32 
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,8»(?"*(t<)     n^—1  /d'^a(u)Y 


du^        a""(w)  V    8m 


Fuhren  wir  die  Abkürzungen  ein: 

so  folgt  aus  den  beiden  vorhergehenden  Oleichnngen: 


-n 


«»^'^=(1)'-  '^'^l+^'v;,^ 


y  8m2        ya^^ 
oder 

Da  nun  aber 

i  ?^_i w  _  i/i  M  „  „,  8  M  Sem  _  _„, 

y  8u2     yAßuJ       Bu\y  du)         du\a(u)    Bu  J  *^^  ' 

ist,  80  erhalten  wir: 

Diese  Gleichung  werde  nnn  durch  Einführung  der  partiellen  Ableitongen 
der  Function  z  nach  p(u),  g^,  g^  transformirt    Wir  setzen: 

8«      \8«»A8«/   8w*      W/WV     W^AW' 
und  erhalten: 


K0E)v  [mh<i^)^'€Mm ' 


Da  nun  aber: 


-'mM^<^-<^h-"' 


so  erhalten  wir: 


und  nach  Einsetzen  der  Werte  von 


(D*  ""^  ©•: 
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Dies  ist  die  Differentialgleichang  zweiter  Ordnung,  der  die  Function 

Unter  EinfÜhrnng  der  Bezeichnung  r«  für  die  obige  Function  z^^t-t 

werden  zwischen  den  Functionen  mit  verBchiedenen  Indices  die  Re- 
dnctionsformeln : 

r2n+i  =  rJr«+2 — rj+ir«_i, 

ran  =  —f  (ri+i  r«— » — ri_i  r.+g) 

aufgestellt  in  einer  Arbeit  von  M.  Simon:  „Ganzzahltge  Multiplicatton 
der  eUipttschen  Functionen  in  Verbindung  mit  dem  Schliessungs- 
problem", Pr,  Strassburg  i\K  iSj^, 

In  einer  Abhandlung  von  L.  Kiepert:  „Wirkliche  Ausführung 
der  ganzzahligen  MuÜiplication  der  elliptischen  Functionen*',  Grelle 
J.  LXXVI,  21 — jj,  /*7i>  ist  eine  allgemeine  Multiplicationsformel  für 
jeden  beliebigen  ganzzahligen  Mnltiplicator  n  übersichtlich  dargestellt 
in  Form  einer  Determinante,  welche  ausser  p(u)  die  Ableitungen  dieser 
Function  enthält.  In  einer  zweiten  Arbeit  von  L.  Kiepert:  „Auflösung 
der  Transformationsgleichungen  und  Division  der  elliptischen  Func- 
tionen", Grelle  f.  LXXVI,  34 — 44,  iSy^,  wird  gezeigt,  dass  die  Glei- 
chung zwischen  ip{nu)  und  ip{u)  sich  in  dem  Falle  lösen  lässt,  wenn 

p[ — j  und  pl — j  als  gegeben  betrachtet;  und  es  wird  die 

Lösung  der  Gleichung  vom  Grade  rfi  in  Bezug  auf  p{u)  zurückgeführt 
auf  zwei  Gleichungen  vom  Grade  n. 

In  einer  Reihe  von  Abhandlungen  „Zur  Transformationstheorie  der 
eUiptischen  Functionen'',  Grelle  f.  LXXX  VII,  199—216,  LXXXVIII, 
20^ — 212,  18'/ 9,  XGV,  218 — 230,  188 j,  und  „Ueber  Teilung  und 
Transformation  der  elliptischen  Functionen",  Glebsch  Ann.  XXVI, 
J69 — 4^4,  188 s,  untersucht  Kiepert  die  Function 

welche  die  Eigenschaft  besitzt,  dass  sich  alle  übrigen  bei  der  Trans- 
formation auftretenden  Grössen  durch  sie  und  die  Invarianten  g^^  g^ 
rational  ausdrücken  lassen,  und  welche  gleichsam  als  der  vornehmste 

82* 


man 
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Repräsentant  einer  ganzen  Gattung  Von  Httlfsgrössen  angesehen  wer- 
den kann,  die  nieht  nur  ftlr  die  Transfonnation,  sondern  auch  für  die 
Algebra  von  besonderer  Wichtigkeit  sind,  und  die  zu  einander  in  inni- 
ger Beziehung  stehen. 

Das  Funetionalverhältnis  von  I=gl:  J,  der  absoluten  Invariante, 

und  a>=— ,  dem  Periodenverhältnis,  wird  nach  Riemann'schen  Prin- 

CÖ.2 

cipien  eingehend  studirt  von  F.  Klein:  „Ueher  die  Transformation 
der  elliptischen  Funktionen  und  die  Auflösung  der  Gleichungen 
fünften  Grades",  Clebsch  Ann.  XIV,  in — 172,  i8j8.  Im  Anschlnss 
an  diese  Arbeit  sind  zu  erwähnen:  J.  Gi erster:  „Notiz  über  Modular- 
gleichungen  bei  zusammengesetztem  Transfarmatiansgrad",  Clebsch 
Ann,  XIV,  jj/ — ^44,  18 jg,  und  „Die  Untergruppen  der  Galois'- 
sehen  Gruppe  der  Modulargleichungen" ,  Clebsch  Ann,  XVIII,  j/p — 
266,  188 1,  sowie  W.  D  y  c  k :  „  Versuch  einer  übersichtlichen  Dar- 
stellung der  Riemann' sehen  Fläche,  welche  der  Galois* sehen  Resohente 
der  Modulargleichung  für  Primzahltransformation  der  elliptischen 
Functionen  entspricht"',  Clebsch  Ann,  XVIII,  507 — $28,  1881. 

G.  Frobenius  und  L.  Stiekelberger  („Ueber  die  Addition 
und  Multiplication  der  elliptischen  Funktionen'*,  Crellef,  LXXXVIII, 
146 — 184J  vergleichen  die  transcendenten  Ausdrücke  fUr  die  Elemente 
der  Kettenbruchentwickelung  der  Quadratwurzel  aus  einer  Function 
4**"  Grades  (Jacob i,  Crellef,  VII,  4 ij  mit  den  algebraischen  Formeln, 
welche  Jacobi  ( Cr  eile  f  XV,  i/p — 124,  u.  XXX,  i48'-'ij6j  für  die 
Umwandlung  einer  Potenzreibe  in  einen  Kettenbruch  aufgestellt  hat, 
und  gelangen  so  zu  den  Multiplicationsformeln  fUr  die  elliptischen 
Functionen. 

Da  man  im  allgemeinen,  wie  wir  gesehen  haben,  eine  Transfor- 
mation vom  Grade  ab  erhält,  indem  man  zuerst  eine  Transformation 
a^u  Grades  und  dann  eine  Transformation  b^^^  Grades  ausführt,  so  hat 
man  sieh  bisher,  was  die  wirkliche  Ausführung  der  Rechnungen  be- 
trifft, meist  auf  den  Fall  einer  Primzahl-Transformation  beschränkt 
Dass  diese  Beschränkung  für  die  Herleitung  der  algebraischen  Be- 
ziehungen eine  schädliche  gewesen,  zeigt  L.  Kiepert  in  einer  kürzlich 
erschienenen  grösseren  Arbeit:  „Ueber  die  Transformation  der  ellip- 
tischen Funktionen  bei  zusammengesetztem  Transformationsgrad'* , 
Clebsch  Ann,  XXXII,  1—135,  1888,    ' 


Anhang. 


Note  I. 

Ueber  einige  von  Legendre  betrachtete  Integrale,  welche  sich   auf 
elliptische  Integrale  reduciren  lassen.    Neuere  Untersuchungen  Über  die 

Reduction  hyperelliptischer  Integrale. 

Im  ersten  Bande  des  y,Traiti  des  fonciions  ellipttques**  hat  Legendre 
an  verschiedenen  Stellen,  namentlich  in  Chap,  XXVIy  XXVJI,  XXXJI  und 
XXXIII  Integrale  betrachtet,  welche  auf  elliptische  rednctibel  sind,  nnd 
deren  ziemlich  einfache  Formen  es  gestatten,  ohne  Znhttlfenahme  anderer 
Theorien  die  Reduction  einfach  direct  ausführen  zu  können. 

£s  sollen  zunächst  die  im  Chap.  XXXII  p.  2^2 — 256  behandelten 
Fälle  mitgeteilt  werden. 

Sind  />  (>,  R,  S  Functionen  von  x\  so  lässt  sich  jede  rationale,  ge- 
brochene Function  auf  die  Form  bringen: 

R+Sx 
oder  Zähler  und  Nenner  mit  R — Sx  multiplicirt : 

wo  M  und  A  rationale  Functionen  von  x^  sind. 

Sind  Aj  B,  (7,  D  und  Z  Polynome  von  ;,  so  lässt  sich  durch  Erweitem 

des  Bruches  mit  C — I)\/Z  der  Ausdruck: 

C+D]/Z 
auf  die  Form: 

AC-BDZ-^(BC-ADyZ  ^ 

bringen,  wo  ü  und   V  rationale  Functionen  von  z  sind. 

I.     Setzt  man  x'^=^z  in: 

M+Nx 


A 


dx, 


\/^a+bx^+Vx^+a'x^ 
wo  M  und  i\  rationale  Functionen  von  x^  sind,  so  geht  das  Integral  Ober  in: 
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Mz 


1  r Mdz^ 1  r 


wo  nun  M  und  N  rationale  Functionen  von  z  sind.  Die  beiden  Integrale 
in  Beziehung  auf  z  sind  elliptische  Integrale. 

Im  Chap.  XXXIlIt  p.  259 — 272  hat  Legendre  das  obige  Integral 
genauer  untersucht  und  dabei  eine  Anzahl  interessanter  Specialfiüle  betrachtet 

n.  Es  bedeute  T  eine  rationale  Function  von  x^  so  kann  man  setzen 
J=  M-\'Nx^  wo  M  und  N  rationale  Functionen  von  a:^  sind.    Sei: 

M+Nx 


J  vi 


dx. 


\+2bx^+cx^ 
Man  setze: 

\/a+2bx'^+cx^  =  z 
und  nehme  die  Wurzel: 

also : 

z^dz 
xdx  =  -r  — 

Es  ist  A^=^+^'l/Ä>M-Ii*^ä)~c,    wo  U  und    F  rationale    Functionen 
von  z^  sind.     Man  erhält  so: 

/\ Nxdx         _    r        Uz^dz        ^    fvzHz 

Um: 

Mdx 


A 


]/a+2bx^+cx^ 

zu  rednciren,  setze  man: 

4 

\/a+2bx^+cx*  =  xy 
oder: 

Differentiirt  man  den  Logarithmus  dieser  Gleichung,  so  folgt: 

ox  _  ja^-^+^::i  j\ 

X       \\/b'^—a(c—y^)—b    c—y^r 

Erweitert   man   im    ersten   Tenne    rechts    mit    \/b'^ — a{c — y*)-|-^,    so    folgt 
einfacher : 

dx  _  t/P^fl(c^)— ^  yMy 

X  ~  c—y^  \/b'^—a  (c— y*) ' 

oder: 

dx  ^  x^y^dy 

xy  "^  1/^2— a(c— y*y 
Hieraus  folgt  unmittelbar: 
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wo  IJ\  und  Fl  rationale  Functionen  von  y*  sind. 

Sind  wieder  M  und  iV  rationale  Functionen  von  x^,  so  lässt  sich  ganz 
auf  dieselbe  Weise  wie  H  das  Integral: 

H^=  I  {M+  Nx)]/a + 26a;2 + ca:*(fe 

ttansformiren.     Auf  die  Integrale  /^  und  U^  Iftsst  sich  das  Integral : 

{M+Nx) .  (a+2ftx2+ca:4)±*  dx  \ 

reduoiren,  und  ebenso  für  ^  =  a;2  das  Integral: 


ß 


/ 


wo  Z  eine  rationale  Function  von  t  ist. 
III     Das  Integral: 

/=   /  (M+Nx)(a+2bx+cx^+a'x^y^idx, 

wo  J/und  ^  rationale  Functionen  von  x'^  sind,  lässt  sich  auf  mehrfache 
Weise  auf  elliptische  Integrale  reduciren.  Man  kann  sich  zuerst  einer,  der 
folgenden  Substitutionen  bedienen. 

]/a+2bx+cx^+a'x^  =  l/ä+7, 

3 3        

\/a+2bx+cx^'+a'x^=  xya'+t. 
Man  kann  zweitens  eine  der  Constanten  a  oder  a'  in 

(a+2bx+cx^+a'x^^ 

wegschaffen,  indem  man  ,r  =  m+j/  oder  x=^m-\ —  setzt  und  fttr  m   eine 

reelle  Wurzel  der  Gleichung  a+2^m+c»i*+a'm^  =  0  nimmt.  Es  sei  auf 
diese  Art  die  Quantität  a'  weggeschafit.     Setzt  man  dann: 

a+2bx+cx^  =  z^  oder  ex  =  —b+\/b^+(z^—a)V, 

so  lässt  sich  /  auf  die  Form  bringen : 


J  \/b^+(z^—a)c     J 


^0  U  und  r  rationale  Functionen  von  z  sind. 

Offenbar  lässt  sich  auf  dem  von  Legendre  angegebenen  Wege   auch 
das  Integral: 

/  (M-i-Ax)(a+2bx+cx^+a'x^ytidx 

behandeln. 

Die  in  dieser  Nummer  behandelten  Integrale  sind  mehrfach  reproducirt 
worden,   man  hat  auf  dieselben  Sätze   angei^andt,   welche  einfache  Conse- 
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qnenzen  der  Lehre  von  den  elliptjgchen  Integralen  sind.  In  einer  auch  sonst 
sehr  hübschen  kleinen  Notiz  j^Thiorhne  relatif  ä  une  certaine  fonction  trän" 
scendanW  (Crelle  /.  IX,  295 — 296^  liat  Minding  das  Integral: 


.ß 


l+ax^dx 


behandelt  nnd  sich  dazu  eines  allgemeinen  Satzes  von  Abel  (Crelle  J.  IV, 
200)  bedient.  Richelot  (Crelle  J.  IX,  407 — 408^  hat  schon  bemerkt,  dass 
das  von  Min  ding  behandelte  Integral  als  besonderer  Fall  in  dem  obigen 
von  Legendre  behandelten  Integrale  enthalten  ist.  Unter  dem  Titel  y^Note 
relatwe  ä  tintigräiion  (Tum  iqwUion  diffirentülU  remarquable**  hat  A116grdt 
in  den  „C  R,  XXXVl,  11 44 — 1146  die  Differentialgleichung: 

dx  _^ äy_ ^_^ 


{A+BX+  Cx^+Dx^)i      {A+By+Cy^+  Dy^ß 

behandelt.  Die  Unkenntnis  der  Arbeiten  von  Legendre  nnd  eine  pom- 
pöse Ankündigung  neuer  Entdeckungen  haben  dem  Verfasser,  ungeachtet 
einiger  eleganter  Entwickelungen,  eine  sehr  scharfe  Kritik  von  Serret  und 
Liouville  fC.  Rib.  1174  u,  iiysj  nicht  erspart.  A.  Picart  fahrte  die 
Transformation  der  obigen  Differentialgleichung  mittelst  einer  algebraischen 
Substitution  aus  (C  R.  LXVI,  11 92 — 1194A 

Die  in  11  und  III  behandelten  Integrale  finden  sich  erweitert  und  voll- 
ständiger ausgeftlhrt  in  der  Dissertation :  ^JDe  qtähusdam  generibus  inUgralium 
ellipiicorum''  (Berolini  i8s7j  von  Röthig.  Ein  Auszug  dieser  lesenswerten 
Abhandlung  ist  unter  dem  Titel  „Ueber  einige  Gallungen  elliptischer  Integrale** 
in  Crelle  J.  LVJ,  197 — 203  mitgeteilt.  Es  wird  darin  gezeigt,  dass  die 
Integrale  von  der  Form 

f{x)  dx 


J  {a- 


\+axX+(iiX^-{-a^x^)^ 

worin  f{x)  eine  rationale  Function   und  m  irgend  eine  ganze  Zahl  von  der 
Form  3^4-1  oder  ^n-^-^^  sich  stets  auf  elliptische  Integrale  mit  dem  Modul 

ö  V  2±l/^»  und  dass  die  Integrale  von  der  Form 

f{x)dx 


ß 


(a + «lO:  -f  a^x'^  H-  a^x^ + a^x^y^ 

worin  m  von  der  Form  4n+l  oder  4n-|-3  ist,  sich  auf  elliptische  Integrale 

mit  dem  Modul  \/~  zurückfahren  lassen. 

lY.     Es  sei  P  eine  rationale  Function  von  x  in  dem  Integrale: 

P.dx 


"'.h 


\'\-}>x-\-cx'^-\-gx^-\-cx^^hx^-\-ax^ 
oder,  was  dasselbe  ist,  in  dem  Integrale: 

„_    r Px^^dx 

Man  setze  x-\-xr^  =  2r,  also  x  =  z-^z*^ — 1, 
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X  l/x  1/2 

Die  letzte  Gleichung  differentiirt  giebt: 

dz efe    \    1 

Setzt  man  znr  Abkflrznng: 

2o(42»— 3z)+2ft(2z»— 1)+2«+^=  Z, 
80  nimmt  H  die  Form  an: 


_äx_( 


j  i/(z+i)z  y  i/(z-i)z' 


wo  Zi  nnd  Z2  rationale  Fnnctioncii  von  z  sind. 

V.     Ist    Q    eine    rationale    Function    von    y,    so    kann    man    setzen 
(>=  Mi-Ni/y  wo  ylf  und  A^  rationale  Functionen  von  y^  gind.     Es  sei  nun: 

Ody 


.-/- 


Ftlr  yi  ^  X  nimmt  das  Integral: 

Afdy 


ß 


genau  die  Form  des  in  IV  behandelten  Integrals  an,  wenn  dort  a  =  0  ge- 
setzt wird.     Für  y^  =  x  reducirt  sich: 

J^'ydy 


A 


\/b+cy'^'^gy^+cy^+by^ 

offenbar  auf  ein  elliptisches  Integral. 

VI.     Auf  das  Integral  iT]  in  V  lägst  sich  das  Integral : 

Pdx 


A 


X 


reduciren,  wo  P  eine  rationale  Function  von  x  ist,  mittelst  der  Bubstitution 

=  (— )  ^*    Diese  Substitution  setzt  voraus,  dass  a  nnd  c  gleiche  Zeichen 

haben. 

Für  den  Fall,  dass  J  =  0,   a  =  -j-l    nnd  c=  Tl,  das  Integral  also 
die  Form  hat: 

Päx 


A 


vergleiche  man  über   dessen  Rednction  eine  Abhandlung  von  Richelot  in 
CreUe  /.  XXXIl,  213—218. 

VII.     Es  bedeute  Q  eine  rationale  Function  von  sin'^).     Ist  in: 

Qd^ 

\J\ — msin^g) 


-A 
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m>l,  80  setze  man  m=  ,  ^      und   sino)  =  sinasintt?.     Es   geht   dann    V 
über  in: 


^ /•      sin  a  Qdfp 

J  l/l— sin^äsin^tp' 


wo  Q  eine  rationale  Function  von  sin^^  ist. 

YIII.    Ist  m  positiv,  sonst  beliebig,  so   folgt  mittelst  der  Substitution: 

J  l/l+msin2g)  J   l/l— A^sin^v? 

wo  k}  =  ZT-. — .    Es  bedeutet  Q  eine  rationale  Function  von  sin  ip  und  cos  a> 
l-|-iw 

oder  von  cos^  und  sin^. 

IX.    Ist  (>  eine  rationale  Function  von  sin  9  und  cos  9),  so  setze  man 
zur  Reduction  des  Integrals: 

Qd(p 


A 


l/a+ftcosgp+csin^) 

ipz=l2^)+a  und  bestimme  a  durch:  ^sina  =  cco6a.     Es  wird  dann 

a-f^  cos  gp+c  sing)  =  a+(^cosa+csina)co8  2^ 
=  a+ftcosa+csina — 2(6cosa-fc8ina)sin2y, 

oder  kürzer  a+&co89)+c8in9?  =  a'i^'sin^tp.  Der  Ausdruck  fttr  Q  nimmt 
die  Form  an  (>  =  ^+A^sin^co8^,  wo  M  und  iV  rationale  Functionen  von 
sin^^  sind.     Das  obige  Integral  erhält  die  Form: 

1    /•       Mdi^)  1    /^  Nsintpcosfdtl) 

Das  erste  der  vorstehenden  Integrale  läset  sich  auf  elliptische  Integrale  redu- 
ciren,  das  zweite   wird   rational   mittelst   der  Substitution  a'^^'sin^^  ==a;^. 

X.     Ist  Q  eine  rationale  Function  von  sing)  und  cosgp,  und  setzt  man: 
tang^  =  a;,  --  =  arctango:,  also: 

\—x^     .  2x       ^  2dx 

80  geht  das  Integral  : 


/ 


\/  A+ B  coB  g)+  Csmg)+ D  coB^  gp+^sin  g)  cos  gp+Z'sin^gt) 

unmittelbar  in  ein  elliptisches  Integral  über. 

Ein  anderes  sehr  ausgezeichnetes  Verfahren  dieses  Integral  zu  rednciren 
rührt  von  Gauss  her  fWerkg  III,  m).     (Vide  §  5.) 


<  .•* 
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XI.    Es  bedeute  Q  eine  Function  von  sin^g).     Für: 

.  ,  w^sin^ip 

j     cos^y mdip 

^      cos^y+m^sin^tp'     ^       cos^tp+m^sin^tp 
erhält  das  Integral: 

Odq> 


"h 


i+ftsin^gp  l/a'+ft'sin^^) 
die  Form: 


/mQdtp 


wo: 

Ä  =  [a  C082  y +(a+^)  m*  sin«  y]  [a'  cos«  tp  -f  (a'+ft')  m«  sin«  ^]. 

Es  nimmt  J  die  Form  eines  elliptischen  Integrales  an,  wenn  m  durch 
eine  der  Gleichungen  a  =  (a+b)m\  oder  a'=(a'+^')'w«  bestimmt  wird, 
was  voraussetzt,  dass  a  und  a+^f  oder  a'  und  a'+^'  gleiche  Zeichen  haben. 
Sind  diese  Bedingungen  nicht  erfült,  so  setze  man  8ing[>  =  a;  und  betrachte 
Q  allgemeiner  als  eine  rationale  Function  von  sing)  und  cosgp.     Man  kann 

dann  setzen  Q  =  Xx+Ä2^l—x^,  wo  Xi  und  X^  rationale  Functionen  von 
X  sind.    Das  Integral  /  geht  dann  über  in : 


J  = 


Das  erste  der  vorstehenden  Integrale  ist  in  I  behandelt,  das  zweite  hat  die 
Form  eines  elliptischen  Integrals. 

Ausser  den  in  I — XI  betrachteten  Integralen  hat  Legendre  im  Chap, 
XXVII  9Mi  p,  178  und  /.  180  noch  einige  Integrale  reducirt,  deren  voll- 
ständige Ausführung  hier  zu  weit  führen  würde.  Da  die  behandelten  Inte- 
grale als  specielle  Fälle  der  in  IV  und  V  aufgestellten  Integrale  erscheinen, 
so  sollen  dieselben,  von  diesem  Gesichtspunct  aus,  hier  noch  kurz  angemerkt 
werden. 

In  dem  Integrale: 


J    j/l — cos«asi] 


sin«9> 
setze  man: 

\J\ — cos«  a  sin«  g)  =  y  l/sina , 
also: 

cosasingf)  =  \J\ — y^sino^  cosacosgp  =  j/sinal/y* — sina. 
Man  erhält  so: 

y « (sin  a)i  dy 


J    y — sma 


(1 +§/«)+(! +8in«a)j/* 
welches  Integral  sich  auf  Hi  in  V  reducirt  für: 
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b  —  — sin a,  c  =  0,  nnd  ^  =  1  +8iii'o. 
Ferner  erh&lt  das  Integral: 


B 


fl 


für 


die  Form: 


^1 — cos^asin^go  =  o^l/sina 


g^      o    ,  *,B.u«)4*r 


/. 


(l+a:«)+(l+8in2a)a:3 

Dieses  Integral  kommt  aof  das  durch  //  bezeichnete  Integral  in  IV. 
znrflck  für  a  =  — sina,  ^==0,  c  =  0  und  ^— 1+sin'a.  Das  von  Le- 
gendre  /.  183  behandelte  Integral: 

— cos^asin^o)  , 

dg> 


ß    V  Sin  9) 

nimmt  für  sin  gp  =  —— —  die  Form  an : 

l/cosa 


-"/ 


*)rfy 


l  +y8)  cos  a — (1 +C08*  ä)  y^ 

Das  rechts  stehende  Integral  ist  ein  besonderer  Fall  des  in  V.  untersuchten 
Integrals  H^. 

Andere  Integrale  mit  derselben  Function  unter  der  Wurzel  werden  be- 
trachtet  von  D.  Bierens    de   Haan:    ,^Herletding  van  eenige  inUgralen  mef 

der  worUhorm  l/l+psin^ajcos^a:  tot  elliptische  en  andere  iniegralen**,  Ämst. 
Verh.   1881. 

In  einer  Note  von  0.  Simony:  ^Losung  des  Integrals 

r        x'^dx 

durch  elliptische  Integrale  erster,  zweiter  und  dritter  Gattung,  vorausgesetzt^  dass 
a,  ß  beliebige  ganze  positive  oder  negative  Zahlen  bedeuten*\  Grüner t  Arch,  LV^ 
193 — 210,  1873,  wird  gezeigt,  dass  das  obige  Integral  sich  für  4ac — b'^  =  0 
auf  algebraische,  logarithmische  oder  cyclometrische  Functionen,  im  übrigen 
aber  auf  elliptische  Integrale  zurflckfähren  lässt.     6.  A.  Stuart:  „Reduciion 

*S  Quart.  J.XVIIIy  245—260, 

(^n ^»)  1/2« ^ 

1882,  untersucht  das  genannte  Integral  für  besondere  Werte  von  n,  beson- 
ders für  n  =  3,  4  und  6. 

Mittelst  hypergeometrischer  Reihen  wird  das  Integral,  das  schon  auf 
S.  206  als  von  Her  mite  behandelt  erwähnt  wurde,  auf  elliptische  zurück- 
geführt   von    J.    Thomae:    y^Ueher    die    Reduction    des    elliptischen    Integrals 

J^m^^udxC^  Grelle  /.  LXXXIy  81 — 92,  1875.     Analoge  Reductionsformeln 
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finden  sich  in  einer  Arbeit  von  J.W.  L.  Glaisher:  y^On  elliptic  functions^^ 
Äfess.  (2)  XI,  8i — 95,  120 — 138,  1881,  worin  12  elliptische  Functionen, 
nämlich  die  drei  Functionen  snt<,  cnt<,  dnu,  ihre  Reciproken  und  die  Quo- 
tienten je  zweier   derselben   zu   Grunde  gelegt   werden.    Für  das  Integral 

J^Bn^xGR^xdjiPxdx  werden  Reductionsformeln  gegeben  von  N.  Herz: 
f,Etnige  Beziehungen  zwischen  den  Integralen  der  elliptischen  Functionen**,  Grunert 
Arch,  LXVII,  343—374.    1882. 

J.  C.  Malet  nennt  Integrale  von  der  Form  ff(xjR(x))dx,  wo  f  ir- 
gend eine  algebraische  Function  und  R(x)  die  Quadratwurzel  aus  einem 
Polynom  dritten  oder  vierten  Grades  bezeichnet,  pseudoelliptische  Inte- 
grale Ct,Two  theorems  in  integration**,  Brioschi  Ann.  (2)  VI,  252 — 256,  258 — 
259^.  Besondere  dieser  Integrale  betrachtet  S.  Günther:  „Sur  tivaluation 
de  certaines  integrales  pseudo^Uiptiques'*,  S,  M.  F,  Bull,  X,  88 — 97,   1882. 

Was  die  Reduction  bestimmter  elliptischer  Integrale  anbetrifft,  so  hat 
d'Alembert  in  seiner  Abhandlung:  „Sur  les  diffirentielles  riductihles  aux  arcs 
des  sections  coniques**,  OpuscuUs  mathhnatiques  VII,  17  80,  gezeigt,  wie  man 
das  bestimmte  Integral 

^  log(l — nx^)dx 


£ 


0     ^ 

mit  Hülfe  des  Euler'schen  Additionstheorems  ftlr  die  elliptischen  Integrale 
zweiter  Gattung  auf  elliptische  zurückführen  könnte.  Einfacher  gestaltet 
sich  noch  die  Entwickelung  für  das  bestimmte  Integral 

^  dx 

*^  log  (1— «0:2), 


/ 


1/(1— x»)  (1— «x») 

0 

wie  F.  Grube:  „Ueber  zwei  bestimmte  Integrale'*,  Schlomilch  Z.  XV,  464 — 466, 
1870,  zeigt.  Verschiedene  Reductionsformeln  enthält  neben  interessanten 
Beziehungen  zwischen  Euler'schen  Integralen  und  elliptischen  die  Abhand- 
lung von  J.  W.  L.  Glaisher:  „On  some  definite  integrals  expressible  in  terms 
of  the  first  compUte  elliptic  integral  and  0/  gamma  functions*\  Lond,  M,  S, 
Proc.  XIII,  g2 — 99,  i88i. 

Jacobi  verallgemeinerte  in  einer  Nachschrift  zor  „Anzeige  von  Le^ 

gendre  Traiti  des  fonctions  elliptiques,  3.  suppL**  (Crelle   J,    VI  11^   416;    Ges. 

Werke  7,  380^/  das  von  Le gendre  gefundene  Resultat,  dass  sich  das  Integral 

dx 


I 


l/x(l— a:2)(l— »«x^ 

immer  auf  die  Summe  zweier  elliptischer  Integrale  erster  Gattung  zurück- 
führen lässt,  deren  Amplitude  dieselbe  und  deren  Moduln  einander  comple- 
mentär  sind,  dahin,  dass  das  Integral 

•1  dx 


I 


\/x{l—x)(\-klx){\+kx)(l+Xx) 


das  für  >l  =  1  mit  dem  Legend re'sohen  übereinstimmt,  sich  ebenfalls  immer 
auf  die  Summe  zweier  elliptischer  Integrale  erster  Gattung  zurückführen 
lässt,  deren  Amplitude   dieselbe,   deren  Moduln  aber  im  Allgemeinen  nicht 
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einander  complementär  sind,  sondern  wenn  man  k  und  X  passend  annimmt, 
irgend  welche  beliebige  sein  können.  Daraus  leitete  Jacobi  den  Wert  des 
reellen  und  des  imaginären  Teiles  eines  elliptischen  Integrals  erster  Art 
mit  imaginärem  Modal  her.  Hermite :  ^^Sur  un  txempU  de  riduction  dtintigrales 
ahiliennes  aux  foncHons  elliptiques^''^  Ann.  Sac.  scieni.  Brux,  /,  B^  i — 16,  1876, 
fand  ein  zweites  Beispiel  einer  analogen  Rednction.     Ist  nämlich 

so  findet  man: 

S      sj   {2ax^b)(x^^a)'J     S        2\ßJ  \/y^—Bay-b 

Das  fahrte  Hermite  durch  Indnction  auf  die  Vermutung,  dass  es  fttr  die 
Ab  ersehen  Functionen  vom  Geschlecht  p  Reductionen  auf  elliptische  Inte- 
grale giebt,  in  denen  die  p  Functionen  erster  Art  mit  Hülfe  von  p  Substi- 
tutionen durch  ebenso  viele  verschiedene  elliptische  Integrale  ausgedrückt 
werden.  Am  Schluss  der  soeben  genannten  Abhandlung  integrirt  Hermite 
die  Differentialgleichungen 

dx    .    dy  2 


WO 


^=  a;  (1— a:)  (1 +flw:)  (1 +te)  (1— flZ^a:), 

y  =  y(i-y)  (1+öy)  (i+fty)(i~afty), 

mittelst  elliptischer  Functionen  und  drfickt  die  Functionen 

x+y,  a:y,(l-a:)(l— y),  (l+aa;)(l-|-ay),  (l+&a:)(l+&yX  (1— öM(l— o^^y) 
durch  elliptische  Functionen  von  u^  v  aus.  Cayley;  „Sur  un  exemple  de 
riduction  d'inUgrales  abiliennes  aux  fonciions  ellipiiques*'\  C,  R,  LXXXV^  265 — 
269,  373 — 377,  426 — 429,  472 — 475,  1877,  führt  eine  analoge  Unter- 
suchung durch  für  den  Fall,  wo  die  Function  X  von  der  sechsten  Ordnung 
ist;  hier  lassen  sich  10  neue  Functionen  bilden,  die  mit  den  obigen  sechs 
sich  durch  die  3  elliptischen  Functionen  von  u^  v  ausdrücken  lassen. 

John  C.  Malet:  ,^Some  iheorems  in  ihe  reduciions  0/  hyptrelliptic  inte- 
grals^\  Trans,  0/  Dublin  1874,  leitet  aus  einem  Satze  von  Gordan  die 
Jacobi'schen  und  die  späteren  Bedingungen  zwischen  den  Moduln  der 
hypereUiptischen  Integrale  erster  Gattung  her  dafUr,  dass  eine  Rednction 
auf  elliptische  Integrale  möglich  ist,  und  erweitert  sie  auf  hyperelliptische 
Integrale  irgend  einer  Gattung. 

L.  Königsberger:  ^^Reduction  ultraelliptischer  Integrale  auf  elliptische^^ 
Grelle  /.  LXVII^  57,  untersuchte  diejenigen  AbeTschen  Integrale  1.  Ord- 
nung, die  sich  durch  eine  Transformation  2*®"  Grades  auf  elliptische  redu- 
ciren  lassen.  Das  umgekehrte  Problem  wird  behandelt  in  der  Dissertation 
von  E.  Dorn:  ^^Ueher  eine  Transformation  2.  Ordnung^  welche  das  elliptische 
Integral  mit  imaginärem  Modul  auf  ein  ultraelliptisches  mit  reellen  Moduln 
reducirf-^  Königsberg  i,  Pr.  1871.  Eine  andere  Gattung  hyperelliptischer 
Functionen,  die  sich  auf  solche  niederer  Ordnung  zurückfuhren  lassen,  fand 
F.  B  r  i  0  8  c  h  i :  „«S'i/r  des  cas  de  riduction  des  fönctions  abiliennes  aux  fonciions 
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ellipiiques.     Extraii  cTune  lettre  adressie  ä  M.  Hermiti'\  C.  R.  LXXXV,  708— 
710,  1877. 

Die  Frage  nach  der  Znrttckftihrbarkeit  der  hyperelliptisclien  Integrale 
anf  elliptische  hängt  natnrgemäss  aof  das  engste  zusammen  mit  der  Unter- 
suchnng,  ob  ein  elliptisches  Integral  sich  aof  Integrale  rationaler  Functionen 
reduciren  lässt  Vereinzelte  derartige  Untersuchungen  reichen  bis  auf  Eule r 
zurück.     Euler  hat  das  Integral 

1/1+^ 


mittelst  der  Substitution 


/ 


dx 


X=-^  (/l+^+l/l_p2) 

auf  das  Integral  einer  rationalen  Function  zurttckgeführt.  (S.  einen  Brief 
von  N.  Fuss,  Darboux  BuU,  (2)  III^  226,  i8jg.J  Veranlasst  durch  diese 
Mitteilung  hat  Her  mite:  ^^Sur  tme  formule  d'Euler^^  Uotwille  /,  (^)  VI, 
5 — 18,  1880,  die  Frage  aufgeworfen,  ob  es  noch  andere  Integrale  von  der  Form 

f(x^)dx 


ß 


\/ax*+2bx^+c 

giebt,  die  durch  eine  algebraische  Substitution  auf  Integrale  rationaler  Func- 
tionen zurttckftlhrbar  sind. 

In   der  Abhandlung  von   Abel:   „Ä/r  Pintigration  de  la  formule  diffi- 

odx 

rentielle    ^y— ,  R  et  Q  itant  des  fonctions  entüresf'\  (Oeuvres^  2.  id,  /,  164 — 144, 

deutsch  in  Grelle  /.  I,  185 — 221^   wird   die  Frage  allgemein  gelöst,  wann 
sich  die  Integrale    /    ^^.Z    durch  eine  Function  von  der  Form  log^^    *^ 


/Qdx 


p — ö'I/ä 

ausdrücken  lassen.    Im  letzten  Paragraphen  wird  als  Beispiel  das  elliptische 
Integral 

Qdx 


A 


\/a^+ax^+ßx^+yx+d 

behandelt  In  der  grossen  nachgelassenen  Arbeit  von  Abel:  ^^Thiorie  des 
transcendantes  ellipH<pus^\  Oeuvres,  2.  id.  II,  87 — 188,  wird  das  allgemeine 
Problem  aufgestellt,  wann  sich  ein  elliptisches  Integral  auf  algebraisch-loga- 
rithmische Functionen  reduciren  li&sst. 

Tchebichef  hat  im  BulL  Pitersb.  III,  1860  und  IJouville  /.  IX,  22^, 
1864,  untersucht,  wann  sich  das  Integral 

{pc-^tÄjdx 


/ 


worin  a,  ß,  y,  6  rationale  Zahlen  sind,  in  endlicher  Form  darstellen  lässt. 
Seine  Methode  wurde  entwickelt  von  G.  Zolotareff:  „Sur  la  mithode  dtmti' 
grattan  de  M,  TclUlnchef\  CUbsch  Ann,  V,  560 — 581,  1872,  und  Lwuville  J. 
(2)  XIX,  161  — 188,  1874;  desgleichen  von  A.  Cayley:  „On  someformulae 
in  elliptic  mtegrals'',  CUbsch  Ann,  XII,  369 — 374,  1877.     Um  ftlr  beliebig" 
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gegebene  reelle  Coefßcienten  a,  ßj  y,  6  das  Problem  zu  lösen,  hat  G. 
Zolotareff  {^^Th/orü  des  nombres  eniürs  complexes^  avec  une  appUcaium  au 
calcul  intigral'^\  SL  Pitershourg  1874^  eine  neue  Theorie  der  eomplexen 
idealen  Zahlen  aufgestellt. 

Tchebichef  hat   sich   (IaouvüU  J,  XVIII)   auch   mit  den   auf    al- 
gebraisch-logarithmische Functionen   reducirbaren  Integralen   von  der  Form 


f 


1/ä(x) 


beschäftigt  und  den  algebraischen  Teil  dieses  Integrals  bestimmt,  die  An- 
zahl der  einzelnen  logarithmischen  Ausdrücke  und  ihre  Form  ermittelt 
Später  hat  Tchebichef  (LiouvilU  /.  (2)  II)  die  logarithmischen  Ausdrflcke 
in  dem  speciellen  Falle,  wo  m  =  2  und  Ä(a:)  vom  dritten  oder  vierten 
Grade  ist,  wirklich  finden  gelehrt. 

Weierstrass  bemerkt  (BerL  Monaisber,  1857^,  dass  nach  den  von 
Abel  in  seiner  letzten  leider  unvollendet  gebliebenen  Arbeit  entwickelten 
Principien  in  betreff  der  allgemeinsten  unter  elliptischen,  logarithmischen 
und  algebraischen  Functionen  möglichen  Relationen  die  Aufgabe  der  Re- 
duction  elliptischer  und  hyperelliptischer  Integrale  auf  algebraisch-logarith- 
mische Functionen  eigentlich  bereits  erledigt  sei,  und  giebt  der  Untersuchung 
ftlr  elliptische  Integrale  durch  Betrachtung  der  Umkehrungsfunction  grössere 
Einfachheit. 

Eine  eingehendere  Behandlung  erfuhr  dieses  Problem  durch  die  schönen 
Arbeiten  von  L.  Eönigsberger.  In  der  Abhandlung:  ^üeber  du  Rtduc- 
Hon  hyperelliptischer  Integrale  auf  algebraisch^logarithmische  Functionen^  ^  CUhsch 
Ann.  Ä/,  119 — 144,  1877,  basirt  Königsberger  die  Lösung  des  Ftoblems, 
ohne  die  Umkehrungsftmction  der  hyperelliptischen  Integrale  zu  benutzen, 
auf  die  von  ihm  früher  (Grelle  J,  LXXXI^  193 — 21t)  aufgestellten  Sätze: 
j^Ueber  die  allgemeinsten  Beziehungen  zwischen  hyper elliptischen  Integralen^.  Auf 
dem  Wege  der  algebraischen  Transformation  stellt  später  Königsberger 
^Ueber  die  Reduction  hyperelliptischer  Integrale  auf  elliptische^^  (Grelle  J.  LXXXV^ 
273 — 294,  1878;  beliebig  viele  hyperelliptische  Integrale  her,  die  sich  auf 
Integrale  niederer  Ordnung  zurückführen  lassen,  und  deren  einfachste  Fälle 
die  von  Jacobi  und  Herrn ite  oben  angeführten  Reductionen  sind. 

In  der  oben  (S.  504)  citirten  Arbeit  von  Röthig  wurde  der  Satz  be- 
wiesen, dass  von  den  beiden  von  Legendre  betrachteten  reducirbaren  Inte- 
gralklassen : 


a)  f  , '--^ (m=l,2), 

c/  (   ' 


b)      I-.       ^"""  — — (/«»l.') 


f- 


-föir-f  a^22_j_ajjj3_|-^/^;r4)iM 


die  Integrale  a)  sich  auf  elliptische  mit  dem  Modul  -\\l  ^-^\J  ^  und  die 
Integrale  b)  sich  auf  solche  mit  dem  Modul  \I-^^  bringen  lassen.  Dieses 
Resultat  veranlasste  Königsberg  er,  die  hierin  erkannte  Beziehung  zwischen 
der  Frage  nach  der  Reducirbarkeit   gewisser  AbeTscher   Integrale  und  der 
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complexen  Mnltiplication  der  elliptischen  Integrale  eingehender  zn  stndiren. 
Vgl.  seine  Abhandinngen :  „  Uehtr  eine  Beziehung  der  complexen  Muliiplication 
der  elliptischen  Integrale  zur  Reduction  gewisser  Klassen  AheV scher  Integrale 
auf  elliptische'',  Crelle  /.  LXXXVI,  317—352,  1879,  und  ^^Ueber  die  Reduc- 
tion AheV  scher  Integrale  auf  elliptische  und  kyper elliptische^ ,  Clehsch  Ann,  XV, 
174 — 205/  Gott.  Nachr.  185 — 189,  1879,  femer:  „Ueber  die  Reduction  Abef- 
scher  Integrale  auf  niedere  Integralformen,  speciell  au/  elliptische  Integrale*', 
Crelle  f.  LXXXIX,  89 — 126,  1880,  und:  „Allgemeine  Untersuchungen  aus 
der  Theorie  der  Dißerentialgleichungen^ ,  Leipzig,  Teubner,  1882.  Als  ver- 
wandt mit  diesen  Untersuchungen  sind  folgende  Arbeiten  zu  nennen:  S. 
Kowalevski:  ^^Ueber  die  Reduction  einer  bestimmten  Klasse  AbeV scher  Inte- 
grale  3.  Ranges  auf  elliptische  Integrale*',  Act.  Math.  IV,  393 — 414,  1884/ 
H.  Poincar6:  y^Sur  la  riductian  des  intigrales  abiliennes*' ,  S.  M.  Fr.  BulL 
XII,  124—143,  C.  R.  IC,  853—855,  1884,  und  Em.  Picard:  y,Sur  la 
riducHon  du  nombre  des  piriodes  des  intigrales  abiliennes^,  S,  M.  Fr.  BuU. 
XI,  23 — 53,  1883,  und  j^Remarque  sur  la  riduction  des  intigrales  dbilimnes 
aux  intigrales  elliptiques^ ^  S.  M.  F.  Bull.  XII^  153 — 155,  1884;  femer  E. 
Goursat:  „Sur  la  riduction  des  intigrales  hypereüiptiqtus*' ^  S.  M.  Fr.  BuU. 
XIII^  143 — 162,  1885.  Die  Aufgabe,  die  beiden  allgemeinsten  hyperellip- 
tischen Integrale  1.  Ordnung  und  1.  Gattung  zu  finden,  die  sich  durch  eine 
Transformation  4.  Grades  auf  ein  elliptisches  Integral  reduciren  lassen,  ist 
Gegenstand  der  Note  von  0.  Bolza:  „Zur  Reduction  hyperelliptischer  Inte* 
grale  auf  elliptische*'^  Freib.  Ber.   1885. 

Bei  dieser  Gelegenheit  mögen  zu  §  5  folgende  Abhandlungen  nach- 
träglich angemerkt  werden,  welche  sich  mit  der  Reduction  elliptischer  Inte- 
grale auf  die  Normalform  beschäftigen  oder  Untersuchungen  über  derartige 
Integrale  enthalten.  Heine:  „Die  Reduction  der  elliptischen  Integrale  in  ihre 
kanonische  Form*'.  (Crelle  f.  LIII,  199 — 230^.  Die  Abhandlung  enthält 
allgemeine  und  ausführliche  Untersuchungen  über  den  Fall,  dass  die  Con- 
stanten, welche  in  einem  elliptischen  Differential  vorkommen,  nicht  reell  sind. 

Eine  directe  Anwendung  der  Reductionsmethode  von  Legendre  mit  Rück- 
sicht auf  die  Grenzen  des  Integrals,  enthält:  Lind  man:  „De  formula  integrali 

dx  c( 


/ 


yBx^^'Cx'^'^DX'^E 


(Grüner  t  Ar  eh.  XXVII,  1—12J. 

Sehr  ausführlich  ist  die  Reduction  behandelt  bei  Gndermann:  „Theorie 
der  Modular' Functionen  und  Modular^ Integrale.  XVII.  Abschn.  (Crelle  f. 
XXIII,  30k — 353/  Die  angewandten  Methoden,  an  sich  ziemlich  elementar, 
enthalten  schon  teilweise  Begriffe  und  Bezeichnungen  elliptischer  Functionen. 
Femer  Brioschi:  „Sopra  una  Irans formazione  delT  integrale  ellitico*' .  (Brioschi 
Ann.  III,  216 — 220,  und  Genocchi:  „Intorno  cdla  riduzione  degt  integrdU 
ellitici.     (ib.    VI,  5 — X'j). 

Endlich  ist  hier  die  Abhandlung  von  W.  Scheibner:  „Zur  Reduction 
elliptischer  Integrale  in  reeller  Form*',  Leipz.  Abh.  XX,  57 — 197,  i88o,  zu 
nennen,  welche  in  dem  ersten  Abschnitt  die  Reduction  auf  die  Normalform, 
im  folgenden  die  Einführung  der  Theta-Functionen,  die  Transformationen 
von  Gauss  und  Landen,  und  die  Vorschriften  ftlr  die  numerische  Berech- 
nung der  Integrale  enthält 

Enneper,  eUipt.  Fanotlonen.    9.  Anfl.  33 
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Note  n. 

Das  Theorem  von  Fagnano.    Die  Ellipsen-  und  Hyperbelbogen.    Theorem 

von  Landen. 

Mit  der  Bezeichnung  „das  Theorem  von  Fagnano"  ist,  wohl  nament- 
lich nach  Legendre,   folgender   geometrische  Satz   belegt  worden:    „Auf 
dem  Umfang  einer  Ellipse  lassen  sich  auf  unendlich  viele  Arten  zwei  Bogen 
bestimmen,  deren  Differenz  durch  eine  gerade  Linie   ausdrückbar  isV^     Der 
Versuch,  Bogen  von  Curven,  deren  Bogen  aufeinandergelegt  sich  nicht  decken, 
mit  einander  zu  vergleichen,  ist  schon  vor  Fagnano  gemacht     In  der  fol- 
genden Note  sind  einige  Beispiele  mitgeteilt  von  Curvenbogen,  die  sich  nicht 
auf  einander  legen  lassen  und  doch  gleiche  Länge  haben,  oder  deren  Diffe- 
renz  sich    durch   die  Differenz  zweier  Geraden  ausdrücken  lässt.     Was  die 
Entdeckung    Fagnano's   besonders  merkwürdig  macht  und   sich   bei   Le- 
gendre nicht  hervorgehoben   findet,  ist   die  Weise,   wie  Fagnano  seinen 
Satz,  oder  besser  seine  Sätze,  mit  Hülfe  von  Betrachtungen  herleitet,  welche 
eine  bemerkenswerte  Analogie   mit   dem  Verfahren  zeigen,  welches  der  un- 
vergleichliche Euler   bei  dem  Additionstheorem   der  elliptischen  Integrale 
augewandt  hat.  Bei  der  eminenten  historischen  Bedeutung  der  Untersuchungen 
von  Fagnano  ist  es  wohl  am  Besten,  die  eigenen  Worte  des  hervorragenden 
italienischen   Mathematikers   anzuföhren.     Es   sei   noch  bemerkt,   dass    sich 
über  das  Leben  und  die  Arbeiten  des  Conte  di  Fagnano  (geb.  zu  Sinigaglia 
26.  September  1682,  gest.  1766)  eine  Reihe  vorzüglicher  Aufsätze  findet  in 
Boncompagni  Bull,   1870,  ///,   i — 66. 

Die  betreffenden  Resultate  seiner  Untersuchungen  hat  Fagnano  zuerst 
mitgeteilt  im:  y^Giornale  dt^  Leiterari  (TJlalia^.  Tomo  Vtniesimo  sesio.  Anno 
MDCCXVL  Venezia  MDCCXVI pag,  266— zyg.  Das  ^Gtornale*"  enthält 
in  seinen  verschiedenen  Bänden  eine  Reihe  mathematischer  Mitteilungen  von 
Fagnano,  welche  nebst  andern  Arbeiten  später  gesammelt  erschienen  unter 
dem  Titel:  „Produzwnt  Maiemdiiche  Del  Marchese  Gitäio  Carlo  De*  Toschi 
Di  Fagfiano^,  Pesaro  MDCCL,  2  vuL  in  4^.  Auf  dem  Titel  jedes  Bandes 
befindet  sich  innerhalb  einer  Vignette  eine  Lemniscate  mit  der  Ueberschrift 
„Deo  Veritatis  Gloria",  durch  welche  Curve  die  Entdeckungen  von  Fagnano 
angedeutet  sind,  welche  er  selbst  für  seine  bedeutendsten  gehalten  hat.  Die 
Aufsätze  im  y^Giornale^  sind  von  dem  Verfasser  mit  der  Unterschrift  Fagnani, 
dem  Plural  von  Fagnano,  als  „Patrizio  Senogagliese"  versehen. 

Im  „Tomo  Secondo^  p.  336  findet  man:  „Teorema  Da  cui  si  deduce 
una  nuova  misura  Degli  Archi  EUittici,  Iperbolici  e  Cicloidali". 

„Ne'  due  polinomj  infrascritti  JiT,  e  Z,  e  nell*  equazione  (1)  le  lettere 
■Ä',  /,  /",  Q't  rappresentino  quäl  sivoglia  quantitä  costante. 

Jo  dico  in  primo  luogo,  che  se  nell*  equazione  (1)  Tesponente  s  significa 
Funitä  positiva,  Tintegrale  dell*  aggregato  de'  due  polinomj  X-\'Z  h  uguale 

hxz 


a- 


\j-fi 
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Jo  dico  in  secondo  Inogo,  che  se  nella  medesima  eqnazione  (1)  responeute 

xz\/ — h 


s  esprime  rnnitä  negativa,  allora  Fintegrale  di  Ä+Z,  h  ngnale  a 
dx\l hxx-\-l  .^.  dz\/hzz+l 


\rg 


{X)     l L    (Z)     J—  il)fhxxzz'+fixx'+/7zz'+gl'=0^' 

Vfxx+g  yfzz+g 

Dimostrazione  della  prima  parte  del  teorema.  DalP  eqnazione 
(1)  nasce  la  eegnente 

\J — fUcx — gl 


2)  z 


]/fhxx+fl 


e  di  piü  dalla  medesima  eqnazione  1)  si  dednce  nn  valore  di  x  tale  che 
la  medesima  x  h  data  per  z,  come  appnnto  z  nell'  eqnazione  2)  h  data 
per  X.     Laonde  inti'odncendo  z  nel  polinomio  X^  ^  x  nel  polinomio  Z  si  ä 

3)  x+Z=^^+^-^- 

z\/f        x\ff 

Ma  l'eqnazione  1)  differentiata,  e  poi  divisa  per  2/ä;z  fa  conoecere 

z  X 

cioö  traaponendo,  e  dividendo  per  y — fl 

tbi\/ — l    dz\/ — / hzdx hxdz 

dnnqne  sostitnendo  il  secondo  membro  di  qnesf  nitima  eqnazione  in  Inogo 
del  primo  di  essa  nelF  eqnazione  3)  e  poscia  integrando  si  ottiene 

II  che  dovea  dimostrarsi,  J    significa  somma,  owero  integrale. 

Dimostrazione  della  seconda  parte  del  teorema.  Ponendo 
Fnnitä  negativa  in  vece  di  s  nell'  eqnazione  1),  e  facendo  le  debite  operazioni 
ritrovasi 

\/ — ghxx — gl 

\/fhxx+gh 

vedesi  ancora,  che  x  h  data  per  z,  come  z  neir  antecedente  eqnazione  5) 
e  data  per  x^  di  modo  che  Tintrodnzione  di  z  nel  polinomio  JT,  e  di  x  nel 
polinomio  Z  somministra 

zdx\/ — h  ,  xdz\/ — h 

e  integrando 

XZ\J — Ä 


6) 


/V^= 


1^ 

n  che  dovea  dimostrarsi. 


33* 


516 


[Note  n 


Applicazione  della  prima  parte  del  teorema  all*  elisse. 
Uno  degli  assi  dell'  elisse  AGHJy  sul  quäle  si  vogliono  prendere  rabsciase, 
V.  g.  Tasse  JG  si  nomini  (2a),  il  suo  parametro  {p\  e  x  Tabscissa  variabüe 
CD^  che  ä  per  origini  il  centro  C 
£2  noto  agr  intendenti  della  geo-  j 

metria  interiore,  che  se  per  ab- 
breviare  si  snppone  h  =  p — 2a, 
Telemento  dell'  arco  AB  corri- 
spondente  alF  abscissa  CD  h 

dx\fhxx — 2a^ 

l/2a3— 20x0; 

Suppongasi  dunqne  qnesto  po- 
linomio  egaale  al  polinomio  gene- 
rale X^  e  si  avrä  /  =  2a^;  /"= 
— 2a;  g  =  2a\  i   quali  valori 


Fig.  1. 


z  = 


M 


Borrogati  nelF  eqnazione  2),  e  4)  fanno  conoscere,  che  prendendo  Taltra  ab- 
scissa CE^^z  di  tal  natura,  che  sia 

a^^2a^— 2aa:a: 

\/hxx+2a^ 
si  k 

arc  ^^+arc  AF  —  —'^+ir. 

Per  trovare   il   valore   della   costante  K  si  osservi,  che  qnando  o;  ==  0 

allora  Tarco   AB  e  nollo,   come  anche   Tespressione  rettilinea  - — ,  ma  in 

qnesto    caso   Tarco   AF  diviene  ngnale   all*  arco  intiero  AG,  dnnqne  AT  h 

ngnale  a  qnesto  medesimo  arco,  e  perö  tra- 

sponendo   Tnltima   eqnazione,   e   sostitnendo 

Tarco    GF    negative    in   cambio   di   btgAF 

— arCi^6^  finalmente  si  scopre 

?ixz 

«rcAB — arc  GF  =  — ^r 

2aa 

Applicazione  della  seconda  parte 
air  iperbola.  II  primo  asse  HA  deir 
iperbola  ABF  si  chiami  (2a)  il  suo  para- 
metro (p),  e  X  Fabscissa  variabile  CD,  che 
nasce  dal  centro  C,  snppongasi  ancora  h  = 
p-f-2a;  sanno  i  conoscitori,  che  Felemento 
dell'  arco  AB,  il  qnale  corrisponde  air  ab- 
scissa CD  h 

dx\l  hxx — 2a* 

\/'2äxx^i'ä^ 

E  qnesto  polinomio  essende  ugnagliato  al 
polinomio  generale  X,  mostra,  che  /  =  — 2a^ ; 
/=  2a;  ^  =  — 2a^  i  quali  valori  posti  nell  Fig.  2. 


-C 
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eqnazioni  5),  e  6)  fanno  vedere,  che  assnmendo  Taltra  abscissa  CE(z)  tale, 
che  si  abbia 


Si  ottiene 


a\/hxx — 2a3 

]/?ixx — haa 


7)  arc  AB+Bi(iAE  =  ^X^+ K. 

al/2a 

Si  noti,  che  z  decresce  al  crescere  di  x  come  ciascnno  poträ  da  se  medesimo 
assicnrarsi.  Chiamisi  ora  (/)  Tabscissa  Ce  in  modo  perö,  che  u  sia  data  per 
/,  come  z  per  x^  e  per  la  stessa  ragione  si  avrä 

arc  ^ft+arc  .4f/=  ^^^^+ä: 

a\ßä 

Donqne  sottraendo  qnest'  ultima  eqnazione  dair  equazione  7)  in  fine 
si  scoprira 

r./-          Dl      xz\fh     iu\/h 
arc  //—arc  Bb  =  — 7=^ 7=- 

a\/2a     a\/2a 

Egli  e  visibile,  che  nno  dei  dno  archi  Ff,  Bb.  h  arbitrario.''  Analog 
wie  auf  die  Ellipse  wendet  Fagnano  den  ersten  Teil  seines  Theorems  aidT 
die  Epicycloide  an,  welche  Anwendung  kein  besonderes  Interesse  darbietet 
Zum  ScUuss  fftgt  er  noch  Folgendes  bei: 

Altro  teorema,  che  servo  per  misurare  differentamente  gli 
archi  delF  iperbola.  Teorema:  ,,Sieno  come  sopra  i  due  polinonj  Ä, 
e  Z;  io  dico,  che  se  si  prendera 

rintegrale  äi  Ä+Z  sarä  j\/ fxx+g\/ h+—'*' 

j  y  XX 

Dimostrazione.  Introducendo  nel  polinomio  Z  in  luogo  di  2,  e  ^z 
i  loro  valori  in  x,  e  dx,  e  operando  nel  debito  modo  si  avrä 

-__ ldx]/fxx+g 

fxx]/  hxx+l 

Perleche   X+Z  sarä  eguale  al  differenziale  di  j\/ fxx+gy  h'\ 

Dunque,  ec.  Q.  E.  D. 

Applicazione  alF  iperbola.  Chiamisi  {2b)  11  sebondo  asse  dell' 
iperbola,  e  {q)  il  suo  parametro,  prendasi  sul  medesimo  secondo  asse  pro- 
lungato  qualunque  abscissa  x\  egli  h  giä  noto,  che  Tarco  correspondente  a 
detta  abscissa  ä  per  suo  elemento 

dx\/  qxx+2bxx+2b^ 

\/2bxx+2b^ 

Dunque  uguagliando  questo  polinomio  al  polinomio  generale  X,  si  troverä 
h  =  q'^2by  l  =  g  =  2b^,  f=^by  e  si  vedri,  che  Tabscissa 
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^     hb\/l 

determina  an  secondo  arco  della  medesima  iperbola  tale,  che  la  somma  di 
qneste  dne  archi  h  ngnale  alla  sotto  scritta  qnantitä  variabile  pia,  o  meno 
una  quantitä  costante 


i/f+»i/+»+»+^- 


Nel  resto  si  procederk,  come  sopra,  ec* 

Auf  Untersnchnngen,  betreffend  die  Vergleichnng  von  Bogen  besonderer 
Hyperbeln  nnd  Ellipsen,  beziehen  sich  noch  zwei  Abhandinngen  im  Tomo  11 
der  ^Produzioni^ ^  nämlich:  j^Metodo  per  trovare  nuove  misure  degU  archi delT 
iperbola  equilatera^^  p,  504 — 509,  j^Meiodo  per  misurare  gli  archi  di  quella 
elisse  conica^  11  di  cui  asse  maggiore  i  mediö  proporzionale  tra  Passe  minore^  e 
il  doppio  del  medesimo  asse  minore^,  p,  510 — 536. 

Diese  Abhandlungen,  welche  die  letzten  der  Sammlung  bilden,  enthal- 
ten besonders  Untersuchungen  über  Gleichungen  zwischen  Differentialen  von 
den  Formen: 


dz,    f—       dz, 


]/T±z^      l/T*— 1 

wenn  m  eine  ganze  Zahl  bedeutet 

Uebrigens  hat  Fagnano  Relationen  von  der  Form  der  Gleichung  I) 
und  der  im  letzten  „  Teorema^  tiber  die  Hyperbel  enthaltenen,  mehrfach  bei 
anderen  Gelegenheiten  angewandt,  bei  Betrachtung  von  Curven,  deren  Bogen 
auf  elliptische  Integrale  fähren,  und  ist  dabei  zu  Theoremen  gelangt,  welche 
nicht  minder  bemerkenswert  sind,  wie  die  vorhergehenden. 

Was  die  Darstellung  elliptischer  Bogen  durch  Integrale  be- 
trifil,  so  ist  die  einfachste  und  gebräuchlichste  Art  folgende. 

Die  Hauptaxen  einer  Ellipse  (Fig.  3)  mögen  mit  den  Coordinatenaxen 
zusammenfallen,  so  dass  ihre  Gleichung  die  bekannte  Form  annimmt: 

Es  sei  OA  =  a,  OB  =  b,  wo  a>ft  ist.  Um  die  Lage  eines  Punctes 
P  der  Ellipse  zu  bestimmen,  beschreibe  man  um  den  Mittelpunct  0  mit  dem 
Radius  OA^^  a  einen  Kreis,  welcher  von  der  verlängerten  Ordinate  PP'  des 
Punctes  P  im  Puncto  P  getroffen  wird.  Verbindet  man  0  mit  P  durch 
eine  Gerade,  so  ist  OP  =  0.  Ist  OP'  «=  t,  so  giebt  das  orthogonale  Drei- 
eck OPP*  die  Relation  x^^  acosP'OP".  Aus  dieser  Gleichung  und  der 
Gleichung  1)  folgt: 

2)  x  =  a  cos  POP\  y  =  b^uiP OP". 

Der  Winkel  POP'  heisst  die  excentrische  Anomalie  des  Punctes 
P.  Für  das  Folgende  ist  es  bequemer  den  Complementwinkel  POV  zu 
nehmen,  d.  h.  das  Complement  der  excentrischen  Anomalie.  Setzt 
man  POF=%  also  POP"  =  90— %  so  geben  die  Gleichungen  2): 

3)  x  =  a  sin  9),  y  =  6  cos  gp. 

Ist  ds  das  Bogenelement  der  Ellipse,  so  geben  die  Gleichungen  3): 
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0 


P" 


q;'    a  k' 


Fig.  8. 


4) 


dq> 


=  l/(|)'+(|)W^^vPÄ^ 


Der  Bogen  der  Ellipse  werde  vom  Punkte  B  an  gerechnet,  d.  h.  vom 
Endpuncte  der  kleinen  Axe  an,  fQr  welchen  Pnnct  das  Complement  der  ex- 
centrischen  Anomalie  verschwindet.     Integrirt  man  in  4)  von  9)  =  0  an,  setzt: 

s)  »-^•  =  »>. 

und   bezeichnet  die   Integrationsvariabele  durch  Wy  so  ergiebt  sich  für  den 
Bogen  PB  folgende  Gleichung: 


6) 


^^^  =  /     l/l— A^sin«  w  dtv, 


oder,  nach  der  Bezeichnung  von  Legendre: 

arcP^ 


7) 


a 


=  E{q>). 


Ist  der  Punct  Q  analog  wie  der  Punct  P  durch  den  Winkel  Q'OB  =  ip 
bestimmt,  so  erhält  man  ähnlich  wie  die  Gleichung  7): 


8) 


arcjp^ 


a 


=  E{tl>). 


Bildet  man  die  Summe  der  Gleichungen  7)  und  8),  so  lässt  sich  die 
rechte  Seite  mit  Htilfe  des  Additionstheorems  in  §  28  transformiren.  Man 
erhält  dann: 
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9) ^—  ^  j?(ö) + Aising) sin ^  .  sinö. 

Da  nach  7)  ^(0)  wieder  das  Verhältnis  eines  elliptischen  Bogens  zur 
halben  grossen  Axe  ist,  so  giebt  die  Gleichnng  9)  eine  Relation  zwischen 
elliptischen  Bogen,  wo  %  tp,  0  durch  die  Gleichnng  verbnnden  sind: 

/dw  Pw dw^ y^g  dw 

oder  tp  =  amt^  tp  =  amt;  gesetzt,  0  «=  am(u4-t^)*    Ist  0  =>  q,    so  hat  man: 

.^.  siny cosy  1    ^^<4(y) 

cosg)      /f'sin^^       A(g>)        U 

Für  ö  =  ^  folgt  ans  7)  arCi^^  =  öi^(?).    Die  Gleichung  9)  wird  dann: 

—  = \-k^Bmq>  sin  10. 

Da  weiter  ara  AB — arc(>^  =  arciPi^,  so  lässt  sich  die  vorstehende 
Gleichnng  mittelst  der  Gleichungen  10)  auch  schreiben: 

--.  BTcPB—SiTcQA        ,,  .       .    ^       .^sinfficoso) 

a  ^      ^  A{fp) 

Diese  Gleichnng  enthält  das  sogenannte  Theorem  von  Fagnano.  Es 
sei  PP^B*  die  Tangente  zur  Ellipse  im  Puncte  P^  P^  der  Fusspunct  des 
Perpendikels,  gefüllt  vom  Mittelpuncte  0  auf  die  Tangente,  B'  der  Schnitt- 
punct  der  Tangente  mit  der  verlängerten  kleinen  Axe  OB.  Bringt  man  die 
allgemeine  Gleichung  der  Tangente 

ai  "^  »2  —  ^' 

wenn  JT,  Y  die  laufenden  Coordinaten  bezeichnen,  für  den  Punct  P  mittelst 
der  Gleichungen  3)  auf  folgende  Form: 

12)  ^5!?L?  4.  ^^Qsy  ^  ^^ 

so  findet  man,  mit  Rücksicht  auf  5): 

PP^  singocos^)     PB'       sing)     ,  . 

13)  '-  =  k^ TTT       '  =  —     ^VP)' 

a  A((p)  a         cos 9)     ^  ' 

Es  sei  ÄQOi  die  Tangente  im  Puncte  Q,  Ä  ihr  Schnittpunct  mit  der 
verlängerten  grossen  Axe,  (),  der  Fusspunct  des  Perpendikels,  geföllt  vom 
Mittelpuncte  0  auf  diese  Tangente.     Ihre  Gleichung  ist  dann: 

Xsintp      J^cos?^ 

~~^~  +  ~l  ^• 

Mit  Hülfe  der  vorstehenden  Gleichung  und  der  Gleichungen  10)  findet  man: 

p(>i sinipcostp 8in9)cos9) 

~a    ~  A{tp)  "~         A{q>) 
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QÄ eo8V 


=  iü:^^W 


sin^)    Ar'2 


a         sin^     ^^'       cos  9)^(9)) 
Diese  Gleichnngen  in  Verbindnng  mit  den  Gleichungen  13)  geben: 

FPx  ^  QQv  _  Pff—QÄ  _  ^  sinycosy 
a  a  a  A(tp) 

Die  Gleichnng  11)  Ifisst  sich  hierdurch  auf  folgende  Relation  zwischen 
Bogen  und  Segmenten  gerader  Linien  rednoiren: 

14)  arc  PB—snc  QA  =  Pff—QÄ  =  />/>i  —  QQx , 

was  die  geometrische  Bedeutung  des  Theorems  von  Fagnano  ist. 

Für  die  Hyperbel  ergiebt  sich  auf  folgende  Art  ein  Ausdruck  für  den 
Bogen.    Die  Gleichung  der  Curve  auf  ihre  Hauptaxen  bezogen  ist: 


15) 


1. 


Fig.  4. 

Um  X  und  y  in  Function  einer  dritten  Variabeln  darzustellen,  beschreibe 
man  um  den  Mittelpunct  0  mit  dem  Radius  OA  =  a  einen  Kreis.  Die 
Tangente  PT  zur  Hyperbel  im  Puncto  P  schneidet  diesen  Kreis  in  einem 
Puncto  /,  welcher   mit   dem  Mittelpunct  0  durch  eine  Gerade  verbunden 

werde.    Es  sei  i^O]T~^ — rv.    Setzt  man  OD^x,  PD^y,  so  ist 

Xx     Yy 


16) 


=  1 


die  Gleichung  der  Tangente  PT,  Bezeichnet  man  die  Coordinaten  des 
Punctes  /  durch  Xx  und  y, ,  so  genügen  dieselben  der  Gleichung  16)  und 
der  Gleichung  des  obigen  Kreises,  d.  h.  man  hat: 

xx^       yy^ 


17) 


=  1,  x\+y\  =  a^. 


Die  Gleichung  der  Graden  OJ  ist: 

x\^y\ 

Diese  Gleichung  in  Verbindung  mit  der  Gleichung  16)  giebt: 
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eosm 


l/^f+^l/f+l' 


d.  L  nach  17): 


cos  fr 


oder: 


18)  ^;+»'' 


Ans  den  Gleicbnngen  15)  und  18)  lassen  sich  x  nnd  y  leicht  als  Func- 
tionen von  w  darstellen.     Zur  Abkürzung  setze  man: 


Aus  den  Gleichungen  15)  und  18)  findet  man: 
jgx  X  l/l — A-^sin^w     y  Ä^  sinyy 


a  cosit»  a         k  cosn; 


welche  Ausdrücke  denen  von  Legendre  analog  sind.  (FoncL  eil.  /.  p,  i6j. 
Bezeichnet  man  das  Bogenelement  der  Hyperbel  durch  ds,  so  geben  die 
Gleichungen  19): 

a  dw  ~  kcoB^w  l/l— A^sin^w 

a  dw      k  dw  k  "^  k     j/i_^2gin2„, 

Für  den  Punkt  A  ist  in  Folge  der  Gleichungen  19)  w  =  0.  Für  den  Punkt 
P  möge  w  =  (p  sein.  Integrirt  man  die  Gleichung  20)  von  ;^  =  0  bis  «;  =  9), 
so  folgt: 

oder  ktlrzer: 

„,,  arc^/>        sin 9)  J (9))      E{(p)  ,  A:'2/'(9)) 

a  Acos^)  k  k 

Die  Gleichungen  19)  geben,  wenn  w  =  q)^  für  das  Segment  PT  der  Tangente 
folgenden  Ausdruck: 

PT  ^     k'Hmtp 
a        A:  cos  9^(9)) 
Zieht  man  von  dieser  Gleichung  die  Gleichung  21)  ab,  so  folgt: 
22^  ^~^^^  ^^  —      ^  sin  y  cos  9?      ^(9?)      k"^F{(f) 
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Es  sei  OP*  die  Asymptote  der  Hyperbel,  P'  der  Punkt,  in  welchem  die 
verlängerte  Ordinate  ß  des  Punktes  P  diese  Asymptote  schneidet.  Ftlr  das 
Segment  OP  findet  man: 

a  k 

d.  i.  nach  19)  ftir  rv  =  q> 

OP  ^   Afp 

a        Acos^) 
Zieht  man  von  dieser  Gleichung  die  Gleichung  21)  ab,  so  folgt: 

Q/>'-arc  AP  _  J{g>)        ^..,E(9>)      *'»  j^.^v 
=  ~j-(l-Bmg>)+— -F(g>). 

Lässt  man  den  Punkt  P  sich  von  dem  Punkte  A  immer  weiter  entfernen, 
so  hat  der  Winkel  q)  zur  Grenze  90^  Die  vorstehende  Gleichung  reducirt 
sich  in  diesem  Falle  auf 

hm = j-  F, 

a  k       k 

welche  Gleichung  den  bekannten  Satz  enthält,  dass  die  Differenz  zwischen 
der  Länge  der  Asymptote  und  dem  Bogen  einer  Hyperbel  für  einen  un- 
endlich weit  sich  entfernenden  Punkt  der  Curve  einen  bestimmten  endlichen 
Ausdruck  zur  Grenze  hat. 

Ftlr  einen  Punkt  Q  der  Hyperbel  möge  in  den  Gleichungen  19)  w  =  tp 
sein.  Es  sei  S  der  Schnittpunkt  der  Tangente  im  Punkte  Q  mit  der  Axe  0X 
Analog  zur  Gleichung  22)  ist  dann: 

OS—axcAO_     ksintpcoBtp      £(tp)     k^^    . 
a  ~  3(vö~     "F"      k  ^^' 

oder  auch,  analog  zur  Gleichung  21) 

23)  ^'  ^^-  =  ^^lAi^._mt  +  ^1  jrr^y 

a  kcostp  k         k     ^ 

Addirt  man  diese  Gleichung  zur  Gleichung  21)  und  nimmt  man  ^'tang9).tangip 
=  1,  so  folgt: 

arci^i>+arc^(>        sinflr5j(cp)    .  HmtpACU))      ,    .  .  £  ,  k'^  „ 

a  kcosg)  kcostp  ^     k      k 

/rsin9).cos99     k       k 

Abgesehen  von  der  Bezeichnung  kommt  diese  Gleichung  mit  derjenigen 
überein,  von  welcher  Fagnano  bei  seinem  Theorem  über  die  Hyperbel  aus- 
gegangen ist. 

Die  Differenz  der  Gleichungen  21)  und  23)  giebt: 

2 .  V  arc^g — &rc  AP sltgPQ 

a  a 

Da  E(g))  und  E(tp)  Ellipsenbogen  proportional  sind,  so  folgt,  dass  ein 
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beliebiger  Hyperbelbogen  sich  mit  Httlfe  von  zwei  Ellipsenbogen  ausdrücken 
Iftsst.  Dieses  nicht  sehr  überraschende  Resultat  veranlasste  seinen  Entdecker 
Landen  in  der  Abhandlung:  „An  Investtgation  of  a  general  Theorem  far 
finding  the  Lengih  of  any  Are  of  any  Conic  Hyperhola^  hy  Means  of  Two 
Eüiptic  Arcs^  wiih  some  oiher  new  and  useful  Theorems  deduced  iherefrom^ 
(Phil,  Trans,  1775,  285  o^et  „Mathematical  Memotrs  hy  John  Landen^  Lon^ 
don  1780.  p,  33^  zn  dem  Ansmf:  „Thns  beyond  my  expectation,  I  find  that 
the  hyperbola  may  in  general  be  rectified  by  means  of  two  ellipses!". 

Diese  Entdeckung  hatte  Landen  schon  1771  in  den  „Phil,  TransJ^ 
angekündigt.  Man  vergleiche  hierüber  Landen:  „A  DisquisiHon  conceming 
ceriain  Fluents^  which  are  assignahle  by  ihe  Ares  of  Conie  Seelions;  wherein 
are  invesligaled  some  new  and  useful  Iheorems  for  eompuling  such  FluenU^ 
(Phil.  Trans,  1771,  LXI^  298 — 309/  Die  Abhandlung,  welche  sich  auf 
die  Differenz  zwischen  dem  Bogen  und  entsprechenden  Segment  der  Asymp- 
tote einer  Hyperbel  bezieht,  wenn  beide  Längen  unendlich  zunehmen,  enthält 
am  Schlüsse  die  Ankündigung  des  oben  bemerkten  Satzes.  Es  ist  bemerkens- 
wert, dass  Landen  weniger  Gewicht  auf  einige  andere  Resultate  derselben 
Abhandlung  zu  legen  scheint,  welche  seinen  Namen  in  der  Theorie  der 
elliptischen  Functionen  dauernd  erhalten  haben,  wie  auf  das  obige  geome- 
trische Theorem,  welches  an  sich  nach  den  Arbeiten  von  Legendre  von 
geringer  Bedeutung  ist 

Weitere  Untersuchungen  über  die  Bogen  von  Ellipsen  und  Hyperbeln  hat 
Legendre  in  seinem  „  Traiii^  /,  46 — 53  gegeben.  Mit  demselben  Gegenstande, 
namentlich  was  die  Teilung  ellipüscher  Bogen  anbelangt,  beschäftigen  sich  die 
folgenden  Abhandlungen  von  Küpper:  „Dlmonsiration  giomilrique  de  celle 
proposiiion^  que  loule  fonelion  ellipiique  de  premilre  espiee  peul  ilre  remplacie  par 
deux  fonciions  eUipliques  de  seeonde  espke^  el  Diveloppemenl  relative  d  la  recli" 
ficalion  de  ThyperhoU^  (Grelle  J,  ZF,  89 — 93^.  „Considirations  giomitriques^ 
destinies  ä  faciliter  Vitude  de  la  thiörie  des  transcendantes  eUipliques"'^  (Cr eile 
/.  LXIII,  40-57A 

Da  weder  die  Ableitung  noch  weitere  Ausdehnungen  des  Satzes  von 
Fagnano  gegenwärtig  besondere  Schwierigkeiten  darbieten,  so  erscheint  es 
nicht  notwendig  alle  diesen  Gegenstand  betreffenden  Arbeiten  hier  anzuführen. 


Note  m. 


Historische  Notizen  über  geometrische  Anwendungen  elliptischer  Integrale. 
Maclaurin,  d'Alembert,  Jacob  u.  Johann  Bernoulli,  Fagnano, 
Euler,   Legendre.    Arbeiten  über  Fagnano.    Brinkley,   Wallace, 

Talbot,  Libri. 

Dass  die  Integrale,  welche  gegenwärtig  den  Namen  „elliptische  Inte- 
grale" fuhren,  sich  nicht  durch  bekannte  Functionen  ausdrücken  lassen, 
wurde  schon  während  des  Entstehens  der  Integralrechnung  bemerkt  Um 
nun  mit  den  geometrischen  Bedeutungen  dieser  Integrale,  namentlich  was 
die  Länge  und  Construction  von  Curvenbogen  anbetrifft,  zu  geometrischen 
Theoremen  zu  gelangen,  haben  die  Geometer  zu  Ende  des  XVII.  und  im 
XVIII.  Jahrhundert  verschiedene  Untersuchungen  angestellt,  von  denen  die 
bemerkenswertesten  angeftihrt   werden  sollen.     Man  verglich  Curvenbogen 
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mit  den  Bogen  von  Kegelschnitten,  wobei  die  Eegelschnitte  gleichsam  als 
Normalcurven  zu  Grunde  gelegt  wurden.  Derartige  Vergleiche,  welche  keine 
besonderen  Schwierigkeiten  darbieten  und  nur  von  geringem  Interesse  sind, 
sollen  hier  nur  kurz  erwähnt  werden.  Ein  Beispiel  hierzu  enthält  die  Note 
II  in  dem  Satze  von  Landen,  dass  ein  Hyperbelbogen  mit  Hülfe  zweier 
Ellipsenbogen  sich  ausdrücken  lässt. 

Eine  andere  Gattung  von  Problemen  soll  nur  durch  ein  Beispiel  an- 
gedeutet werden,  da  derartige  Probleme  einer  allgemeinem  Theorie,  der 
Construction  von  Differentialgleichungen,  angehören.  Hierbei  handelt  es  sich 
namentlich  darum,  Curven  geometrisch  zu  construiren,  bei  welchen  eine  der 
Coordinaten  explicite  durch  ein  elliptisches  Integral  ausgedrückt  ist,  dessen 
Grenze  die  andere  Coordinate  enthält.  Ein  Beispiel  hierzu  bietet  die 
elastische  Curve,  definirt  durch  die  Differentialgleichung: 

Durch  Integration  fahrt  die  vorstehende  Differentialgleichung  auf  eine 
Relation  der  bemerkten  Art.  Jacob  Bernoulli,  welcher  der  elastischen 
Curve  besondere  Aufmerksamkeit  gewidmet,  bemerkt  über  diesen  Gegenstand 
in  den  ,^Acta  Eruditorum^  v.  J,  1694,  p,  2J2:  „Ego  ob  graves  causas  suspicor 
curvae  nostrae  constructionem  a  nullius  sectionis  corneae,  seu  quadratnra, 
seu  rectificatione  pendere"  ( Jacohi  Bernoulli  Opera^  Genevae  MDCCXLIV^^K}^2). 

Durch  die  vorstehenden  Worte  des  grossen  Mathematikers  zu  einer  Be- 
handlung des  Problems  angeregt,  bemerkt  Macl aurin  im  /.  IL  p.  744 
seines  berühmten  Werkes  ^A  Treaiüe  of  Fluxtons^  (Edingh,  1742^  unter 
Nr.  927  Folgendes  im  Anschluss  an  die  obigen  Worte  von  Bernoulli: 
„But  it  is  constructed  by  the  rectification  of  the  equilateral  hyperbola,  for 
if  the  base  of  a  figure  be  always  taken  equal  to  the  perpendicular  from 
the  centre  on  the  tangent  of  such  an  hyperbola,  and  the  Ordinate  equal  to 
the  excess  of  the  tangent  terminated  by  that  perpendicular  above  the  arc 
intercepted  betwixt  the  vertex  of  the  hyperbola  and  the  point  of  contact, 
than  the  figure  shall  be  the  elastic  curve.^ 

Auf  ähnliche  Art  hat  Maclaurindie  Integrale  (Fluents)  von  Ausdrücken, 
wie  die  folgenden: 

dx  dx 

und  anderen  analogen,  welche  sich  auf  elliptische  Differentiale  reduciren 
lassen,  mit  Hülfe  der  Bogen  von  Kegelschnitten  construirt,  worüber  nament- 
lich Nr.  799 — 808  auf  p.  652 — 660  des  „Trealise^  zu  vergleichen  sind. 
In  einer  kleinen  Schrift :  „Lellere  de  Signor  Giovanni  Galfi  al  Signor  Flanio 
Gangini  contenente  alcuni  osservazioni  intorno  tre  ariicoli  deW  opera  del  Signor 
Colin  Maclaurin  sopra  il  calcolo  delle  Fltissioni,^  In  Pesaro  1753.  ii  pag,  in  4® 
(Aus  derselben  Druckerei  wie  die  Werke  von  Fagnano)  sucht  Galfi  nach- 
zuweisen, dass  die  Resultate,  welche  Maclaurin  unter  Nr.  802.  803  und 
927  seiner  Lehre  von  den  Fluxionen  angemerkt  hat,  schon  längere  Zeit  vor 
Erscheinen  dieses  Werkes  von  Fagnano  publicirt  worden  seien. 

Eine  Darstellung  der  hierhin  gehörigen  Arbeiten  von  Maclaurin  fin- 
det man  bei  Felix  Müller:  „Sludien  über  Mac  Lauriifs  geometrische  Dar'^ 
Stellung  elliptischer  Integrale^,     Pr,  d.  Königi  Realsch,  Berlin  1875. 
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Die  von  Maclanrin  gefandenen  Resultate  hat  d'Alembert  auf  ein- 
fachere Art  abgeleitet  und  um  eine  Reihe  von  Sätzen  erweitert  in  der  Ab- 
handlung ;  j^Recherches  sur  le  calcul  inUgraf'^  (Histoire  dt  VAc.  de  Berlin,  AntUe 
1746  p,  182 — 224^.  Der  zweite  Teil  dieser  Abhandlung  yßes  Diffirentieües 
gut  se  rapporterU  ä  la  reciificaiion  de  Vellipse  ou  de  VkyperhoU'^  behandelt  eine 
Anzahl  Differentiale,  deren  Integrale  sich  durch  einfache  Substitutionen  und 
partielle  Integrationen  auf  solche  Integrale  reduciren  lassen,  durch  welche 
der  Bogen  einer  Ellipse  oder  Hyperbel  ausgedrückt  wird.  Lässt  sich  ein 
Differentialausdruck  auf  das  Differential  des  Bogenelements  einer  der  be- 
merkten Curven  reduciren,  so  nennt  dieses  d^Alembert,  denselben  mittelst 
einer  Ellipse  oder  Hyperbel  integrirt  zu  haben.  Die  rein  analytische,  ziem- 
lich reichhaltige  Abhandlung  ist  von  einem  ähnlichen  Gedanken  nach  Classi- 
fication elliptischer  Differentiale  durchdrungen,  durch  dessen  Durchführung 
später  Legendre  der  Entwickelung  der  Analysis  einen  so  bedeutenden 
Dienst  geleistet  hat.  Abgesehen  von  dem  nicht  zu  unterschätzenden  Ein- 
fluss  der  Arbeiten  von  Legendre  auf  Abel  und  Jacobi  muss  man  die 
Ueberwindung  von  Schwierigkeiten  nicht  ausser  Augen  lassen,  welche  solche 
eminenten  Geister  wie  Maclaurin  und  d'Alembert  auf  isolirte  Resultate 
beschränkt  haben. 

Eine  dritte  Gattung  von  Problemen,  von  welcher  hier  besonders  die 
Rede  sein  soll,  besteht  in  Vergleichung  von  Bogen  ein  und  derselben  Curve 
unter  einander,  ohne  dieselben  erst  mit  einem  Ellipsen-  oder  Hyperbelbogen 
zu  vergleichen.  Es  kommt  bei  diesen  Problemen  besonders  darauf  an,  durch 
glücklich  gewählte  Substitutionen  besondere  elliptische  Integrale  zu  trans- 
formiren.  Die  Idee,  Bogen  derselben  Curve,  welche  Bogen  nicht  congruent 
zu  sein  brauchen,  mit  einander  zu  vergleichen,  findet  sich  zuerst  bei  einem 
der  Mitbegründer  der  Integralrechnung,  dem  genialen  Jacob  Bernoulli  in 
der  Abhandlung:  ^JSpecimen  calculi  differeniialis  in  dimensione  Paraholae  heH- 
cotdty\  welche  die  ^^Ada  Eruditorum^^  1691  ^/.  13  u,f,)  enthalten.  (Auch 
Opera  p.  431 — 442/ 

Die  Axe  einer  gewöhnlichen 
Parabel  werde  auf  dem  Umfange 
eines  Kreises  BCDM  aufgerollt.  Die 
Curve,  welche  dann  durch  die  End- 
puncte  der  ursprünglichen  Ordinaten 
geht,  nach  dem  Mittelpunct  des 
Kreises  zu  gerichtet,  nämlich  BFGNA^ 
heisst  die  parabolische  Spirale 
( —  dicitur  nobis  Parabola  heli- 
coides,  vel  si  mavis,  Spiralis 
parabolica). 

Der  Entstehungsweise  nach  ist 
das  Quadrat  von  CF  proportional 
dem  Bogen  BC*  Bezeichnet  man 
durch  r  den  Radiusvector  AF  des 
Punctes  F,  durch  a  den  Halbmesser 
des  Kreises,  so  ist  CF=a — r.  Ist 
femer  w  der   Winkel   CAB^  so  ist  

der  Definition   zu  Folge :   (a — r)^  =  2abtv^  oder  a — r  =  /Softw,  wo  b  eine 


Fig.  5. 
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Constante  bedeutet,   die   Polargleichung  der  parabolischen  Spirale.    Ist  ds 
das  Bogenelement  der  Cnrve,  so  folgt: 

*_,/*.+^.  =  *.|/.+(^)'_*1/T;5^. 

Man  bezeichne   dnrch  ^t    ^^^  Bogen,   dessen   Endpnncte   den  Werten 
-  und  Q+c  von  r  entsprechen,   femer   durch  ^2  ^^^  Bogen,   dessen  End- 

puncte  den  Werten  von  — — c  und  —  von  r  entsprechen.     Es  ist  dann: 


/Y'+^^'*.'.=/ 


Setzt  man  r««  q+^  i™  Integrale  für  ^j,  femer  r  =  - — z    im   Inte- 
grale  fßr  ^2)  ^^  ^^^^  ^^^  leichte  Rechnung: 


■/l/--ai(-TT- 


woraus  man  unmittelbar  mit  Bernoulli  (Opera  p.  434^  folgert:  „ —  unde 
patet  quod,  in  curvis  etiam  illis  quae  rectificationem  nondum  accepemnt 
partes  aequales  dissimilares  assignari  possunt*'. 

Diese  Entdeckung  teilte  JacobBernoulli  seinem  geistig  ebenbtirtigen 
Bruder  Johann  Bernoulli  mit,  der  sich  wohl  in  Folge  davon  auf /.  374 
der  y^Acta  Erudiiorum^  v,  J.  1695  das  Problem  stellte,  zu  einer  gegebenen 
Curve  eine  andere  zu  finden,  so  dass  die  Summe  oder  Differenz  der  Bogen 
sich  durch  Kreisbogen  ausdrücken  lässt  Als  Fortsetzung  enthalten  die 
^Acta  Erudüorum^  v.  J,  1698  auf/.  462  u,f.  (Vide  auch  Joharmü  Bernoulli 
Opera  omnia  /,  249.  Lausannae  ei  Genevae  1742^  die  Abhandlung:  y^Theorema 
universale  Reciificationi  Unearum  curvarum  inserviensJ^  In  einem  besonderen 
Falle  reduciren  sich  die  beiden  Curven  auf  eine  Curve,  nämlich  die  cubi- 
sche  Parabel.  Johann  Bernoulli  bemerkt  hierzu:  (Act.  Erud, p,  ^b^t 
Opera  /.  252^.-  „ —  adeoque  est  Parabola  cubicalis  primaria  quae  cum  se 
ipsa  comparata  rectificari  potest,  seu  in  qua  assignari  possunt  duo  arcus, 
quomm  differentia  est  rectificabilis.  Hie  ergo  incidimus  quasi  fortuito  in 
perelegantem  hujus  famosissimae  curvae  alias  irrectificabilis  proprietatem . . .". 

Da  der  Beweis  dieser  Eigenschaft  der  cubischen  Parabel,  enthalten  in 
der  Gleichung  3ay^  =  x\  zusammenfällt  mit  analogen  Theoremen  für  andere 
Curven,  so  soll  er  mit  erwähnt  werden  bei  Betrachtung  anderer  Parabeln. 

Die  bemerkte  Abhandlung  von  Johann  Bernoulli  legte  den  Grund 
zu  sehr  scharfsinnigen  Untersuchungen  von  F  a  g  n  a  n  0 ,  enthalten  in  der  Ab- 
handlung :  ^^Nuovo  meiodo  per  rettificare  la  differenze  di  due  archi  (uno  d^  quali 
<?  dato)  in  infinite  speäe  de  Parahole  irretttficabili^*,  welche  zuerst  1715  im 
.yGiornale  de^  letterari  d^Italia^'  XXIIy  22g  u.f.  erschien  und  in  den  y^Produsion^* 
II,  317 — 330  sich  abgedmckt  findet 

Im  yyGiornah''  (XIX,  438^  hatte  Fagnano  1714  den  Hathematikem 
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folgendes  Problem  vorgelegt:  „Sia  data  nna  parabola  biqnadratica  primaria 
che  ä  per  equazione  costitntiva  x^  =  y  e  sia  data  ancora  uia  porzione  di 
essa ;  dimando,  che  si  assegni  mi'  altra  porzione  nella  medesima  curva  tale, 
che  la  differenza  delle  porzioni  snddette  sia  rettificabile. 

Se  i  geometri  si  degneranno  riflettere  a  qnanto  scrive  Tincomparabile 
8ig.  Giovanni  Bemonlli  negli  atti  di  Lipsia  dell'  anno  1698  alla  pag.  465. 
depo  la  linea  5.  non  gindicheranno  qnesto  problema  affato  indegno  della 
loro  attenzione'S 

Da  keine  Lösung  dieses  Problems  einlief,  so  gab  Fagnano  dieselbe 
in  Verbindung  mit  ähnlichen  Problemen  in  der  oben  angeAlhrten  Abhandlung. 

Fagnano  geht  im  Wesentlichen  von  folgenden  Betrachtungen  ans.  Es 
sei  a  eine  Constante,  m  eine  beliebige,  reelle  Zahl  und: 

1)  y  = 


w+2     "_ 


ö» 


die  Gleichung  einer  parabolischen  Curve.  Durch  /  bezeichne  man  das  Seg- 
ment der  Tangente  des  Punctes  (o:,  y)  zwischen  diesem  Puncto  und  der 
Abscissenaxe.     Die  Gleichung  der  Curve  giebt  dann: 


')      '  -  y^-^ = Ä^^ 


/i/'+(i)"^- 


wo  v'  =  ^  gesetzt  ist    Bezeichnet  man  durch  s  den  Bogen,  so  ist  für  die 
dx 

obige  Parabel: 

3)  s 

Durch  partielle  Integration  findet  man  leicht: 

Diese  Gleichung  lässt  sich  nach  2)  und  3)  auch  schreiben: 


-t-i-^ = " 


%   P       dx 


oder: 


©■ 


Nimmt  man  das  rechts  stehende  Integral  zwischen  zwei  bestimmten  Grenzen, 
so  ist  seine  geometrische  Bedeutung  folgende :  abgesehen  von  einem  constanten 

Factor  — ^^  ist  es  die  Länge  eines  Bogens  der  Parabel,  vermindert  um  die 
m 

Differenz  der  Längen  der  Tangenten,  welche  durch  die  Endpuncte  des  Bogens 
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gehen.    Unter  der  Länge  der  Tangente  ist  das  Segment  derselben  zwischen 
Contactpnnct  nnd  Schnittpnnct  mit  der  Abscissenaxe  gemeint 

Es  sei  AB  ein  Bogen  der  in  Rede 
stehenden  Parabel.  Die  Abscissen  der 
Punete  P^  P^^  Q  und  Qy^  seien  respective 

a^o»  ^u  ^0  ^^^  ^1-  ^^®  Tangenten  in 
diesen  Pnncten  zur  Carve  mögen  die  Ab- 
scissenaxe in  den  Pnncten  R^  R^^  S  und 
Si  schneiden.  Zufolge  der  Gleichung  4) 
hat  man  dann: 

5) 


m+2 


=  arcP/>i— (/>iÄi— />Ä), 


6) 


m      P^\        dz 


0 


=  arc(>{),— (ßi5i— ß5). 

Lässt  sich  das  Integral  auf  der  linken  Seite  der  Gleichung  5)  so  trans- 
formiren,  durch  Einftlhrung  einer  Variabeln  z,  dass  die  Function  unter  dem 
Integralzeichen  ungeändert  bleibt,  also  das  Integral  in  das  Integral  der 
Gleichung  6)  übergeht,  so  erhält  man  durch  Vergleichung  der  rechten  Seiten 
der  Gleichungen  5)  und  6): 

9xePPi—(PxRi—PR)  =  9iüQ0i—{0iSi—0S). 

Es  kommt  hierbei  wesentlich  darauf  an,  ein  Integral  der  Differential- 
gleichung : 

dx  dz 


1/'+©"    l/'HsJ 


zu  finden,  oder  der  folgenden: 


7) 


dx 


\J 


+ 


dz 


V 


0. 


Fflr  folgende  F&lle  hat  Fagnano  dae  Integral  gegeben. 

m  =  4.    Die  Gleichung  der  Curve  ist   y  =  5-- ,    man   hat    dann    die 

dar 

cubische  Parabel.     Der  Gleichung  7)  genügt  xz=ia\ 

m  =  3.    Die   Gleichung   1)   giebt:  y  «=»  •^^-^'    Der  Gleichung  7)  wird 


genügt  durch: 

Enneper,  ellipt.  Funotiontn.    3.  Anfl. 


6ai 
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X 


a 


TT'  -"'  ('+?X'+t)  -  »• 


m  =  6.    Die  Gleichung  1)  giebt  dann  die  Gleichnng  der  biqnadratischen 
Parabel  y=  t-^*     Zwischen  x  und  z  der  Gleichung  7)  besteht  die  Relation: 


a 


©■-•'I 


Dieser  Fall  entspricht  dem  Problem  von  Fagnano.    Ausserdem  hat 
Fagnano  noch  folgende  Fälle  der  Gleichung  1)  behandelt: 

m  «=  —^1  y  =  Sa^x^y  oder  y^  —  270^^:^ 
iw  =  — g '  y  =  2  a*xt,  oder  y*  =  -gg-«^  » 

m  =  — -i  y  =  ia^ari^,  oder  y*  =  3560^0;. 

Man  bemerkt  hierbei  leicht,  dass  diese  Gleichungen  durch  Vertauschnng 

von  X  und  y  aus  den   vorhin  behandelten   drei  Gleichungen   sich  ergeben. 

Sowohl   die  vorstehenden  drei  Fälle,   sowie   der  Bogen   der  Curve,   deren 

4 

Gleichung  aus  1)  für  »1  =  — -  folgt,   welchen   Fagnano   ebenfalls   unter- 

5 

sucht  hat,  lassen  sich  leicht  direct  behandeln,  wenn  man  die  Integrale  flElr 

den  Bogen  auf  die  Normalform  elliptischer  Integrale  reducirt     Zu  bemerken 

ist,  dass  Fagnano  von  dem  folgenden  Resultat  ausgeht.     Setzt  man: 

\.{x-+p)^+q{x-+p)+ry^  =  9>(^)» 

so  ist  {x'^+p){z^+p)=^r  ein  Integral  der  Differentialgleichung 

9)  {x)  dx+q>iz)  dz  =  0. 
Die  zu  Anfang  angeführte  Abhandlung  von  Fagnano  beginnt  eine 
Reihe  von  Aufsätzen,  in  welchen  der  geistvolle  Geometer  in  höchst  scharf- 
sinniger Weise  seine  relativ  geringen  Hülfsmittel  auf  eine  detaillirte  Unter- 
suchung der  Lemniscate  und  der  c üb i sehen  Parabel  anwendet.  Da  eine 
Anführung  der  einschlägigen  Arbeiten  zu  weit  führen  würde,  indem  eine  ziem- 
liche Anzahl  isolirter  Formeln,  welche  in  der  Art  ihrer  Anwendung  keinen 
inneren  Zusammenhang  zeigen,  sich  nicht  füglich  reproduciren  lässt,  so  sollen 
nur  die  wesentlichsten  Entdeckungen  hervorgehoben  werden.  Diese  Ent- 
deckungen, welche  bei  Fagnano  den  zur  Ausföhrung  gekommenen  Wunsch 
erregten,  dass  zur  Erinnerung  auf  seinem  Grabe  eine  Lemniscate  eingemeis- 
selt  werde,  haben  den  Namen  des  italienischen  Mathematikers  in  Verbindung 
mit  Problemen  der  Integralrechnung  erhalten,  welche  das  grösste  mathe- 
matische Genie  zweier  Jahrhunderte  zum  Gegenstand  bewunderungswerther 
Arbeiten  gemacht  hat  (Gauss,    Werke  /,  413). 
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Da  sich  sämtliche  Citate  auf  yyProduzioni  IP*  beziehen,  so  sollen  nur 
die  Seitenzahlen  angemerkt  werden. 

Auf  /.  328  wird  das  Problem  behandelt,  den  Quadranten  der  Lemni- 
scate  zn  halbiren.  Man  ersetze  die  Gleichnng  der  Lemniscate  {x'^+y^y  = 
2a\x^ — y2)  durch: 


8) 


Fig.  7. 

Der  Bogen    CS  werde  vom  Puncte    C  an  gerechnet.    Hat  u  fitlr  den 
Punct  S  den  Wert  iw,  so  ist: 


9) 


aroCS  = 


_   a      /**       du 

~  \ß  I      V^M(1— tt«) 


Für 


1— t; 


M=  -, 


1+V 


folgt: 


10) 


/""»       du       ^  p^       dv        ^  p^  _   /'1+« 


l+m 


1 — m       , 
— —  und  u 
l+m 


Ifftr 


Ist  in  den  Gleichungen  8)  ftlr  den  Punct  M  u^ 

den  Punct  Z,  so  geben  die  Gleichungen  9)  und  10): 

arc  CS  =  arc  CL — arc  CM=^  ktüLM. 

Ist  m  =  r-r — ,  80  fallen  die  Puncte  S  und  M  im  Puncte  T  zusammen, 
l+m 

der  Quadrant  der  Lemniscate  wird  dann  im  Puncte  T  halbirt 

Eine  andere  Methode  der  Halbirung  beruht  auf  folgenden  Formeln.  Auf 

P^g'  35^  ^^'^  357  findet  Fagnano  aus: 


11)  X 

die  Differentialgleichungen: 

dx 


1    a:  = 


12)  -^ 1         dz  dx      _]ßäu 


»4* 
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Mittelst  der  Gleichnngen  11)  und  12)  Iftsst  sich  der  Bogen  der  cubi- 
schen  Parabel  durch  den  Bogen  der  Lemniscate  auf  zwei  verschiedene  Arten 
ausdrücken.  Weitere  Formeln  fttr  denselben  Zweck  auf  p.  357  und  /.  358 
bieten  kein  besonderes  Interesse. 

Eliminirt  man  x  zwischen  den  Gleichungen  11)  und  den  Gleichungen 
12),  so  folgt  ftlr  das  obere  Zeichen: 

2ttl/l— tt*    1/1— l/T^z*        u\ß 
13)  g—       1  ,     1     > =    r  ' 

14) 


1/1=2*      l/l=t? 
Es  sei  r  der  Radiusvector  eines  Punctes  der  Lemniscate;  setzt  man 

z,  und  ist  ds  das  Bogenelement,  so  findet  man  leicht: 


0/2 

1     äs^       1 

al/2  rf^"^  l/T=z* 

Die  Gleichungen  13)  und  14)  geben  hierdurch  ein  Büttel,  den  doppelten 
Bogen  CS  eines  Bogens  Cl  zu  finden,  oder  umgekehrt  die  Hälfte  Cl  eines 
gegebenen  Bogens  algebraisch  zu  bestimmen. 

In  den  Gleichungen  11)  und  12)  nehme  man  das  untere  Zeichen. 
Setzt  man  /  statt  u,  so  folgt: 

15^  l/l  +  /lll^_     i\ß  2^|/T=^ 

16)  ^  ^* 


Ist  CS=zal/2,  CH-==^ia\J%  so  geben  die  vorstehenden  Gleichungen 
arcCS=  2arc/^Z.    Fallen   die  Puncte  H  und  S  zusammen,  nimmt   man   in 

der  Gleichung  15)  z  =  t^  also  z^=z2\/^ — 3,   so   ist  hierdurch  algebraisch 
das  Problem  der  Dreiteilung  des  Lemniscatenbogens  gelöst. 
Setzt  man  weiter: 

CI=ua\ß,  CS  =  za\ß,  CO  —  ia\j2, 

\/i+i/i=T4^  u\/2  ^  l/^+Z^= jj/L, 

z  l/l=w4'  w  l/l— /4 ' 

so  ist  (75=  2C/;  (7/=  20Z,  folglich  CS=  ^OL  Fallen  die  Puncte  S  und 
0  zusammen,  so  wird  dadurch  der  fünfte  Teil  des  Quadranten  der  Lemni- 
scate bestimmt. 

Aus  dem  Vorhergehenden  schliesst  Fagnano,  dass  der  Quadrant  der 
Lemniscate  sich  algebraisch  in  gleiche  Teile  zerlegen  lässt,  wenn  die  An- 
zahl derselben  in  einer  der  drei  Formen  2.2"»,  3.2"»,  5  .  2"»  enthalten  ist, 
wo  m  eine  positive  ganze  Zahl  bezeichnet:  „E  questa  h  una  nuova,  e  sin- 
golare  proprieta  della  mia  curva"  (p.  368^. 

Die  ebenso  eleganten  wie  merkwürdigen  Theoreme  von  Fagnano  be- 
wogen Euler,  sein  Additionstheorem  in  einer  Reihe  von  Abhandlungen  teils 
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weiter  auszuführen,  teils  geometrisch  zu  verwerten.  Der  ziemliche  Umfang 
dieser  Abhandlungen  gestattet  keine  eingehendere  Analyse  derselben,  einige 
Andeutungen  der  bemerkenswertesten  Resultate  mögen  genügen.  Hier  wie 
in  fast  allen  Teilen  der  Mathematik  tritt  die  wahrhaft  staunenerregende 
Productivität  Euler's  in  bemerkenswerter  Weise  hervor. 

In  der  Abhandlung:  „Observaiiones  de  comparaiione  arcuum  curvarum 
irrectificabilium'*  (Nov,  Comm.  Petrop,  VI,  58 — 84,  1761^  bestimmt  Euler 
auf  dem  Quadranten  einer  Ellipse  zwei  Bogen,  deren  Summe  sich  geometrisch 
ausdrücken  lässt. 

Wird  die  halbe  grosse  Axe  zur  Einheit  genommen,  ist  c  die  halbe 
kleine  Axe,  setzt  man  1 — (;^  =  n,  so  stellt  sich  Euler  die  Aufgabe,  die 
Integrabilität  des  Differentialansdrucks 


-irr.  j>   I  /l— wa:^  I  /l—nn 


zu  bestimmen.     Hierbei   wird   bemerkt :   „ —  cum   igitur   tentaminibus  totum 

negotium  absolvi  debeat,  fingatur  1/  — ^  =  ot/,  et  a  ita  concipiatur  ut 

I  /l — n«^ 
vicissim   fiat    1  /     ^  =  ao:." 


Da  n<l  ist,  so  fuhrt  die  obige  Annahme  zu  keinem  reellen  Resultate. 
Euler  setzt  daher  (tentemus  ergo  alias  formulas): 


t-^-i'  1/ 


1 — nt*^      a 


1— M*        X 

Hieraus  folgt  a  =  1  und 

19)  a;2+u2=l+na;V. 

Für  a  =  1  ist  nach  18)  der  Differentialausdruck  in  17)  gleich 

dx     du_  d(x^+u^ 
u       X  2xu 

d.  i.  nach  19): 

dx     du 

—  +  —  =  nd(xu). 

U  X 

Findet  die  Gleichung  19)  statt,  so  ist  also 

Da   nach    19)  u  =  1   fclr  x  =  0,  so   giebt  die  vorstehende  Gleichung 
integrirt : 


r^\m^r-\m= 


nxu. 


Diese  Gleichung  enthält  nichts  weiter  wie  den  Satz  von  Fagnano. 
Euler  giebt  für  denselben  folgende  einfache,  leicht  zu  beweisende  Con- 
struction  an. 
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Die  Tangente  im  Pnncte  P  der  Ellipse 
treffe  die  kleine  Axe  OB  im  Pnncte  Q,  Anf 
dieser  Tangente  werde  QR  =»  QA^  d.  h.  gleich 
der  halben  grossen  Axe  abgeschnitten.  Die 
Parallele  zn  OB  dnrch  R  trifft  die  Ellipse  im 
Pnnhte  5.    Es  ist  dann: 

are  PB—aic  AS  =  PM, 

wo  M  der  Fnsspnnct  des  Perpendikels  ist,  ge- 
fWt  vom  Mittelpnncte  0  der  Ellipse  anf  die 
Tangente  des  Punctes  P.  ^-  ®- 

Im  weiteren  Verlauf  der  Abhandlung  reprodncirt  Eni  er  eine  ziemliche 
Zahl  der  von  Fagnano  gefundenen  Formeln.  Zn  diesen  wird  der  folgende 
Satz  hinzngeftlgt: 

Theorema. 

„Si  corda  arcns  simplicis  CM  M  =  z  et  corda  arcns  ncupli  CM^^^  =  u, 
erit  corda  arcns  (n+l)cnpli 


vm^'  i/? 


z 


CM^n^^^=    '   '       *^-  "      ^^^ 


II 


1 


-„!/■ 


(1_U2)(1_^2) 


(l+U')(l  +  22) 

Der  7*.  F//  der  ^^Novt  Commmtarii^  (PetropoK  1761J  enthält  in  umge- 
kehrter Reihenfolge  die  Abhandlungen  Euler's;  „Sp^ctnun  novae  methodi 
curvarum  quadraturas  et  rectificationes  alicLsque  quantitaies  transcendenies  tnUr 
se  C(mparandi>\  (p.  83 — 127^.  ^^Spedmen  aUerutn  methodi  novae  quantitates 
transcendentes  inter  se  comparandi  et  de  comparättone  arcuum  Eüipsis^^.  (p.  3 — 48^. 

Es  seien  X  und  Y  dieselben  Functionen  von  x  und  y.  Nimmt  man 
zwischen  x  und  y  die  Gleichung  a+2/3(a:+y)-f-7(a:2-f-y^)+2da:y  =  0  an, 

so  lassen  sich  mittelst  derselben  Integrale  herstellen,  jXdx,  jYdy^  mit 
deren  Hülfe  sich  die  Summen  von  Kreisbogen  und  Parabelbogen  ohne  zu 
weitläufige  Rechnungen  ausdrücken  lassen.  Diese  Methode  bildet  den 
Gegenstand  der  ersten  Abhandlung.  Mit  seinem  unübertrefflichen  Talent, 
vom  Einfachen  zum  Complicirten  auf  systematische  Weise  vorzugehen, 
nimmt  Euler  in  der  zweiten  Abhandlung  die  „Aequatio  canonica^^ 

0  =  a+y{xx+yy)+2dxy+C,xxyy 
als  Ausgangspunct  zur  Herstellung  seines  Additionstheorems. 
Setzt  man  zur  Abkürzung  mit  Eni  er: 


m.-fl 


"<'>-f^^- 


SO  finden  folgende  Gleichungen  statt  (pag.  iij: 

wo:  
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Für  ^  =  0,  ^=0  repräsentiren  die  Gleichungen  20)— 22)  das 
Additionstheorem  der  elliptischen  Integrale  erster  Gattung,  für  A=l, 
C=—(l+k'^),  E  =  k'^,  ^'=1,  B'  =  —k^  C  =  0  zeigen  dieselben  Glei- 
chungen, dass  Euler  auch  als  Entdecker  des  Additionstheorems  der  ellip- 
tischen Integrale  zweiter  Gattung  angesehen  werden  muss,  welches  Theorem 
auf/.  24  in  der  gewöhnlichen  Form  direct  ausgesprochen  sich 
vorfindet.  Von  pag.  24  an  bis  zum  Ende  der  Abhandlung  bedient  sich 
Euler  fortwährend  dieses  Satzes  zur  Vergleichung  von  Ellipsenbogen. 
Nachdem  schon  auf  p.  14  bemerkt  ist,  wie  die  Gleichung  n{x)  =  nn(y) 
herzustellen  ist,  finden  sich  auf/.  37  und  p.  46  Probleme  über  Verdoppelung 
und  Verdreifachung  eines  elliptischen  Bogens.     (Problema  7). 

Im  /.  VII  der  ^^CommmL  PeiropoL^^  findet  sich  noch  folgender  Aufsatz 
Euler^s:  ^^Demonstratio  theorematis  et  solutio  probUmatis  in  Act,  Erud,  Ups. 
propositorum}^  128 — 162.     (Nov.  Act.  Erud.  1754,  40^. 

Das  zu  beweisende  Theorem  besteht  in  Folgendem. 


Fig.  9. 

Es  sei  BU  ein  gegebener  Diameter  der  Ellipse  ABAff.  Man  con- 
struire  den  conjugirten  Diameter  CC  Es  werde  auf  der  Verlängerung  von 
CC  vom  Büttelpuncte  0  der  Ellipse  aus  das  Segment  0E='  OA  abgeschnitten. 
Vom  Puncto  E  flQle  man  das  Perpendikel  EH  auf  OA,  welches  den  Um- 
fang der  Ellipse  im  Puncto  P  trifft.  Durch  den  Punct  P  ist  dann  der  halbe 
Umfang  BBCAB'  der  Ellipse  zwischen  den  Endpuncten  des  gegebenen  Dia- 
meters BB*  so  geteilt,  dass  sxcBBP^biüPAB' =  FF'  ist;  die  Puncto  F 
und  F'  sind  die  Fusspuncte  der  Perpendikel,  geftllt  von  den  Puncten  B  und 
ff  auf  den  conjugirten  Diameter  CC 

Eni  er  hat  den  Beweis  dieses  Theorems  gegeben,  sowie  die  Lösung 
des  Problems,  auf  dem  elliptischen  Quadranten  AB  zwei  Puncto  p  und  q  so 

zu  bestimmen,  dass  arcp^  =  ^arc^^.     Dieses  letztere  Problem   wird   auf 

ein  geometrisches  Problem  reducirt    Die  Tangente  des  Punctes  p  schneide 
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die  verlängerten  Hanptaxen  OA  und  OB  der  Ellipse  in  den  Puncten  p'  nnd 
p".  Der  Punct  p  ist  dann  durch  die  Bedingung  p'p — pp"=xa+b  be- 
stimmt, wo  OA=^a  und  OB  =  b  ist.  Genau  auf  dieselbe  Weise  ist  der 
Punct  q  bestimmt,  so  dass  die  Differenz  der  Segmente  der  Tangente  gleich  der 
Summe  der  halben  Hauptaxen  ist.  fp.  i^sj»  Am  Ende  seiner  Abhandlung 
behandelt  Euler  das  Problem,  den  ganzen  Umfang  der  Ellipse  in  drei  gleiche 
Teile  zu  zerlegen  fp.  156 — 162^.  lieber  dieses  Problem  findet  man  die 
Worte:  „Qnoniam  enim  facillime  arcus  assignatur,  qui  totius  perimetn'  fit 
semissis,  vel  quadrans,  vel  ope  problematis  praecedentis  etiam  octans,  hand 
parum  notatu  dignus  videtur  casus,  quo  triens  postulatur,  cujus  solutio,  etiamsi 
ob  summam  facilitatem,  qua  res  de  semissi  et  quadrante  expeditur,  non 
admodum  difficilis  videatur,  tamen  ad  investigationes  perquam  prolixas  et 
operosas  deducitur,  quas  superare  tentabo^^ 

In  allen  diesen  angeftihrten  Abhandlungen  macht  sich  bei  Eni  er  das 
Vorbild  geltend,  welches  Fagnano  in  seinen  Arbeiten  gegeben  hat,  eine 
fortwährende,  unmittelbare  Anwendung  der  gefundenen  Formeln  auf  Geometrie. 
Eni  er  citirt  auch  mit  offener  Bewunderung  die  Arbeiten  seines  Vorgängers 
in  diesem  Gebiete  der  Analysis. 

Die  folgenden  Abhandlungen  Euler's  sind,  ungeachtet  ihrer  Titel,  bei- 
nahe rein  analytischer  Natur,  die  Untersuchungen  von  Maclaurin  und 
d^Alembert,  welche  angefahrt  sind,  scheinen  den  Grund  zu  diesen  Arbeiten 
gelegt  zu  haben.  ^^Consideratio  formularum^  quarum  integraiio  per  arcus 
sectionum  conicarum  ahsolvi  potest^^,  (NiW,  Comment.  VI  11^  129 — 149,  Petrop, 
1763^.  ^yDe  reductione  formularum  integralium  ad  rectificationem  ellipsis  ac 
hyperbolae^''  (Nav,  Comment.  Z,  3 — 50.  Pst.  iy66J. 

Findet  zwischen  x  und  y  die  Relation  statt: 

23)    (a+2bx+cx^)y^+(a'+2b'x+c'x^)y+a"+2b"x+c"x'^  =  0, 

so  werden  particuläro  Fälle   dieser   Gleichung   auf  die   Transformation  von 
Integralen  angewandt,  enthalten  in  der  Form: 


f^ 


''+^^^rfx. 


k+?ixx 

Je  nachdem  die  Constanten  /,  ^,  ä,  k  teilweise  positiv  oder  negativ 
sind,  je  nachdem  femer  gewisse  Ungleichheiten  zwischen  denselben  statt- 
finden, unterscheidet  Euler  12  verschiedene  Fälle,  welche  sämtlich  sehr  ein- 
gehend behandelt  sind.  In  geometrischer  Hinsicht  wird  dabei  unterschieden, 
ob  ein  solches  Integral  eine  der  folgenden  fünf  Bedeutungen  hat:  elliptischer 
Bogen,  hyperbolischer  Bogen,  elliptischer  Bogen  plus  einem  algebraischen 
Teil,  elliptischer  und  hyperbolischer  Bogen  nebst  algebraischem  Teil.  Aus 
der  enormen  Menge  von  Detailnntersuchungen,  welche  beide  Abhandlungen 
enthalten,  möge  hervorgehoben  werden,  dass  Enler  in  der  ersten  Abhand- 
lung die  allgemeine  Gleichung  23)  auf  ein  ziemlich  allgemeines  Problem 
anwendet,  fp.  142^. 

Die  Gleichung  23)  fährt  bekanntlich  auf  eine  Differentialgleichung: 

24)  ^  +  -^  =  0, 

\/y    ]/ä 

wo  Jl  xmi  y  Polynome  vierten  Grades  von  x  nnd  y  sind.    Enler  setzt  nun: 
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25) 


Nimmt  man  A\  B\  C^  D\  E  als  gegeben  an,  so  giebt  die  erste  der 
Gleichnngen  25)  zwischen  a,  b^  c  etc.  5  Relationen.  Da  Ä  nur  gerade  Po- 
tenzen von  X  enthält,  so  ergeben  sich  zwischen  den  bemerkten  Coefficienten 
noch  zwei  weitere  Relationen.  Um  eine  letzte  Relation  [die  Gleichnng  23) 
enthält  factisch  nur  8  arbiträre  Coefficienten]  zu  erhalten,  geht  Euler  von 
folgender  Gleichung  aus: 


/ 


dy  =  Constans 


\/AY+2ß'y^+€ry^+2iyy+£: 

+mx+ny+p+  I        '  -==dx. 

J  \/Ax^+Cx^+D 

Diese  Gleichnng  wird  mittelst  der  Gleichungen  23)  und  24)  behandelt 
Es  seien  F,  Q\  R  gegebene  Quantitäten.  Um  nun  eine  achte  Relation 
zwischen  a,  b^  c  etc.  zu  erhalten,  setzt  Euler   ÄQ*  ^=^ffK,     Es  ist  dann: 

R 
mx+ny+p  =  -^(by+c'x+cxy). 

Die  schliessliche  Bestimmung  der  Coefficienten  der  Gleichung  23)  hängt  von 
einer  cubischen  Gleichung  ab.  Sind  dieselben  bestimmt,  so  ergeben  sich 
A,  C,  ß,  P,  Q  und  R  durch  lineare  Gleichungen.  Aehnlich  wie  die  vorhin 
erw^nten  beiden  Abhandlungen  enthalten  die  beiden  folgenden  wesentlich 
analytische  Resultate:  ^^Uherior  evoUäio  comparationis  quam  inter  arcus  sectionum 
conicarum  instituere  licet^  (Act  Acad,  Petrop.  pro  a,  1771,  pars  posterior. 
Petrop.  1785,  23 — 43^.     ^yDe  miris  proprütatibus  curvae  elasiicae  sub  aequatione 

y  = 


("Ac/a  A.  P.  pro  a.  1782.  PeL  1789,  34 — ti). 

Die  erste  Abhandlung  beschäftigt  sich  namentlich  mit  dem  Additions- 
theorem der  elliptischen  Integrale  zweiter  Gattung  (p.  30^  und  mit  der  Anwendung 
desselben  auf  die  Vergleichung  von  Ellipsenbogen.  Auf  p,  35  wird  in  das 
Integral  für  den  elliptischen  Bogen  ein  Winkel  als  Integrationsvariabele 
eingeführt.   Am  Schluss  (p,  43J  findet  sich  folgendes  Theorema:  „Si  capiatur 

s=    , —^=^,  erit  differentia  istarum  formulamm  integralium  semper 

\/c^+(a^—c^)q^ 
algebraica: 

a  1/02—52  J         c\/c^—q^        ^       cl/c^+(a2— c2)^« 

Diese  ,,egregia  reductio",  wie  Euler  dieselbe  nennt,  ist  indessen  nur 
eine  andere  Form  ftlr  das  Theorem  von  Fagnano. 

Die  Abhandlung  über  die  elastische  Curve  baslrt  auf  einem  älteren 
Aufsatz  „Plentor  exp/icati'o*^ ,  von  welchem  weiter  unten  die  Rede  sein  soll. 
Von  pag,  5 1  ab  werden  die  Bogen  der  Curven,  welche  in  Form  elliptischer 
Integrale  erscheinen,  mit  einander  verglichen.    Die  geometrische  Untersuchung 
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der  elastischen  Curve  verd^kt  ihren  Ursprung  einem  Probleme  von  Jacob 
Bernonlli  (Act.  Erud,  1692,  207^,  die  Form  eines  Tuches  zu  finden,  welches 
von  einer  schweren,  flüssigen  Materie  ausgedehnt  wird.  Eine  Lösung  des 
Problems  erfolgte  nicht.  Bernoulli  gab  seine  Lösung  Act,  Erud.  i6g2  p.  2Ö2. 
Weitere  Untersuchungen  von  demselben  enthalten  die  Act.  Erud.  1694  p.  338/ 
1695  p.  545.  Die  Vergleichung  von  Curvenbogen,  welche  nicht  superposabel 
sind,  haben  Euler  in  seinen  letzten  Lebensjahren  zu  einigen  sehr  interes- 
santen und  geistvollen  Betrachtungen  Veranlassung  gegeben,  von  denen  man 
nur  bedauern  kann,  dass  dieselben  nicht  in  dem  Maasse  durchgeftihrt  sind, 
wie  dieses  bei  den  Kegelschnitten  der  Fall  ist 

Diese  Untersuchungen,  welche  von  den  bisher  bemerkten  gänzlich  ver- 
schieden, sind  die  folgenden :  „De  innumerü  curvts  algebratcts,  quarum  longi'' 
tudinem  per  arcus  ellipticos  metiri  licet"' ,  Nov.  Acta  Ac.  Petrop.  V  pro  a.  1787 
Petr.  1789,  71 — 85.  „Z?^  infinitis  curvis  algehraicis^  quarum  longiiudo  indefimia 
arcui  elliptico  aequatur^\  Mim.  posth.  de  L.  Euler,  F.  F.  Sckudert  et  N.  Fuss, 
PStersbourg  1830,  95 — 99. 

Die  erste  Abhandlung  behandelt  folgendes: 

Problema. 
„Pro  coordinatis  o;  et  ^  functiones  algebraicas  ipsius  v  investigare,  ut  fiat: 


\/^^+ä^^=ä.\/'^=^^--' 


Nachdem  eine  Lösung  gegeben,  setzt  Eni  er  t;  =  sin9)  und  giebt  dann 
auf/.  80  als  altera  solutio  folgende  Gleichungen: 

2y  =  ^  cos(i4-l)9>— ^C08(i— 1)9). 

Nimmt  man  die  Fälle  jl==±l  aus,  so  bestimmen  die  vorstehenden 
Gleichungen  für  rationale  Werte  von  X  unendlich  viele  algebraische  Curven. 
Auf  p.  83  wird  noch  ein  zweites  System  gegeben,  welches  nur  unwesentlich 
von  dem  obigen  verschieden  ist.  Aus  der  zweiten  Abhandlung,  welche  vom 
Jahre  1781  datirt,  sind  folgende  Gleichungen  hervorzuheben: 

O;  =    — ^.-TC08(n+l)ö -rC08(?l — 1)©, 

71+1                         n — 1 
^    sin  (n+ 1)  e ^  8in(n— 1)©, 


^        n— 1  ^    '    '        n—l 

wo  n  =  ±  1  auszunehmen  ist. 

In  einer  früheren  Abhandlung:  ^Integratio  Aequationis 

dx  dy 


\/A+Bx+Cx'^+Dx^+Ex^      \Ia  +  Dy+Cy'^+Dy^+Ey^ 

Nov.  Comm,  XII,  1767,  3 — 16,  hatte  Euler   schon  bemerkt,   dass  in  dem 
ersten  Differential  durch  eine  Substitution  von  der  Form: 

mz+a 

nz+b 


Note  m]  539 

die  ungeraden  Potenzen  von  z  unter  dem  Wurzelzeichen  sich  wegschaffen 
lassen.  Dasselbe  gilt  ftir  das  zweite  Differential.  Nimmt  man  also  in  der 
obigen  Gleichung  Z^  =  0,  Z>  =  0,  so  wird  die  Allgemeinheit  derselben  dadurch 
nicht  veningert.  Indem  Euler  in  der  obigen  Differentialgleichung  unter 
den  Wurzelzeichen  nur  gerade  Potenzen  von  x  und  y  annahm,  gelangte  er 
durch  eine  wesentliche  Vereinfachung  der  Rechnungsoperationen  zu  den  Er- 
gebnissen, welche  in  der  ebenso  merkwürdigen  wie  bedeutenden  Abhandlung 
niedergelegt  sind:  ^^Plenior  explicatio  circa  comparationem  quantitatum  in  forma 
integrali 

^  äz 


ß 


conteniarum^  denotante  Z  functionem  quamcunque  rationalem  ipsius  2^.'* 

Diese  Abhandlung  findet  sich  in  Act,  Ac.  Pctr,  pro  a.  1761.  Pars  Post, 
Petr,  1785,  3 — 22y  oder  auch:  ^Jnstitutiones  calculi integralis^''  (IV,  446 — 464A 
Euler  hat  in  dieser  Abhandlung  sein  ursprüngliches  Additionstheorem  so 
erweitert,  dass  sich  ein  Satz  ergiebt,  welcher  die  Additionstheoreme  sämt- 
licher, von  Legendre  aufgestellten  Gattungen  elliptischer  Integrale  umfasst. 
Bei  dem  historischen  Interesse  sollen  die  Worte  Eulers  angefahrt  werden. 
Man  setze: 

26)  n{z)  =  f'  --       ^  ^dz, 

J     ]/l+mz^+nz^ 

wo  Z  eine  gerade  Function  von  z  ist.  Ist  Z  ein  Polynom  von  z\  so  lässt 
sich  n{x)+n(y) — n{z)  als  algebraische  Function  von  a?,  y  und  z  darstellen 
fttr  eine  gewisse  algebraische  Relation  zwischen  x,  y  und  z. 

„Nunc  autem  observavi,  easdem  comparationes  institui  posse,  si  pro  Z 
accipiatur  functio  quaecunque  rationalis  ipsius  z\  quae  scilicet  habeat  higus- 
modi  formam: 

F+Gz'^+Hz^+Iz^+Kz^'{-  . . . 

%+@z'^+^z^+'^z^+&z^+ . . .' 

ubi  quidem  hoc  discrimen  occurrit,  quod  differentia  inter  summam  duamm 
hujusmodi  formnlarum  et  tertiam  formulam  ejusdem  generis  inveniendam  non 
amplius  fit  quantitas  algebraica,  veruntamen  per  logarithmos  et  arcns  circu- 
lares  semper  exhiberi  possit  ita  ut  nunc  ista  investigatio  multo  latius  pateat, 
quam  eam  adhuc  eram  complexus.^* 

Wie  fast  in  allen  Untersuchungen  über  elliptische  Integrale  geht  Euler 
von  der  Gleichung  aus: 

a+r(^^+y2)+2da:y-t-Sa;2y2  =  0. 
Diese  Gleichung  wird  durch  die  folgende  ersetzt: 

27)  x'^+y'^—z'^+2xy  \/l+mz^+nz^-^nxh/^z^  =  0. 
Setzt  man  zur  Vereinfachung: 

28)  l/l-hiwz2-f-n2*  =  J, 
so  giebt  die  Gleichung  27): 

29)  x^+y^—z^+2xyA—nxYz^  =  0 
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30) 


Entwickelt  man  ans  dieser  Gleichung  snccessive  die  Werte  von  x  und 
2/,  so  folgt: 

x{\—nyH'^)+yA  =  z\/l+my'^+ny\ 

y{l—nxH'^)+xA  =  z\/\  +  ~mx^+fix^. 

Die  Gleichung  29)  fährt  bekanntlich  auf: 

31)  -— ^-_-+  ..^JL-.-^  =  0, 

oder  nach  30): 

32)  ^        _  ^y        . 


y(l— na:2z2)+xJ  x{l—nyH'^+yA 

Für  x  =  0  ist  nach  29)  y  =  z,  die  Differentialgleichung  32)  integrirt 
giebt  das  bekannte  Additionstheorem  der  elliptischen  Integrale  erster  Gat- 
tung. Es  seien  nun  X  und  Y  dieselben  Functionen  von  a:^  und  y^  wie  Z 
von  z"^.    Man  setze: 

33)  , ^^ da;+    . ^-^==dy  =  dV, 

dann  lässt  sich  auf  folgende  Art  V  finden.  In  33)  lässt  sich  nach  31)  €£r 
oder  dy  eliminiren,  da  indessen  kein  Grund  vorhanden  ist,  V  als  Function 
von  X  oder  y  anzusehen,  so  fahre  man  eine  neue  unabhängige  Variabele  u 
ein  mittelst  der  Gleichung  xy «» u.  Die  Gleichung  32)  lässt  sich  dann 
ersetzen  durch: 

^ = -^y    ^  =sdu. 

y(l— na:2z2)+a;J       x(l^nyH^)+yA 
oder: 

34)   dx  =  \y(l—nx^z^)+xA]sdu,  dy  = —[x(l—ny^z^)+yA[]sdUy 
wo  s  eine  Unbestimmte  bedeutet.     Diese  Gleichungen  geben: 

ydx+xdy  =  (y^ — x'^)sdu^ 
also  da  ydx-^-xdy  =  du  ist,  1  =  (y2 — ^^2)^.     getzt  man  in  den  Gleichungen 

34)  s= -,  so  folgt  mittelst  der  Gleichungen  30): 

y^ — X'' 

dx  — dy         zdu_ 

[/l+mx'^+nx*  ~  \/l+~fny^+ny*  ~  V^—^'^ 
Die  Gleichung  33)  wird  hierdurch: 

z-= zdu  =  dV 

y^—x^ 

oder: 

35)  dV  =  —z^^-,du, 

Y X 

Nun  ist  aber     ^       -  eine  Function  von  xy  und  a;*+y^.     Die  Gleichung  29) 

y     ^ 

giebt,  xy  =  u  gesetzt,: 
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36)  x^+y^  =  z^—2u/l+u^zhi. 

Hieraus  folgt,  dass  in  35)  der  Factor  von  du  eine  Function  von  u  ist 
Setzt  man  folglich: 

SO  ist  nach  35)  dV= — Udu.  Diesen  Wert  von  dV  setze  man  in  die 
Gleichung  33)  und  integrire.  Für  a;  =  0  ist  y=  z  und  u  =  0.  Mit  Rflck- 
sicht  auf  die  Bezeichnung  aus  26)  folgt  nun: 

38)  n{x)+n{y)—n{z)  =  —  /    Udu. 

Ist  z.  B.: 


so  folgt: 


Y—X  a'b—ab' 


y^—x'^      a'^+a!h\x'^+y^)+b"^xhf^ 
d.  i.  nach  36)  und  37): 

z{a!b-ab') ^ 


a!^+a;Vz^+2c{b'A .  u+{V^+a'Vnz'^)u'^ 
Nimmt  man  also: 

a+62*  dz 


mz) 


so  ist: 

z(aV—a!b)du 


n{x)+n{y)—n(z) 


(i^+a'b'z^+2a'VA.u+{V^+a!b'nz^)v:^ 


wo  nach  Ausftlhrung  der  Integration  rechts  u  =  xy  zu  setzen  ist.  Die  vor- 
stehende Gleichung  enthält  die  Additionstheoreme  der  elliptischen  Integrale 
sämtlicher  drei  Gattungen. 

In  Verbindung  mit  den  Abhandlungen,  deren  beim  Additionstheorem 
Erwähnung  geschah,  sind  in  dem  Vorstehenden  fast  alle  Arbeiten  von 
Euler  angegeben,  welche  sich  auf  elliptische  Integrale  beziehen.  Dieselben 
enthalten  ein  sehr  grosses  Material,  selbst  wenn  man  von  mitunter  etwas 
umständlichen  Wiederholungen  absieht.  Es  hat  sich  ergeben,  dass  das  all- 
gemeinste Additionstheorem  für  elliptische  Integrale  zuerst  von  Euler  deut- 
lich und  explicite  ausgesprochen  ist,  dass  Euler  eine  Art  Normalform  el- 
liptischer Integrale  angenommen  und  auf  dieselbe  hingewiesen  hat,  welche 
sich  wenig  von  der  Normalform  unterscheidet,  welche  die  Basis  der  Forschungen 
von  Legendre  bildet  Die  Arbeiten  von  Euler  mussten  ftlr  Legendre 
eine  ebenso  nützliche  wie  reiche  Quelle  sein,  aus  welcher  der  Verfasser  des 
yyTratte  des  fonctions  elliptiqius^*  eine  Anzahl  Ideen  entnommen  hat,  welche 
eine  unparteiische  Auffassung  dem  Manne  zuwenden  muss,  welcher  ohne 
Uebertreibung  der  Begründer  der  neueren  Mathematik  genannt  werden  kann. 
Das  grosse  Verdienst,  welches  Legendre  um  die  Ausbildung  der  Theorie 
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der  elliptischen  Integrale  erworben,  wird  nicht  im  Mindesten  dadurch  ver- 
ringert, dass  die  Priorität  einiger  fnndamentalen  Ideen  und  Theoreme  Euler 
angehört.  Wenn  man  erwägt,  dass  die  hierhin  gehörigen  Arbeiten  Euler's 
in  ihrer  Vereinigung  einen  Qnartband  von  350 — 400  Seiten  Mlen  würden, 
so  ist  schwer  zn  begreifen,  dass  von  all  diesen  Arbeiten  nur  ein  einziger 
Satz  erwähnt  wird,  der  noch  obendrein,  gestützt  anf  die  Autorität  von  La- 
g ränge,  mehr  einem  glücklichen  Einfall,  wie  langer,  mühsamer  und  tiefer 
Forschung  zugeschrieben  wird.  Fagnano  hat  den  glücklichen  Gedanken 
gehabt,  den  Euler  durch  eine  ungeheure  Arbeit  erst  systematLsch  weiter 
gefUhrt  hat  Es  lässt  sich  nicht  verkennen,  dass  die  Rechnungen  Euler's 
in  manchen  Aufsätzen  fQr  den  Ungewohnten  von  abschreckender  Länge  und 
Complication  sind,  dass  die  überwältigende  Menge  von  Formeln  der  ersten 
Abhandlungen  erst  in  der  y.PUnior  Explicaiio*'  den  Anfang  einer  bedeutenden 
Theorie  hervortreten  lässt.  Mit  dem  Erscheinen  der  Abhandlung  ^J^imoire 
sur  /es  inUgratiom  par  dtarcs  (Tellipse**  (Hist,  de  PÄc,  a,  1786,  Jhrts  1788, 
616 — 646^  von  Legendre,  wenige  Jahre  nach  dem  Tode  Euler's,  tritt 
die  Theorie  der  elliptischen  Integrale  in  ein  neues  Stadium.  Die  geometrisebe 
Grundlage  verschwindet  fast  gänzlich.  Mit  hervorragender  Leichtigkeit  und 
Eleganz  behandelt  Legendre  die  elliptischen  Integrale  in  sehr  systemati- 
scher Weise.  Er  giebt  zur  Untersuchung  derselben  eine  grosse  Menge  Re- 
ductionsformeln,  welche  ihm  gestatten,  später  in  lichtvoller  Uebersichtlichkeit 
Ordnung  zu  schaffen  in  dem  schwer  zu  übersehenden  Labyrinth  von  Formeln, 
welche,  meistens  in  recht  ungelenker  Form,  von  d'Alembert  und  Eni  er 
aufgestellt  worden  sind.  Selbst  wenn  man  eine  Reihe  glänzender  Ent- 
deckungen nicht  in  Rechnung  bringt,  können  die  Verdienste  von  Legendre 
nicht  hoch  genug  angeschlagen  werden,  weiteren  Forschungen  den  Weg  ge- 
ebnet zu  haben. 

Fasst  man  die  successive  Ausbildung  der  Lehre  von  den  elliptischen 
Integralen  in^s  Auge,  so  lässt  sich  kaum  in  Abrede  stellen,  dass  von  dem 
Jahre  1740  an,  als  Fagnano  das  Problem  über  die  biquadratische  Parabel 
aufstellte,  ein  volles  Jahrhundert  hindurch  diese  Theorie  wesentlich  von 
Fagnano,  Enler  und  Legendre  geschaffen  und  begründet  ist. 

Die  Arbeiten  von  Fagnano  und  Euler  haben  später  zu  keinen  di- 
recten  Fortsetzungen  Veranlassung  gegeben,  die  Schriften  von  Fagnano 
scheinen  sehr  wenig  bekannt,  die  Schriften  des  grossen  Euler  zu  wenig 
gelesen  zn  sein.  Es  lässt  sich  schwer  erklären,  dass  der  Name  von  jedem 
dieser  eminenten  Geometer  nur  mit  einem  einzigen  Theoreme  verbunden  ist. 
Von  dem  Additionstheoreme  Euler's  ist  im  siebenten  Abschnitt  die  Rede 
gewesen;  zur  Vervollständigung  des  Obigen  bleibt  daher  nur  übrig,  auf 
einige  Abhandlungen  zu  verweisen,  welche  sich  auf  das  sogenannte  Theorem 
von  Fagnano  beziehen.  Folgende  Abhandlungen  bieten  einiges  Interesse 
dar.  B  r  i  n  k  1  e  y :  „A  Theorem  for  finding  ihe  Sur  face  0/  an  Oblique  Cylinder 
with  a  Geomeirical  Demonstration,  Alsoy  an  Appendix,  containing  some  Obser^ 
vations  on  the  Afeihod  0/  finding  the  Circum/erence  of  a  very  Excentric  Ellipse; 
including  a  Geometrical  Demonstration  of  the  remarkable  Properfy  of  Elliptic 
Are   discovered  by    Count   Fagnani,''     (Dublin   Trans,  IX,   145 — 158,    1803^. 

In  dieser  Abhandlung  hat  nach  Mac  Cullagh  der  nachmalige  Lord 
Bishop  of  Cloyne  den  ersten  geometrischen  Beweis  des  Satzes  von 
Fagnano   gegeben.     Bei  dieser  Gelegenheit  sei  die  Abhandlung  von  Mac 
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Callagh  erwähnt  ^yGeometrüal  Theorems  an  the  Rectification  of  Conic  Sections,*^ 
(Dublin  Trans.  XVI,  79 — 83,  1830;.  Die  Abhandlung  enthält  nach  Be- 
hauptung des  Verfassers  die  erste  geometrische  Herleitung  des  Satzes  von 
Landen  über  die  Hyperbelbogen;  dieselbe  scheint  ein  Gegenstück  zu  der 
im  Texte  bemerkten  Abhandlung  von  Brinkley  bilden  zu  sollen.  Wallace: 
,^  New  Method  of  expressing  the  Coe/fiaents  of  the  Development  of  the  AU 
gebraic  Formula  (a^+ft^ — 2ab^o%ipYt  by  means  of  the  Perimeters  of  two  EU 
lipsest  whm  n  denotes  the  Half  of  any  odd  number;  together  with  an  Appendix 
containing  the  Investigation  of  a  Formula  for  the  Rectification  of  any  Arch  of 
an  Ellipse,'*  fEdinb.  Trans.V,  2^^ — 293.  Appendix  p.  2^1 — 293.  Edinb.  180^. 

Die  Abhandlung  enthält  im  Appendix  die  Darstellung  eines  Ellipsen- 
bogens  in  Form  einer  unendlichen  Reihe,  welche  nicht  ganz  unzweckmässig 
zu  sein  scheint.  Die  Anwendung  dieser  Reihe  auf  den  Satz  von  Fagnano 
ist  zwar  sehr  originell,  bildet  aber  einen  grossen  Umweg  im  Verhältniss  zur 
directen  Behandlung  des  Integrals,  welches  die  Länge  des  Ellipsenbogens 
giebt.  Während  Fagnano,  bekannt  mit  den  Arbeiten  von  Leibniz,  Jacob 
und  Johann  Bernoulli,  die  Bezeichnungen  dieser  ebenso  grossartigen  wie 
tiefen  Denker  angenommen  hatte,  findet  sich  in  der  Abhandlung  von 
Wallace  noch  die  veraltete  Bezeichnung  der  Theorie  der  Fluxionen. 

Bedeutend  weiter  wie  Brinkley  und  Wallace  geht  Talbot,  der 
Erfinder  der  üebertragung  von  Lichtbildern  auf  Papier,  der  gegenwärtigen 
Photographie,  in  zwei  Abhandlungen  „Researches  on  the  Integral  Calculus"' 
(Phil,  Trans,  1836,   177—215  u.   1837,  1  —  18;. 

Die  von  Fagnano  angewandten  Rechnungen  hat  Tal  bot  zu  verall- 
gemeinem und  systematisiren  gesucht.  Es  lässt  sich  aber  nicht  verkennen, 
dass  die  Abhandlungen  über  einige  geistreiche  Versuche  nicht  hinausgehen. 
Die  gefundenen  wesentlichsten  Resultate  und  die  Art  ihrer  Herleitung  ist 
fast  identisch  wie  bei  Euler. 

Es  seien  x  und  y  durch  eine  symmetrische  Relation  verbunden,  so  dass 
y=zq)(x)  und  x  =  9)(y).  Dann  ist  d{xy)  =  ydx+xdy  =  fp (x) dx+q> {y) dy. 
Hieraus  folgt  durch  Integration: 

fq)  ix)  dx+fq>  (y)  dy  =  a;y +Con8tans, 

was  eine  Relation  zwischen  zwei  Integralen  derselben  Form  ist.  Nimmt 
man  ä^xh/^  =  aHx^+y'^)—l,  also: 


so  folgt: 


Diese  Gleichung  giebt  eine  Relation  zwischen  den  Bogen  einer  Hyperbel, 
bestimmt  durch  y^ — (a^ — l)j!2=l — a^.  Diese  Resultate  finden  sich  schon 
bei  Euler. 

Man  kann  auf  analoge  Art  wie  vorhin  eine  Relation  zwischen  drei 
Integralen  finden.     Es  sei: 

yz  =  q>(xj,  xz  =  9)(y),  xy  =  g) (z), 

also  d(xy2)  =  q)(x)dx+g)(y)dy+^{z)dz.    Durch  Integration  folgt: 


80  ist: 


also: 


dz 
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ftp  {x)dx+fq>  iy)  dy+fq>  {z)  dz  =  xyz+GovaL 
Nimmt  man  z.  B. 

a:+y+«  =  0,  yz+xz+xy  ^= —jx'^^z^ 

\x      y      zj       2  4 

x'^iAz^ 
Die  zweite  der  obigen  Gleichungen  yz+xz+xy  = ^ —  giebt  n&m- 

lieh  dnrch  xyz  dividirt: 

Jedes    der    drei   Integrale   bestimmt   den   Bogen   einer   gleichseitigen 
Hyperbel,  enthalten  in  der  Coordinatengleichnng  xy^^l. 
Die  Annahmen: 

x^+y^+z^  =  0,  (yz)3+(xz)5+(a:y)»  =  — 1 

geben: 

yz  =  \/x^—l] 
folglich : 

/  l/a:«— 1  dx+   I  /y«— 1  dy+    1  /z«— 1  dz  =  xyz+Con&t 

Auf/.  193  der  ersten  Abhandlung  sucht  Talbot  die  isolirten  Bei- 
spiele zu  verallgemeinern  dadurch»  dass  n — 1  symmetrische  Gleichungen 
zwischen  n  Variabein  gefunden  werden  sollen.  Man  kann  die  n  Variabein 
als  Wurzeln   einer   Gleichung  71^^  Grades   ansehen,   für   welche  wenigstens 

ein  Coefficient   eine   beliebige   Variabele   enthält.     Ist  g>{x)  oder  J (p{x)dx 
gegeben,  so  soll  die  Gleichung: 

gefunden   werden,   deren   Wurzeln   o:,  y,  z...  die  Eigenschaft  haben,  dass 
die  Summe  der  Integrale 

f(p  {x)  dx+fq)  iy)  dy+f(p  {z)dz+  ... 

sich  als  algebraische  Function  von  x^  f/,  z  . . .  ausdrücken  lässt.     Von  dem 
Problem  werden  nur  besondere  Fälle  behandelt. 

Um  einige  Beispiele  zu  geben,  seien  t^  und  l^  die  Wurzeln  von 

/2— t;f  4- 1  =  0, 
also: 
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— - —  —  —. —  —  V,  rii-*2  ■=»  V. 
h  h 

Diese  Gleichnngen  geben: 
Durch  Integration  folgt: 

fy^^^^''^  fy~h  ^^«==^«''+^^^*-=f(^i+'2)*+conßt 

In  Folge   von  f^ — vt-^-X  =  0   ist   /i^2  =  !•     Setzt  man  also  ^i  =  u*, 
^2  =  n>\  80  folgt  ftlr  MW  =  1 : 

/  l/l+w* Ä<+    / \J\+w^dn>  =  -f-(w2+w2)i4.Const. 

Diese  Relation  dient  znr  Addition   der  Bogen  der  cnbischen  Parabel,  wenn 
zwischen  den  Coordinaten  die  Qleichnng  stattfindet  dy  =  x^. 

Um    zu    ähnlichen   Resultaten   ftlr   Ellipsenbogen    zu   gelangen,    setzt 
Talbot 


oder: 


/»+WH  0-^  V*— n  t—v  =  0. 


Sind  x^  y,  z  die  Wnrzeln  dieser  Qleichnng,  so  findet  man: 

14-0» 


^  I  /l— o««*  ,  j  I  /l— aV  .  j  1  /l— a'2 


— 0»2» 

-+az\i  - 

2 

-(a;dr+y<ty+r<fe)+d!a;+dy+rf2  —  a'^dv, 


also: 


A  i/^+Z"  1/^+/*  i/'ff = »''+^- 


Die  Annahme: 


1/ 


1— a^r« 


giebt: 

Sind  a;2  und  y^  die  Wurzeln  dieser  Gleichung,  so  folgt: 

S  n  n  e  pe  r ,  eUipt.  FanotioiMn.    S.  ▲oil,  35 
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=  -d — —  = -dv  =  a'^d-' 

2        v^  v^  V 

Dnrch  Integration  folgt  hieraus: 


f-t^j^f 


'y  1/  ^^'  -  7+«»"^ 


v^-\-a^ 


Es  ist  0:2+^2  =  — ^^_,    xhß  =  —.    Durch  Elimination  von  v^  folgt  hieraus 

Eine  grössere  Anzahl  von  Beispielen,  welche  nicht  hierhin  gehdren, 
hat  Bertrand  in  seinem  „TraiU  de  Calcul  diff^rentiel  et  de  Calcul  inUgrai, 
Calcul  intigral^  Paris  1870,  p,  386  mitgeteilt  Bertrand,  welcher  die  Ar- 
beiten von  Talbot  unter  dem  Titel  ^Mithode  de  Talboi^  als  etwas  Be- 
merkenswertes zusammengestellt  hat,  findet  sich  dabei  doch  zu  der  Aeosse- 
rung  veranlasst:  „Uinconvdnient  de  cette  m^thode  est  ^videmment  de  faire 
connaitre  des  thdor^mes  dont  la  forme  plus  ou  moins  curieuse  on  interes- 
sante semble  produite  par  une  sorte  de  hasard,  qu'il  est  ais^  ndanmoins  de 
dii'iger  dans  une  certaine  mesure." 

Die  obigen  Sätze  über  Ellipsen-  und  Hyperbelbogen  erinnern  in  ihrer 
Behandlung  sehr  an  die  schon  früher  erwähnte  Abhandlung  von  Euler: 
^Ohservationes  de  comparatione  arcuum  curvarum  irreciificabilium^  (Nov.  Comm, 
Ac,  Peir,   VL), 

Da  hier  nur  die  Abhandlungen  erwähnt  werden  sollen,  welche  bis  in 
die  Zeit  der  ersten  Publicationen  von  Abel  und  Jacobi  fallen,  bei  denen 
also  die  neue  Anschauungsweise  sich  noch  nicht  Bahn  gebrochen,  so  bleibt 
nur  noch  eine  Abhandlung  übrig,  welche  zu  bemerken  ist  Fagnano  scheint 
selbst  auf  die  Teilung  der  Lemniscate  das  grösste  Gewicht  gelegt  zu  haben; 
mit  Ausnahme  der  kurzen  Andeutung  in  der  Sectio  septima  der  j^Disquisi- 
Hon  es  arithmeticae^  von  Gauss:  (Werke  /,  412 — 4I3>/  hat  sich  nur  noch  Libri 
mit  diesem  Gegenstande  beschäftigt  Die  betreffende  Abhandlung  von  Libri 
findet  sich  in  Grelle  J.  X^  167 — 194,  unter  dem  Titel:  ^^Mimoire  sur  la  ri- 
Solution  des  tquations  algtbriqucs  dont  les  racines  ont  entre  elles  un  rapport  donn^^ 
et  sur  Integration  des  cquations  difftrentielles  liniaires  dont  les  integrales  partim 
culi^res  peuvent  s^exprimer  les  unes  par  les  autresj''  In  einer  Einleitung  zu 
diesem  Aufsatze  bemerkt  Libri,  dass  er  seine  Untersuchungen  über  die 
Teilung  der  Lemniscate  vor  Publication  der  Resultate  von  Abel  unter- 
nommen habe.  (Abel:  „Recherches  sur  les  fonctions  elliptiques^\  §  VIII, 
Grelle /.  ///,  1 60 —  1 69  ;  Oeuvres  2.  id,  /,  352 — 362/  Es  ist  selbstverständlich, 
dass  durch  die  Unkenntnis  der  elliptischen  Functionen  die  Resultate  von 
Libri  unvollständig  bleiben  mussten.  Das  Hauptverdienst  der  Abhandlung, 
ein  Versuch  einer  Weiterftihrung  der  genialen  Ideen  von  Fagnano,  wird 
etwas  vermindert  durch  die  Praetension,  mit  welcher  das  ehemalige  Mitglied 
der  Academie  von  Paris  seine  Arbeit  neben  die  von  Abel  stellte. 

Die  Fttnfteilung  der  Lemniscate  hängt  nach  Fagnano  von  der  Losung 
der  Gleichungen  ab: 
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Durch  Elimination  von  u  findet  Libri  /7.  c.  p.  17 ij  die  Gleichnng 

4.16(z28_lU24+25220+37;jl6_37zl«— 2528+11:2*— 1)  =  0. 

Durch  algebraische  Betrachtungen  wird  die   vorstehende  Gleichung  auf  fol- 
gende Form  gebracht: 

(28— 2724+5)  (28+62^—3)  (2J«+522»2_2628—12z4+l)  =  0. 

Libri  bemerkt,  dass  die  Teilung  des  Quadranten  der  Lemniscate  in 
2»+l  Teile  von  der  Lösung  der  folgenden  Gleichungen  abhängt: 

2zyi=^        _  2z,\/l^  _  2zyi=^ 

Die  Form  dieser  Gleichungen  hat  Libri  veranlasst,  allgemeinere 
Gleichungen  zu  behandeln.  Es  werden  dabei  Untersuchungen  angestellt 
ttber  die  Form  und  die  Werte  der  Coefficienten  einer  algebraischen  Glei- 
chung, um  a  priori  erkennen  zu  können,  ob  zwischen  den  Wurzeln  der 
Gleichung  Relationen  existiren,  welche  gestatten,  die  Gleichung  in  Factoren 
zu  zerlegen.  Uebrigens  ist  nur  die  Gleichung  für  die  Teilung  des  Qua- 
dranten der  Lemniscate  in  fttnf  gleiche  Teile  hergestellt.  Weitere  Unter- 
suchungen über  die  Teilung  der  Lemniscate  gehören  nicht  mehr  im  eigent- 
lichen Sinne  des  Wortes  in  die  Geometrie. 


Note  IV- 

Geometrische  Anwendungen  der  elliptischen  Integrale  zweiter  Gattung. 

A.  Sätze  ttber  confocale  Kegelschnitte  und  die  Lemni- 
scate.    Graves,  Mac  Cullagh,  Salmon,  Hart,  Chasles. 

In  Beziehung  auf  zwei  confocale  Ellipsen  existirt  folgender  Satz:  „Wer- 
den von  einem  Puncte  einer  Ellipse  zwei  Tangenten  an  eine  confocale 
Ellipse  gezogen,  so  ist  der  Ueberschuss  der  Tangenten  Aber  den  Bogen, 
welcher  zwischen  ihren  Contactpuncten  liegt,  constant.*' 

Man  findet  einen  geometrischen  Beweis  dieses  Satzes  in  Salmon:  „^4 
Treatise  on  Conic  Sectims,''  3''.  ed.  lA>ndon  1855.  Ch.  XV ^  297 — 298. 
Hierbei  bemerkt  Salmon:  „This  beautiful  theorem  was  discovered  by 
Dr.  Graves.  See  his  Translation  of  Chasles  Memoires  on  Cones  and  Spherical 
Conics  p.  77.     (Dublin  1841)." 

Nimmt  man  eine  confocale  Hyperbel  zu  einer  Ellipse,  so  findet  das 
Theorem  statt:  „Werden  von  einem  Puncte  einer  Hyperbel  zwei  Tangenten 
an  eine  confocale  Ellipse  gezogen,  so  ist  die  Differenz  der  elliptischen  Bogen, 
begrenzt  durch  die  Bertthrungspuncte  der  Tangenten  und  den  zwischen- 
liegenden Schnittpunct  der  Hyperbel,   gleich  der  Differenz  der  Tangenten." 

Dieser  Satz  findet  sich  ebenfalls  bei  Salmon  geometrisch  deducirt  mit 
der  Bemerkung:  „This  extension  of  the  proceeding  theorem  was  discovered 
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by  Mr.  Mac  Cnllagh.  Dublin  ExaminaÜoii  l^apers  1841,  41.  1842,  68,  83. 
Dublin  Proc.  II,  508." 

Ein  dritter  Satz,  welcher  sich  ebenfalls  bei  Balmon  citirt  findet,  lantet: 
„Ist  ein  Polygon  einem  Kegelschnitte  umschrieben,  bewegen  sich  die  £2cken 
des  Polygons,  mit  Ausnahme  einer  derselben,  auf  confocalen  Kegelschnitten, 
so  ist  der  Ort  der  letzten  Ecke  ebenfalls  ein  confocaler  Kegelschnitt.'* 

Einen  geometrischen  Beweis  dieses  Satzes  findet  man  bei  Hart:  ^fin 
geodesic  lines  traced  on  a  surface  of  the  secand  dtgree^  Catnbr,  and  Zhibl, 
maih,  /.  IV,  193 — 194^.  Das  bemerkte  Theorem  wird  dort  als  besonderer 
Fall  eines  allgemeineren  Theorems  aufgefasst  Bilden  nAmlich  geodätische 
Tangenten  an  eine  Krümmungslinie  ein  Polygon  und  bewegen  sich  die  E^ken 
mit  Ausnahme  einer  derselben  auf  Krflmmnngslinien,  so  findet  dieses  anch 
ftlr  die  letzte  Ecke  statt. 

Die  Sätze  von  Graves  \qid  Mac  Cullagh  in  unwesentlich  verschie- 
denen Formen  hatte  Chasles  einige  Jahre  nach  ihrer  Entdeckung  unabhängig 
gefunden  und  publicirt  nebst  andern  Sätzen  unter  dem  Titel:  ^^aprütis 
ghUrales  des  arcs  d*une  section  conique^  dont  la  diffirence  est  reciifiabl^,  (C.  R. 
1843.  XVII y  838 — 844^.  Zur  Geschichte  dieser  Sätze  vergleiche  man 
Chasles:  y^Note  sur  quelques  questions  de  prioriU  au  sujet  d*un  Mhnoire  de 
Mr,  Mac  Cullagh.''  Lioumlle  /.  XI^  120 — 123,  1846  und  ^^Rapport  sur  les 
progrhs  de  la  giomärie^\  Paris  1870,  116 — 118. 

Die  Gleichungen  zweier  confocalen  Ellipsen  sind: 

wo  m>n  ist.  Es  sei  (g,  rj)  ein  Punct  der  Ellipse  (1)  und  (x,  y)  ein  E^unct 
der  Ellipse  2).  Soll  die  Verbindungslinie  dieser  Puncte  die  Ellipse  2)  be- 
rtlhren,  so  ist: 

3)  ^+5r=i- 

Diese  Gleichung  in  Verbindung  mit  der  Gleichung  2)  giebt  für  a:,  y  je 
zwei  Paare  von  Werten,  d.  h.  die  Coordinaten  der  Berührungspuncte  der 
Tangenten,  gelegt  vom  Puncte  (g,  rj)  der  Ellipse  1)  an  die  confocale  Ellipse  2). 
Wegen  der  Gleichungen  1)  und  2)  kann  man  setzen: 

4)  o:  =  m  sin  9),  y  =  n  cos  <p, 

5)  g  =  sini^  \/rn^+p\  fj  =  cos  tp  l/n^+p^. 
Die  Gleichung  3)  wird  dann: 

6)  sin  ^  sin  tp  l  /  1  +^ + cos  ^  cos  tp 
Aus  der  vorstehenden  Gleichung  folgt  durch  Auflösen  nach  sin^p: 


sing) 
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Setzt  man  in  dieser  Gleichung: 

80  folgt,  dass  q)  einen  der  Werte  am(u±a)  hat.  Sind  also  (xi,  pi)  und 
(X2,  ^2)  ^^  Berührongspnncte,  so  geben  die  Gleichungen  4): 

8)      J  =  8n(M+a),    5  =  8n(tt-a),    g  =  Ar'cn(u+a),  g  =  ^cn(M-a). 
i7t  m  m  fn 

Die  Coordinaten  §,  9^  aus   5)   lassen   sich   nach   7)  auf  folgende  Art 
darstellen: 

m  cna   m  cna 

Aus  8)  und  9)  findet  man  ohne  Schwierigkeit: 

-i — 2-  BS  cn  (u+a) dnw, 

m  ^  cna 

^ — ''  —  — *  8n(M+a) dutt. 

m  cna 

Durch  Vertauschung  von  a  mit  — a  erh&lt  man  hieraus  x^ — g,  y^ — 17.  Man 
setze  nun: 

^1  =  l/fe-g)«+(yi-i7)»,  '1  =  l/(a^-§)^+(yi-i?)», 

so  dass  also  ti  und  /)  die  L&ngen  der  Tangenten  zwischen  dem  Puncto 
(g,  9^)  und  den  Contactpuncten  (a^j,  t/i)  und  (x),  ^2)  s^^^*  ^^^^  obigen  For- 
meln geben: 

10)  -  =tnadnMdn(tt4-a),    -  =tnadnttdn(tt— a), 
m  m 

also: 

it-htt  dnadn'u 

11)  -i^?^  =  2tna 


m  1 — Af'sn^asn^tt 

Fttr  einen  Punct  der  Ellipse  2)  kann  man  also  allgemein  setzen: 

X  v 

12)  -  =  sn IT,  -  ^  Ar'cnir. 

mm 

Ist  s  der  Bogen  zwischen  den  Puncten  (X],  ^i)  und  (xj,  ^2)*  so  geben 
die  Gleichungen  8)  und  12): 

s 


d.  i.  nach  §  28: 


=  /        dn^ir 


m 


-  —  i:[am(M+a)] — i^[am(tt— a)], 
m 


oder  rechts  ^am2a)  addirt  und  subtrahirt: 

-  =  i:(am2a)— ljF[am(tt— ö)]+iP(ani2a)— jF[am(tt+a)](. 
m 
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Wendet   man  auf  die   drei  letzten  Tenne  rechts  das  Additionstheorem 
der  elliptischen  Integrale  zweiter  Gattung  an,  so  folgt: 

-  =  ^(am2a) — A:^6n2a6n(u — ä)sn(u+a), 
m 

oder: 

s        „,     «  V     2A:'snacnadna     sn*u — sn*« 
-  =  jF(am2a) 


m  1 — k^sn^a      1 — /f^sn^asn^u 

Die  Differenz  dieser  Gleichung  und  der  Gleichung  11)  flhrt  auf: 

13)  t=(h±ll>  ^  E{«n2a)-2taa      *"'" 


m  1 — A:^sn*a 

Nun  ist  auch  nach  dem  Additionstheorem: 

17/       X  .   17/       X     17/      o  \       it    9       o         2/:2  8n3acnadna 
^(ama)+£(ama) — ^(am2a)  =  A:'sn2a8n2a  =  — - — ^ — ^-—    • 

Mittelst  dieser  Gleichung  wird  die  Gleichung  13)  einfacher: 

s—Ui+U)        „.       ^     snadna 

jim  cna 

welche  Gleichung  den  Satz  von  Graves  in  seiner  einfachsten  analytischen 
Form  enthält. 

Der  Satz  von  Mac  Cullagh  lässt  sich  mit  Htilfe  des  vorhergehenden 
Satzes  behandeln;  es  ist  indessen  einfacher  denselben  direct  herzuleiten.  An 
Stelle  der  Gleichungen  1)  und  2)  nehme  man  die  folgenden: 

14)  _x^  y^      ^ 

wo  m>p>n  ist.     Man  setze  nun: 

m2 «2 

ir    ==  k\  j»2  =  m^cn^a+n^sn^a. 

Die  Gleichungen  14)  und  15)  lassen  sich  dann  schreiben: 

16)  -^ ^  =  (mk)\ 

sn^a      cn^ö 

17)  x^+^^  =  m2. 

Ist  (§>  ^)  ©in  Punct  der  Hyperbel  16),  so  kann  man  setzen: 

18)  ^=8na ^     ^  =  k' 

m  cnu     m  cnu 

Die  Gleichung  17)  ersetze  man  durch: 

19)  -  =  sn  n^,    ~  =  ^'cnw. 

m  m 

Legt  man  vom  Puncte  (g,  t])  der  Hyperbel  zwei  Tangenten  an  die 
Ellipse,  so  ist  fiir  die  Contactpuncte  in  den  Gleichungen  19)  it;  durch  fol- 
gende Gleichung  bestimmt: 
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Nach  §  26  folgt  hieraus  w  =  a±u.     Sind  also  (xj,  yi)  nnd  (0:2,  t/i)  die  Con- 
tactpunete,  so  folgt  nach  19): 

20)      ^  =  sn(a+tt),    ^  =  Bnia—u);  ^  =  )t'cn(a+M),    ^  =  k'cn(a—u). 
m  m  m  m 

Die  Gleichungen  18)  nnd  20)  ergeben  sich  aus  den  Gleichungen  9) 
und  8)  durch  gegenseitige  Vertauschung  von  a  und  u^  wobei  das  Zeichen 
von  X2  zu  ändern  ist.  Haben  t^  und  t^  dieselben  Bedeutungen  wie  vorhin, 
so  geben  die  Gleichungen  10)  durch  die  bemerkte  Vertauschung  unmittelbar: 

-  =  dnatnudn(a+t<),    -  =dnatnMdn(a — u\ 
m  m 

Durch  Subtraction  folgt  hieraus: 

^- .  t^ — ^1  2k^  sna  ona  dna  sn^  u 

Für  den  Schnittpunct  (xq^  ^q)  ^^^  Hyperbel  mit  der  Ellipse  geben  die 
Gleichungen  16)  und  17): 

22)  ^5  =  sna,      ^  =  k'cna. 

m  m 

In  diesem  Falle  ist  in  den  Gleichungen  19)  w  =  a. 

Es  sei  P  dei  Punct  (g,  rf),  femer  Q  der 
Punct  (xo>yo)-  M*^  setze  PTi  =  ^1  und  PT^  =  t^. 
Für  die  Bogen  QTi  und  QT^  der  Ellipse  hat 
man  nach  20)  und  22): 

^=/       än^wdw,     ^=1     än^wdw, 
m        f  ml 

oder: 

—  ==:  i:[am(a+w)l— ^(ama) 
m 

=  E  (am  u) —  j  1  (am  a) + ^(am  m)  — ^[am  (w + a)]  j 

=  E{2imu) — A:2gna8nusn(a+u).  F>€»-  lö. 


0^2 


=  l^(ama) — j?am(a — m)  =  iS;(amtt) — j^[am(a — w)]+£(amtt) — ^(ama)} 


m 

=  ^(am  u) — k^  sn  a  sn  u  sn  (a — «). 

Aus  der  Differenz  dieser  Gleichung  folgt  nach  21): 

QTr-QT,  =  A,— /,  d.  i  On—QTi  =  PT^—PT,, 

welche  Gleichung  das  Theorem  von  Mac  Cullagh  enthält. 

Mittelst  der  vorstehenden  Entwickelungen  lässt  sich  ohne  Schwierigkeit 
der  dritte  der  obigen  Sätze  dartun,  welche  Deduction  hier  der  Etlrze  halber 
unterbleiben  soll.  Eine  ähnliche  Betrachtungsweise  wie  bei  den  Sätzen  von 
Graves  und  Mac  Cullagh  lässt  sich  auf  eine  Anzahl  von  Sätzen  an- 
wenden, welche  von  Chasles  herrühren  „Z>^  quelques  prapriitis  des  arcs 
igaux  de  la  iemniscaie.*^  (C>  R,  XXI,  199 — 201,  1845.  Rapport ctr.p.  1 19 — \20)^ 
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Indem  Chasles  die  Lemniscate  als  Ort  der  Fnsspnncte  der  Perpendikel 
ansieht,  geftllt  vom  Mittelpnnct  einer  gleichseitigen  Hyperhel  auf  ihre  Tan- 
genten, findet  derselbe  das  Resultat,  dass  zweien  Bogen  der  Hyperbel,  deren 
Differenz  rectificabel  ist,  zwei  rectificabele  Bogen  der  Lemniscate  entsprechen. 

B.  Die  Oberfläche  des  dreiaxigen  Ellipsoids.  Legendre, 
Catalan,  Plana,  Jacobi,  Lebesgne,  Schlömilch,  Malmstön.  Znr 
Berechnung  der  Oberfläche  des  dreiaxigen  Ellipsoids,  oder  eines  Teiles  der- 
selben, hat  Legendre  in  dem  Abschnitte  ^Diterminatian  de  Tcdre  de  relltf- 
sotde*^  (FoncL  elL  L  /,  /.  350 — 360^  zwei  verschiedene  Methoden  angewandt, 
welche  später  wiederholt  Gegenstand  mehr  oder  minder  glflcklicher  üntdr- 
snchnngen  geworden  sind.  Teils  besondere  Schwierigkeiten,  teils  Verein- 
fachnngen,  welche  der  Ausdmck  ftir  die  Oberfläche  in  Form  eines  Doppel- 
integrals darbietet,  haben  eine  ziemliche  Anzahl  von  Arbeiten  hervorgerufen, 
von  denen  nnr  einige  hier  angefahrt  werden  sollen,  welche  einiges  Interesse 
darbieten.  Weitere  Betrachtungen  Aber  diesen  Gegenstand  enthalten  ans- 
ftihrlichere  Lehrbücher  über  Integralrechnung,  z.  B.  Moigno:  y^Le^ons  de 
cakul  diffiretUül  et  de  calcul  MigraT^,  12,  Parts  1844  (p.  274 — 2^). 

Es  sei  a>b>c.    Legendre  ersetzt  die  Gleichung: 

der  EUipsoidfläche  durch: 

a;  =  asin^cos9),  y  =  ftsin^sing),  2;»bccos^. 
Nimmt  man  zur  Abkürzung: 

— j—  =  m\    — Tj—  =  '»^  />  =  »**  <50s'  9)  -J-n'sin*  9), 
so  hängt  die  Bestimmung  der  EUipsoidfläche  ab  von  dem  Doppelintegrale : 

2)  S=(ib  I  I  sin^/l— psin^^d^efg) 

und  die  Gesamtoberfiäche  T  hat  zum  Ausdruck: 

n       n 

3)  T  =  Sah  I  ^  I     sin^l/l— ;>8in5^rf^d9). 

Die  Integration  nach  d-  lässt  sich  in  S  und  T  leicht  ausführen;  es  er- 
scheint aber  dann  unter  dem  Integralzeichen  ein  Logarithmus.     Legendre 

entwickelt  deshalb  in  T  den  Ausdruck  [/l — pmi'^d'  nach  Potenzen  von 
psin^^.  Die  Integration  nach  ^  lässt  sich  leicht  ausfiihren.  Ebenso  bietet 
die  folgende  Integration  nach  ^,  von  weitläufigen  Entwickelungen  abgesehen, 
weiter  keine  Schwierigkeiten. 

In  einer  kurzen  Note  y^Sur  la  ditermination  de  Vaire  de  Pelltpsotde*^  BulL 
Belg,  1870,  XXX,  97^  ist  Catalan  durch  eine  einfache  geometrische  Be- 
trachtung zu  dem  in  2)  enthaltenen  Ausdrucke  von  S  gelangt.  Die  Ober- 
fläche des  Ellipsoids  werde  durch  zwei  Systeme  von  Curven  in  Vierecke 
zerlegt.  Das  eine  System  besteht  aus  sogenannten  Niveaulinien,  d.  i.  paral- 
lelen Schnitten  der  Fläche  zu  einer  festen  Ebene,  ftir  welche  im  vorliegen- 
den Falle   die   a:^-Ebene   genommen   ist    Das  zweite   System   besteht    ans 
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Linien  des  grössten  Falls,  d.  h.  orthogonalen  Trajectorien  der  Niveaulinien. 
Für  eine  Niveaulinie  sei  ds,  für  eine  Linie  des  grössten  Falls  sei  dsi  das 
Bogenelement  im  Puncto  (o;,  y,  z).  Bezeichnet  man  den  Inhalt  des  unend- 
lich kleinen  Rechtecks  zwischen  zwei  Curven  beider  Systeme  durch  dS^ 
so  ist: 

4)  dS  =  ds.dsx 

Für  eine  Niveaulinie,  deren  Ebene  der  xy-EhenQ  parallel  ist,  hat  man 
m  l)  z  constant  zu  nehmen.     Dann  ist: 


a;2     f/2  z^ 

—  4-i-  =  1 — -., 


oder  auch: 
5) 


X 

a 


y 


Diese  Gleichungen  geben 

6)  d^  =  1/ 1  —  ^  •  /a^  sin2  (p+b^  oos^q>d^. 

Für  eine  Linie  des  grössten  Falls  findet  die  Differentialgleichung  statt: 

dx dy 

X  ~  y 
a^       b^ 
Da  nun  nach  1)  allgemein: 

xdx     ydy^     zdz^  _  ^ 
a2  "♦■  ft2  ^"  cV  "■    ' 
so  geben  die  beiden  letzten  Gleichungen: 

zdz 

dx dy c^ 

X  ~  V  ~ 


_       y^  ?1  .  ^i 

«2  *2  ö*  "*■  ft^ 


Hieraus  folgt: 


_  w,i  / 


dsi  =  dz\^' 


d.  i.  nach  5): 


1  + 


^ 
c^ 


x^      y^ 


dsi  =  dz . 


z^a^b^ 


^ +  ( 1 -~J  (a^sin^  (p+62  008^9)) 


Mittelst  der   vorstehenden   Gleichung   und  der  Gleichung  6)  geht  die 
Gleichung  4)  über  in: 

dS=dzdq>.\/  ^^^  +  (l—^(aHm^  g>+b^  cos»  g>). 


i 
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Integrirt  man  nach  z  und  9),  setzt  wieder  z  =  cco8^,  so  erhält  man  die 
Gleichnng  2). 

Um  das  Integral  T  in  3)  direet  behandeln  zu  können,  hat  Plana  ein 
sehr  ingenieoses  Mittel  angewandt  in  dem:  „Mimoire  sur  r expresston  analytique 
de  la  sur  face  totale  de  Pellipsotde,  dont  les  trois  axes  sunt  inigaux ;  ei  sur 
Evaluation  de  la  surface  (Tum  vuute  symitrique  ä  hose  rectangulatre,  retranchie 
dans  la  moitii  du  mime  eüipsoide^^  Grelle  J,  XVII,  345. 

Statt  des  Integrals  3)  nehme  man  das  folgende,  in  welchem  t  ein  Para- 
meter ist: 

n        n 

V  =  %abl      I     t  sin  ^  \/l—pt^  sin«  ^  dd^  dq>. 

Für  t==l  ist  V^^^S.  Dieses  Integral  düferentiirt  Plana  nach/,  wodurch 
sich  eine  Differentialgleichnng  fQr  V  ergiebt,  deren  Integration  schliesslich 
ftlr  /  =  1  das  Doppelintegral  S  in  Form  einfacher  elliptischer  Integrale 
giebt.  Die  weitere  Ansföhmng  möge  hier  unterbleiben,  da  ein  ähnliches 
Resultat  mit  einfacheren  Hülfsmitteln  hergeleitet  werden  soll. 

Die  zweite  von  Legendre  angewandte  Methode  besteht  darin,  die 
Ellipsoidfläche  durch  Krtimmungslinien  in  Rechtecke  zu  zerlegen.  Man  kann 
dann  allgemein  einen  bestimmten  Teil  der  Fläche  in  Form  eines  Vierecks, 
begrenzt  durch  je  zwei  Krümmungslinien  beider  Systeme,  durch  elliptische 
Integrale  ausdrücken.  Der  resultirende  Ausdruck  vereinfacht  sich  wesentlich 
wenn  das  Viereck  in  eine  Zone  zwischen  zwei  Krümmungslinien  derselben 
Art  übergeht. 

Bei  den  bisher  erwähnten  und  der  Mehrzahl  der  gebräuchlichen  Me- 
thoden wird  ein  Teil  der  Ellipsoidfläche  durch  ein  Doppelintegral  ausge- 
drückt. Je  nach  der  Begrenzung  bietet  die  Integration  grössere  oder  ge- 
ringere Schwierigkeit  Man  kann  die  Begrenzung  so  wählen,  dass  eine  Inte- 
gration unmittelbar  sich  leicht  ausführen  lässt  Es  existirt  eine  Methode, 
den  Punct  einer  Fläche  in  Function  zweier  Variabein  darzustellen,  indem 
man  die  Neigung  der  Normalen  des  Punctes  zu  einer  festen  Geraden  be- 
betrachtet und  femer  den  Winkel,  welchen  die  Projection  der  Normalen  auf 
auf  eine  Ebene,  senkrecht  zur  festen  Geraden,  mit  einer  bestimmten  Geraden 
der  Ebene  bildet.  Der  Wert  dieser  Methode  der  Bestimmung  scheint  zuerst 
von  Jacob i  besonders  für  die  Ellipsoidfläche  erkannt  worden  zu  sein.  Eine 
sehr  glückliche  Anwendung  derselben  findet  man  bei  Lebesgue:  „Sur  les 
arcs  ä  diffSrences  rectifiables  et  les  zones  ä  diffirences  planifiables^  ^  Liouvüle  J, 
XI,  331 — 335,  1846.  Eine  ergänzende  Note  hierzu  bildet  Lebesgue: 
„Thior^me   sur   les  ellipso'ides  assocüs^,  Bordeaux  Mhn,  11^  247 — 252,    1861. 

Es  sei  u  der  Winkel,  welchen  die  Normale  im  Puncto  (x,  y,  2)  zur 
Ellipsoidfläche,  repräsentirt  durch  die  Gleichung  1),  mit  der  Axe  der  z  bil- 
det.    Es  ist  dann: 


7)         j-C08W  = 


z 

C2 


2  2  A«2        y2\ 

oder  —  sin^  =  (  -t  +  77 1  cos^m. 


Nimmt  man  u  constant,   so   ist  durch  die   Gleichungen  1)   und  7)    auf  der 
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Fläche    eine    Curve    bestimmt,   längs   welcher  die  [Normale   mit  der   Axe 

der  z  denselben   Winkel  u  bildet.     Setzt   man  den  Wert  von  z^  ans  1)  in 
die  Gleichung  7),  so  folgt: 


oder: 

g.  /l       tang^^y^      n      tang^ttV  ^  tang^M 

Durch  diese  Gleichung  ist  die  Projection  der  bemerkten  Curve  auf  die  Ebene 
der  X  und  y  bestimmt,  welche  Projection  eine  Ellipse  ist.  Bezeichnet  man 
den  Inhalt  dieser  Ellipse  durch  a,  so  ist: 

tg^M 

9)  a  =  jtab 


)a.+9) 


Man  projicire  die  beiden  Curven  der  Fläche,  längs  welchen  die  Nor- 
malen mit  der  Axe  der  z  immer  dieselben  Winkel  u  und  u+du  bilden, 
auf  die  a:y-Ebene.  Die  Inhaltsdifferenz  der  beiden  Ellipsen  ist  dann  da. 
Bezeichnet  man  durch  dC  den  Inhalt  des  Flächenstreifens,  begrenzt  durch 
die  beiden  erwähnten  Curven,  so  ist: 

cosu 
oder: 

"  da 


10) 


/da 
COStt 


Man  rechne  u  von  dem  Puncto  an,  für  welchen  C  verschwindet,  d.  L 
dem  Endpuncte  der  z-Axe.  Durch  C  werde  der  Inhalt  des  Flächenstücks 
(eine  Art  ellipsoidischer  Calotte)  bezeichnet,  welchen  eine  Curve  begrenzt, 
längs  welcher  die  Normalen  mit  der  z-Axe  denselben  Winkel  y  bilden. 
Die  Gleichung  10)  giebt  dann: 


/y  da    ^  f^dö 
cos  u       I      du 
«^0 


du 


cosu 
Durch  partielle  Integration  folgt: 


1.)        cU^y-  f 

\COStt/o  / 


ösmw  ^ 
— 5— rfw. 
cos^u 


Nun  ist  identisch: 


d     ^  d  Ul^u 

sinu       costt  d  ,  ^  l    du  c      du  c^ 

—  ig^u  = 


cos^M         2    du^  2  ^/r+tg*u      2  i/i      tg^tt 


vi 
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In  die  Gleichung  11)  substituire  man  ftlr  ö  den  Ausdruck  aus  9),  wo 
dann  im  Terme  ausserhalb  des  Integralzeichens  u  <=  0  und  u  «==  7  zu  setzen 
ist.    Man  findet  so: 


tg^ri/^  I  tgV 

:2  V  c*"*"    c2 


C' 


Ah^mh 


Xab        .    //l        t<r2v\/1        tgly\ 


«V 


tgJtt  .tg«U 


+  *« 


te*u 
Setzt  man  im  Integrale  rechte  -^-r-  ^  /,  so  ist  einfacher : 


12) 


'l/l   .  tg*3 


jroic 


l/(^'^0(^'ff) 


^/ 


^''  tat 


l/(}.-)G^-){^-') 


Von  dieser  Gleichung  Ifisst  sich  nach  Lebesgue  folgende  geometrische 
Anwendung  machen.  £s  seien  Ä  und  B  Areale  der  Ellipsoidfiäche ,  be- 
grenzt durch  Curven,  I&ngs  welchen  die  Normalen  mit  den  Axen  der  x  und 
y  respective  die  Winkel  a  und  ß  bilden.  Es  folgt  dann  ^  aus  (7  in  12) 
durch  Vertauschung  von  7  mit  a  und  von  c  mit  a,  ebenso  ergiebt  sich  B 
durch  Vertauschung  von  7  mit  ß  und  c  mit  &.     Nimmt  man  nun 

13)  ^  =  ^=:*S?'  =  i, 

a         ^  c        m' 

so  fallen   in  den  Differenzen  B — (7,  C — Ä  und  Ä — B  die  Integrale  heraus, 
man  findet  dann  einfach,  wenn 

3tdbc ^ 

gesetzt  wird: 

14)  ^_C  =  (^-^)3/,  C-ä  =  {^,-^)m,  ^-i?  =  (i-i)ilf. 

Diese  Gleichungen  geben  noch: 
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Finden  die  Gleichungen  13)  statt,  so  zeigen  die  Gleichungen  14),  dass 
die  Inhaltsdifferenzen  zweier  ellipsoidischer  Calotten  nach  einem  vielleicht 
etwas  oberflächlichen  Sprachgebrauche  complanabel  sind,  wodurch  nur  die 
Abwesenheit  elliptischer  Integrale  ausgedrückt  wird.  Das  in  der  Gleichung 
12)  vorkommende  Integral  lässt  sich  leicht  auf  elliptische  Integrale  redu- 
ciren.    Man  setze: 

1 

tdt 


15)  j'f^'    ,  *' 


l/(^-)(p-)(^-) 


Für  i  mache  man  die  Substitution: 


_  /sin^y      1\     1 


und  setze: 


16)   J 


1 

1 

ft» 

a» 

1 

1 

1   ^/sin»y       1\     1        c^     ft»  ^ 
m2       \    b^        aVcos^y'  2._1  ' 

h  c  Af'sinir 

-  =  8m«;,   -=8— — 


^k!\ 


Die  Gleichung  15)  wird  dann: 

fty       |/l— ^«sinii;     \^'     aV/     cos^v/f^i^ä;;* 
Da  nach  16): 

so  findet  man: 

17)        y  =  [tg(jP2f(9))-tgn;2f(ir)-^(9))+^W](/i-~ 

-^  [/'(9,)_/'(n;)]. 

Für  die  Berechnung  der  Flächenräume  A^  B,  C,  wobei  die  Relation  13) 
nicht  angenommen  werden  soll,  hat  man  in  16)  und  17): 


(' 


sin2  q)      1  \     ^ 


einer  der  Quantitäten: 

tang^a    tang^/}    tang^/ 

~ä2~'  ~T^'  ""^ 

gleich  zu  setzen.     Nimmt  man  z.  B. 
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tg^__ 

und  setzt  ^4  B=^(y),  so  ist: 


*  /'(gp) — Z'  (w)      sin  <p  cos  y 

H 


1 


a2  cM(9)) 


Für  9)  =  ö    ^st   5  ( - )   die   halbe   EUipsoidfläche.     Da   der    Aofidmck 

fär  5(y)  elliptische  Integrale  erster  nnd  zweiter  Gattung  enthält,  so  lassen 
sich  ans  demselben  mit  Leichtigkeit  durch  Anwendung  der  Additionstheoreme 
Relationen  zwischen  ellipsoidischen  Calotten  ftlr  dieselbe  Hauptaxe  her- 
stellen.    Ist : 

F{(p)+F{^))  =  F{6\ 
so  giebt  die  Gleichung  18)  in  Verbindung  mit  den  Gleichungen   16): 


^'-^=^^^l/i^-i-t'»«--<'>--«i 


Vc2      aV 


F(w)  .  /l       1\   .        .         .       .    Ifsinacosa     sina)COsa)     sintpcostp"! 
^-- +(-r— Tö)8ina)sm?psinö+-s  — rr-r iv-^— T,    ^^  \ 

Das  Theorem  von  Lebesque,  enthalten  in  den  Gleichungen  13)  nnd 
14),  ist  lange  nachher  Gegenstand  ähnlicher  Untersuchungen  geworden, 
worüber  folgende  Abhandlungen  zu  vergleichen  smd:  0.  Schlömilch:  „  Ueher 
die  Complanation  der  cenirtschen  Flächen  zweiter  Ordnung^*'  Leipz,  Ber,  1862, 
Schlömilch  Z  VIII,  i— 12,  1863,  Liouville  J,  (2)  VIII,  89—98,  und  ,,Ueher 
die  stereome irischen  Analoga  zum  Fagnano^ sehen  Salze**,  Leipz,  Ber,  XXIII^  13, 
Schlömilch  Z,  XVII,  66 — 69,  1872,  und  Malmsten:  ,,Ueher  den  Fagnano*^ 
sehen  Satz  auf  dem  Ellipsoid.''  Schlömilch  Z.    VIII,  306 — 309,   1863. 

Die  sämtlichen  Abhandlungen  betrachten  die  gefundenen  Resultate  als 
eine  stereometrische  Erweiterung  des  Satzes  von  Fagnano,  eine  Anschau- 
ungsweise, die  wohl  nicht  ganz  zu  rechtfertigen  ist.  Der  Begriff  eines 
Flächenraums  hängt  wesentlich  von  der  Begrenzung  ab  und  kann  insofern 
ganz  willkürlich  gedeutet  werden.  Die  Bogenlänge  zwischen  zwei  Puncten 
hat  einen  ganz  bestimmten  Sinn.  Der  Satz  von  Fagnano  kann  nur  auf 
eine  Art  auf  Flächen  übertragen  werden,  indem  man  Curven  auf  einer  Fläche 
analog  wie  in  der  Ebene  definirt,  wenn  an  Stelle  von  geraden  Linien  auf 
der  Fläche  geodätische  Linien  treten. 

Eine  Verallgemeinerung  des  F  a  g  n  a  n  o'schen  Satzes  enthält  die  Note 
von  P.  P  a  c  i :  yySopra  un  applicazione  geometrica  della  teoria  delle  funzioni 
ellittichc'\  Battaglini  G,  XII,  93 — 96,  1874,  und  Azzarelli:  ^ySul  teorema 
di  Fagnano  per  ognuna  delle  curve  coniche^^.  All,  Acc.  N,  Line.  XX JV,  336 — 
358»    187  I. 
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Note  V- 

Litterarische  Notizen  Über  neuere  geometrische  Anwendungen  der  elliptischen 

Functionen. 

Die  Aehnlichkeit  des  Additionstheorems  der  elliptischen  Functionen 
1.  Gattung  mit  der  Fundamentalformel  der  sphärischen  Trigonometrie  hat 
zu  zahlreichen  Anwendungen  der  Theorie  der  elliptischen  Functionen  auf 
die  Sphärik  geführt  Nach  3)  §  25  (S.  183)  und  §  26  Gleichung  36)  (8. 198)  war 

^  I    cos  a  =  cos  g)  cos  tp — sin  q)  sin  tpA  ö, 

wenn  9)  =  amn,  ^  =  ami;,  ö  =  am(M+t;).  Setzen  wir  — v  für  v  und 
^  =  am  (u — v),  so  erhalten  wir 

I      cos^ -•  cosgpcos^-hsu^^psii^^^^* 

Sind  aber  gp,  ^,  d-  die  Seiten  eines  sphärischen  Dreiecks  und  B  der  der 
Seite  d'  gegenttberliegende  Winkel,  so  lautet  die  Fundamentalformel  der 
sphärischen  Trigonometrie 

3)  cos^  =  co8  9)COS^-f  sin9)sin^cos6^. 

Diese  Formel  stimmt  mit  der  zweiten  2)  flberein,  wenn 

cos  ö  —  J^  =  \/\—k^  sin2^ 

oder  wenn  der  Modul 

sinö 

sin^ 

also  gleich  dem  constanten  Verhältnis  des  Sinus  eines  Winkels  des  sphäri- 
schen Dreiecks  zum  Sinus  der  gegenttberliegenden  Seite  ist.  Dadurch  er- 
giebt  sich  ein  inniger  Zusammenhang  zwischen  den  Formeln  der  sphärischen 
Trigonometrie  und  einer  Reihe  von  Formeln  aus  der  Theorie  der  ellipti- 
schen Functionen. 

Die  Aehnlichkeit  der  zweiten  Formel  2)  mit  der  Formel  3)  wurde  zu- 
erst von  Lagrange  (Theorie  des  fonciions  §  8i  u,  SzJ  bemerkt.  Der  Zu- 
sammenhang der  elliptischen  Functionen  mit  der  sphärischen  Trigonometrie 
wird  eingehend  entwickelt  in  dem  öfter  genannten  Lehrbuche  von  Dur^ge: 
„T/ieorie  der  elliptischen  Functionen^ ^  Ahschn,  VIII ;  femer  in  den  Abhand- 
lungen von  Kleiber:  y^ Ableitung  eines  Systems  von  Formeln  für  die  ellipti" 
sehen  Functionen  und  ihr  Zusammenhang  mit  der  sphärischen  Trigonometrie^, 
Pr.  Königsberg  i88o  t^.  i88i,  J.  W.  L.  Glaisher:  „ö«  the  connexion  between 
elliptic  functions  and  spherical  trigonometry^ ^  Quart.  J.  XVII ,  353 — 364,  1881, 
E.  Meissel:  ^Beiträge  zur  Sphärik*",  Clebsch  Ann.  XVI,  529—532,  1880, 
und  K.  H.  Schellbach:  ^Eine  geometrische  Darstellung  der  Lander^ sehen 
Substitution'',  Grelle  J.  XCI,  347—348,   1881. 

In  Note  IIl  haben  wir  die  älteren  Arbeiten  Aber  geometrische  Dar- 
stellung  elliptischer  Integrale   kennen  gelernt     Das   allgemeine  Problem: 
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„Die  Gleichung  einer  Curve  anzugeben,  fiir  welche  die  Rectification  des 
Bogens  auf  ein  gegebenes  algebraisches  Integral  führt*',  erfuhr  seine  prin- 
cipielle  Behandlung  erst  in  den  schönen  Arbeiten  von  J.  A.  Serret  (Iaou- 
ville  /.  X  u.  XI),  Hier  wurde  folgender  Gedanke  ausgeführt:  man  zerlege 
das  Quadrat  des  gegebenen  Bogenelementes 

ds^  =  {f{z)dz)\ 

wo  f{z)  eine  algebraische  Function  von  z  ist,  in  das  Product  (dx-{-idy)(dx — idy), 
wo  X  und  y  rechtwinklige   Coordinaten   der   gesuchten  Curve    sind;  gelingt 

es  dann,  unter  der  Annahme,  dass  z  von  der  Form  e*^  ist,  auch  die  rechte 
Seite  in  zwei  Factoren  zu  zerlegen,  welche  durch  Vertauschung  von  /  mit 
— i  ineinander  ttbergehen,  so  setze  man  dx-\-idy  gleich  einem  derselben, 
dann  ist  x  und  y  bezw.  reeller  und  imaginärer  Teil  des  betreffenden  Inte- 
grals, und  die  Coordinaten  der  gesuchten  Curve  sind  auf  diese  Weise  als 
Functionen  eines  Parameters  dargestellt.  Eine  Zusammenstellung  der  nach 
dieser  Methode  gewonnenen  Resultate  enthält  eine  Abhandlung  von  A116gret: 
jfMimotre  sur  la  reprSsentation  des  iranscendanies  par  des  arcs  de  courbes^^ 
Ann.  de  Vic,  Norm  (2)  II,   149 — 200,   1873. 

Im  Vorigen  sahen  wir,  dass  das  Problem:  „Alle  Curven  zu  finden, 
deren  Bogen  sich,  wie  die  der  Lemniscate,  durch  ein  elliptisches  Integral 
1.  Gattung  ausdrücken  lassen,  welche  also  die  Eigenschaft  besitzen,  dass  sie 
addirt,  subtrahirt,  multiplicirt  und  dividirt  werden  können",  vielfach  das 
Interesse  der  Mathematiker  erregt  hat.  Legendre  (Tratte  d,f.  eil.  11^  ^goj 
fand  eine  Curve  sechster  Ordnung,  deren  Bogen  sich  als  Summe  eines  el- 
liptischen und  eines  AbeTschen  Integrals  erster  Gattung  darstellen  Hess. 
Gudermann  und  Roberts  fanden  eine  Gattung  sphärischer  Kegelschnitte, 
welche  die  im  Problem  geforderte  Eigenschaft  besassen.  Des  Ersteren  Ar- 
beiten sind  nicht  veröffentlicht,  die  des  Letzteren  finden  sich  in  LiouviUe  /, 
(2)  IX,  155,  X,  2g'j,  VIII,  263.  Serret  wies  (Lioumlle  J.  (2)  X,  256 — 295^ 
nach,  dass  die  Anzahl  solcher  Curven  schon  in  der  Ebene  eine  unendliche 
sei.  Zu  einer  Verallgemeinerung  der  von  ihm  gefundenen  Curven  gelangt 
L.  Kiepert  („De  curvis  quarum  arcus  tniegralibus  ellipticis  primi  gener is 
exprimuntur^ ,  Diss,  Berlin  1870,  und  y^Ueher  Curven,  deren  Bogen  ein  ellip^ 
tisches  Integral  erster  Gattung  ist^^  Grelle  J,  LXXIX,  304 — 323,  1875,  nnd 
Freib,  Ber.  VII,  i  — 17,  i^^t),  indem  er  specielle  Fälle  derjenigen  Form 
untersucht,  in  der  Weierstrass  alle  doppeltperiodischen  Functionen  dnrch 
die  ö-Function  darstellt.  In  einer  späteren  Arbeit:  ^Ueber  eine  geometrische 
Anwendung  der  complexen  Multiplication  der  elliptischen  Functionen^,  Grelle  /, 
LXXIV,  305 — 314,  1872,  behandelt  Kiepert  die  Teilung  des  Bogens  der 
Curve  r^=co8  3^  in  6^+1  gleiche  Teile.  Durch  Anwendung  der  com- 
plexen Multiplication  wird  nämlich  der  Grad  der  aufzulösenden  algebraischen 
Gleichung  hier  ebenso,  wie  bei  der  Teilung  der  Lemniscate,  wesentlich  er- 
niedrigt. Die  Kiepert'schen  Curven  wurden  nach  einer  eigenttlmlichen 
Methode  der  Deformation  der  Kegelschnitte  behandelt  von  K.  Schwering: 
„Ueber  eine  Art  Gurven,  deren  Bogen  durch  ein  elliptisches  oder  hyperelliptisches 
Integral  erster  Gattung  ausgedrückt  wird^,  Schlömilch  Z,  XXV,  25 — 41,  234 — 
243,  1880.  Die  Teilung  des  Lemniscatenbogens  und  der  Curve  r3  =  00889) 
ist  auch  Gegenstand  der  Abhandlung  von  P.  Paci:  ^Sopra  alcune  appli- 
cazioni  geometriche  delle /unzioni  ellittiche^ ,  Battaglini  G.  XII,  y^ — 109,    1874. 
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K.  Schwering  C^emrkmg  zu  der  Curve  —  +  ^=  V,  Schiömüch  Z.  XXI, 

133,  iSjtJ  zeigte,  dass  anch  die  Sectoren  der  im  Titel  geoannten  Curve 
in  gleicher  Weise  verglichen  werden  können,  wie  die  Bogen  des  Kreises 
und  der  Lemniskate  nach  Gauss,  und  in  der  Abhandlung:  „Die  Paraüe/' 
curve  der  Ellipse  als  Curve  vom  Range  Eins^  unter  Anwendung  eines  neuen 
Liniencoordinaiensysiems'\  Pr,  Brilon  1878,  wies  derselbe  nach,  dass  die 
Liniencoordinaten  und  die  Punctcoordinaten  der  Parallelcurve  der  Ellipse, 
welche  vierter  Klasse  und  achten  Grades  ist,  sich  durch  elliptische  Func- 
tionen eines  Parameters  ausdrücken  lassen. 

Eine  eigentümliche  Darstellung  der  elliptischen  Functionen  durch  Curven 
vierten  Grades  gelang  Y.  Villarceau:  „ Origine giomäriqtu  et  reprisentation 
giomitrique  des  fonctions  elliptiques,  abiliennes  et  de  transcendantes  ctordres 
supMeurs**^  Ldouville  J,  (i)  IV,  305 — 314,  1878.  Er  fasst  nAmlich  das 
Argument  (z.  B.  beim  Kreise)  nicht  als  Quotient  aus  Bogen  und  Radius, 
sondern  als  Quotient  aus  dem  doppelten  Sector,  dividirt  durch  das  Quadrat 
des  Radius  auf.    Dieses  Argument  nennt  er  „argument  aräolaire''. 

Die  bereits  im  Früheren  erwähnte  elastische  Curve  ist  Gegenstand 
der  Arbeiten  von  A.  G.  Greenhill:  y^Graphical  represeniation  of  the  Elliptic 
functions  hy  means  of  a  bent  elastic  beam*\  Messenger  (2)  K,  180 — 182,  1876 
und  VI,  182 — 188,  1876,  C.  Bender:  ^Ueber  einige  Beziehungen  der  elasti' 
sehen  Curve  zu  den  elliptischen  Functionen,  speciell  zu  dem  eüiptischtn  Bogen**, 
Grunert  Arch.  LX,  117 — 124,  Bair,  BL  178 — 183,  1877,  und  Halphen: 
,,Sur  UM  courbe  ilastiqw^*,  J.  de  tic,  PolyL  LIV,   183 — 250,   1885. 

Der  Bogen  des  Cartesischen  Foliums  wird  durch  Ellipsenbogen 
dargestellt  von  S.  Roberts:  y^Note  on  the  expression  of  the  Imgth  0/  the 
arc  of  a  cartesian  by  elliptic  functions^\  Proc.  of  Land,  M,  S.  V,  6 — 9,  1874, 
und  von  G.  Darboux:  „Sur  la  recHfication  des  ovales  de  Descartes^\  C.  R, 
LXXXVII,  595—597,  1878.  Schon  früher  hatte  S.  Roberts  (LiouvüU  f. 
XI ^  194,  i850y/  gefunden,  dass  sich  die  Differenz  zwischen  zwei  Bogen  eines 
Cartesischen  Ovals  durch  einen  Ellipsenbogen  ausdrücken  lässt,  und  Genocchi 
(Tortolini  Ann,),  dass  der  Bogen  eines  Cartesischen  Ovals  gleich  der  Summe 
von  drei  Ellipsenbogen  ist.  Beide  Sätze  sind  specielle  Fälle  eines  all- 
gemeinen Satzes,  der  den  Bogen  einer  bicircularen  Curve  vierter  Ordnung 
als  Summe  von  vier  Integralen  ausdrückt,  deren  jedes  durch  elliptische 
Integrale  darstellbar  ist.  Diesen  Satz  enthält  eine  Abhandlung  von  J.  Casey 
über  die  Rectification  der  bicircularen  Curve  vierter  Ordnung:  j,On  a  new 
form  of  tangential  equations^\  Phil.  Trans.  CLXVII,  367 — 440;  Proc.  of 
London  XXV,  564 — 565,  1877,  mit  einem  Zusatz  von  A.  Cayley:  „On 
the  bicircular  quartic.  Addition  to  the  foregoing  memoir^*',  Phil.  Trans.  CLXVII, 
441 — 465,  Proc.  of  London  XXV,  565 — 566. 

Höhere  ebene  Curven  werden  ausserdem  mit  Hülfe  der  elliptischen 
Functionen  behandelt  von  H.  Hart:  „^^i  the  cassinian^\  Messenger  (2)  VI, 
169 — 172,  1877,  G.  Halphen:  „Probleme  concernant  les  courbes  plcaus  du 
troisihne  ordre^\  S.  M.  F.  Bull.  IX,  96 — 112,  1881,  Ch.  Hermite:  „Extrait 
(fune  lettre  ä  M.  Fuchs'',  Crelle  f.  LXXXII,  343—347,  1879,  wo  die  In- 
flexionspuncte  der  ebenen  Curven  dritter  Ordnung  bestimmt  werden.  Dass 
die  Flexionen  einer  Curve  dritter  und  vierter  Ordnung  mit  zwei  Doppel- 
puncten  mit  der  Dreiteilung  der  elliptischen  Functionen  zusammenhängen, 

Bnneper,  eUlpt.  Fiinotion«ii.    8.  Aufl.  30 
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zeigte  schon  früher  F.  Brioschi:  j^Nöta  suüa  equazione  che  da  t  punti  ü 
flesso  dt  curve  tllittiche^\  RtruL  Ist,  Lomb.  (2)  11^  1869.  Loagsehmmps: 
„•SWr  la  rtctificatimt  de  la  irisectrice  de  Maclaurin  au  moyen  des  inUgrales  «/- 
liptiques^\  C,  R.  CIV^  676 — 678,  und  ^jRedtßcation  des  cubiqtees  circulairts 
unicursales  droiies  au  moyen  des  inUgrales  elliptique^^^  C,  R.  CIV9  964 — 966, 
1887.  Eine  besondere  Gattung  RoUcnrven  werden  betrachtet  von  J.  Lieb  lein: 
„Ueber  den  Zusammenhang  verschiedener  Trans/ormations/ormein  für  eU^tiscke 
Integrale  mit  einem  Problem  der  Geometrie^\  Prag,  Abh,  (t)  III^  l — 14,  1870, 
und  E.  Schwering:  ^^Ueber  eine  Gattung  transcendenier  Curven^  welche  ge- 
schlössen  sind*%  Schlömilch  Z.  XX,  457 — 467,  1875. 

Aronhold  war  der  Erste,  welcher  vennittelst  einer  eleganten  Para- 
meter dar  Stellung  fdr  die  ebenen  Curven  dritter  Ordnung  die  elliptiBehen 
Integrale  für  die  Theorie  dieser  Curven  verwertete  fBeri.  Äfonaisber.  v, 
25.  April  1861^.  Ist  nämlich  f  die  gegebene  Function  dritter  Ordnung  von 
OTi,  0^2,  Xa,  und  setzt  man 

80  drückt  Aronhold  die  Coordinaten  eines  Punctes  y  auf /"(y')  ^  0  dureh 
die  Parameter  x,  X  des  Büschels 

aus,  während  zugleich  x  auf  der  Curve  liegt,  also  /(x^)  «s  0.  Anknüpfend 
an  die  Parameterdarstellung  von  Aronhold  zeigte  nun  Clebsch  in  dem 
Aufsatze :  „  lieber  diejenigen  Curven,  deren  Coordinaten  sich  als  elliptische  FumC' 
tionen  eines  Parameters  darstellen  lassen*\  Grelle  /,  LXIV,  210,  dass  die 
Coordinaten  der  Curven  n^^^  Ordnung  mit  -\^n{n — 3)  Doppel-  oder  Rück- 
kehrpuncten  sich  als  elliptische  Functionen  eines  Parameters  darstellen 
lassen.  Für  die  Curven  dritter  Ordnung  ohne  Doppelpunct  gilt  dasselbe; 
vgl.  Clebsch:  y^Ueber  einen  Satz  von  Steiner  und  einige  Puncte  der  Theorie 
der  Curven  dritter  Ordnun^\  Grelle  /.  LXIII,  94.  Diese  Curven  sind  ein- 
gehend behandelt  von  A.  Harnack:  y^Ueber  die  Verwertung  der  elliptischen 
Functionen  für  die  Geometrie  der  Curven  dritten  Grades'',  Clebsch  Ann,  IX, 
I — 54,  1876.  Das  schon  oben  erwähnte  Werk  von  K.  Bobek:  y^Einleitung 
in  die  Theorie  der  elliptischen  Functionen'^  Leipzig  1884,  enthält  im  Anhang 
(S.  2^S-2y^J  eine  „Anwendung  der  Theorie  der  elliptischen  Functionen 
auf  Curven  n^^  Ordnung  mit  -^  n()i — 3)  Doppelpuncten". 

Nach  der  Methode  von  Clebsch  werden  die  elliptischen  Functionen 
ftlr  die  Theorie  der  Curven  verwertet  in  den  Arbeiten  von  G.  Humbert: 
„Sur  les  courbes  de  Clebsch^  dont  les  coor donnies  s*expriment  en  fonctions  eUip^ 
tiques"",  S,  M,  F,  Bull.  IX,  166—172,  1881,  M.  Marie:  „^«r  Us  deux 
thior^mes  de  M,  Clebsch  relatifs  aux  courbes  quarrables  par  les  fonctions  el- 
liptiques  ou  par  les  fonctions  circulaires''\  C  R.  LXXXIV,  22*] — 229,  187 7, 
A.  Hurwitz:  y^Ueber  die  Anwendung  der  elliptischen  Functionen  auf  Probleme 
der  GeometnY\  Clebsch  Ann,  XIX,  56—66,  1881,  L.  Heinze:  y^Beiiräge 
zur  Anwendung  der  Dreiteilung  der  elliptischen  Functionen  auf  die  Theorie  der 
Wendepuncte  einer  Curve  dritter  Ordnung'''',  Grunert  Arch,  LXX,  l — 29,  1883, 
Picquet:  y^ Application  de  la  reprisentation  des  courbes  du  troisiime  degri  ä 
faide  des  fonctions  elliptiques^ ,  f,  de  VlEc,  Polyt.  ch,  LIV,  31  — lOO,   1885. 

Eine  sehr  interessante  Anwendung  haben   die   elliptischen  Functionen 
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geftmden  auf  das  Problem  der  Elementargeometrie:  „Die  Relation  zwischen 
der  Distanz  der  Mittelpnncte  und  den  Radien  zweier  Kreise  zu  finden,  von 
denen  der  eine   einem  anregelmässigen  Polygon  eingeschrieben,  der  andere 
demselben  umgeschrieben  ist.^     Für   die   einfachsten  Polygone   war   dieses 
Problem  bereits  von  Enler,  Steiner  und  Nicolaus  Fuss  gelöst  worden. 
Die  allgemeine  Lösung  aber  gelang  erst  Jacobi  (nUther  die  Anwendung  der 
eütptischen  Transcendenten   auf  ein  bekanntes  Problem  der  Elementargeometrie^  ^ 
CreUe  J.  III,  yjb — 389,  Ges.    Werke  /,  277 — 293/     Richelot  stellte  die 
von  Jacobi   mit  HtÜfe  der  Theorie  der  elliptischen  Functionen  gefundenen 
Relationen  in  ihrer  einfachsten  Form  dar  und  gab  die  Bedingungsgleichungen 
far  die  analoge  Construction  auf  der  Eugeloberfläche  (.^Wendung  der  ellip' 
tischen    Transcendenten  auf  die  sphärischen    Polygone  ^    welche    zugleich  einem 
kleinen  Kreise  der  Kugel  eingeschrieben   und  einem  andern  umgeschrieben  sind**^ 
Grelle  J.   V,  250 — 267,  und  „C/eber  die  Anwendung  einiger  Formeln  aus  der 
Theorie  der   elliptischen  Functionen  auf  ein  bekanntes  Problem  der    Geometrie^'^ 
CrelU  y.  XXXVIII,  353 — 373/     Rosanes  und  Pasch  (^üeber  das  einem 
Kegelschnitt  umgeschriebene  und  einem   andern  eingeschriebene  Polygon**,    Grelle 
/.  LXIV)  dehnten  die  Jacobi'schen  Betrachtungen  auf  ein  System  zweier 
Kegelschnitte   aus  und  bewiesen  direct  den  Poncelet'schen  Satz:  „Wenn 
irgend  ein  Vieleck  zu  gleicher  Zeit  einem  Kegelschnitte  eingeschrieben  und 
einem  andern  umgeschrieben  ist,   so  giebt  es  eine  unendliche  Anzahl  ähn- 
licher Vielecke,  welche  dieselbe  Eigenschaft  in  Bezug  auf  beide  Gurven  be- 
sitzen^.    Im  Anhange  zu  Poncelet's  y^ Applications  d^ancdyse  et  de  giomitrie**, 
unter  dem  Titel :  y^Recherches  analytiques  sur  les  polygones  simultaniment  inscrits 
et  circonscrits  ä  deux  coniques*\  p,  535  sq.,  löst  Moutard  das  Problem  unter 
Einftlhrung  von  O-  und  IT-Functionen.    Dasselbe   sogen.   Schliessungs- 
problem behandelten  femer:  A.  Cayley  (Phil.  Mag.  F/,  99  sq.  und  376  sq.), 
H.  L6ant^:   j^Sur  quelques  applications  aux  courbes  du  second  degri  du  thiorhne 
d'Abel,  relatif  aux  fonctions  elliptiques"* ,    G.  R.  LXXIX^  93 — 96,  602 — 606, 
1874,  M.  Simon  in  der  Dissertation:  ^^De  relationibus  inter  constantes  duarum 
Unearum  secundi  ordinis,  ut  sit  polygonum  cdteri  inscriptum  circumscriptum  alteri**, 
Berlin    1867,    und    in   der    schon   oben    (S.  499)    erwähnten  Abhandlung, 
W.  K.  Clifford:    „ö»  the  transformation  of  elliptic  functions^^,  Proc,  L.  M. 
Soc.  Vlly  29 — 38,  225 — 233,  1876,   8.  Gundelfinger:  „Ueber  das  SchüeS" 
sungsproblem  bei  zwei  Kegelschnitten** ^    Grelle  /.  LXXXIII,  171 — 174,  1877, 
G.  Darboux:    ^^Sur  les  polygones  inscrits  ä  une  conique  et  circonscrits  ä  une 
autre  coniqu^\  G.  R.  XG,  85 — 87,  1880,  L.  J.  Rogers:  jiNote  an  the  porism 
of  the  inscribed  and  drcumscribed polygot^*^  Land.  M.  S.  Proc.  XVI ^  306 — 311, 
1885,  6.  Kunz:  j^üeber  Vielecke^  welche  einem  Kreise  eingeschrieben  und  einem 
anderen  zugleich  umgeschrieben  sind^,  Pr.  Zwickau,  1888. 

Anwendungen  der  elliptischen  Functionen  auf  Raumcurven  enthalten 
folgende  Aufsätze:  L.  Geisenheimer:  j^üeber  sphärische  Kegelschnitte^^  fena 
1869;  A.  Enneper:  ^^Ueber  einige  Anwendungen  der  elliptischen  Functionen  auf 
sphärische Kegelschmtt^\  SchlömiUh  Z.  XXII,  244—257, 1877/  G.  Darboux: 
^yMimoire  sur  une  classe  de  courbes  et  de  surfaces^,  G.  R.  LXVIII^  131 1 — 131 3, 
1869/  R.  Hoppe:  ^^Geometrische  Anwendung  der  Addition  elliptischer  Inte» 
gral^\  Grunert  Arch.  LXTV,  274 — 295,  1879/  H.  L^aut^:  y^Reprisentation 
des  fonctions  eUipHques  de  premiire  espice  ä  l'aide  des  biquadratiques  gäuche^, 
G.  R.  LXXXII,  527 — 529,  1876,  und  ^^tudes  gionUtriques  sur  les  fonctions 
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ellipiiquts  de  premüre  esp^c^\  /,  de  tJEc.  PolyL  cah.  LXVI^  65 — 99,  1879/ 
ILA.  Schwarz:  ^yBesÜmmung  der  scheinbaren  Grösse  eines  EUipsoids  für 
einen  beliebigen  Pimct  des  Raumes^\  Gott.  Nachr.  39 — 50,   1883. 

Der  Bogen  der  einen  Schaar  von  Erümmungslinien  anf  dem  £1- 
lipsoid  ist  durch  elliptische  Functionen  ansdrflckbar.  Man  vergleiche  darüber 
M.  Roberts:  „«Sar  les  lignes  de  courbure  d*un  ellipsoidt^\  Brioschi  Ann.  (z) 
Illy  294 — 308,  1869.  Die  Integration  der  Euler'schen  Differentialgleichung 
durch  Betrachtung  der  Krümmungslinien  auf  dem  Hyperboloid  wird  bewirkt 
von  Floquet:  ^Jniigration  de  riquation  d^ Euler  par  les  lignes  de  courbure 
de  Phyperboloide  rigW\  Nouu.  Ann.  (2)  XIV^  120 — 128,  1875,  und  Escary : 
^^Remarque  sur  la  Note  de  M.  Floquet  relative  ä  tintigration  de  riquation 
d*Euler^\  Nouv.  Ann.  (2)  XV,  61 — 63,  1876.  Die  analytische  Bestimmung 
derjenigen  Flächen,  deren  eine  Krttmmungsmittelpunctsfläche  eine  Kegelfläche 
zweiten  Grades  ist,  geschieht  mit  Hülfe  der  elliptischen  Functionen  in  der 
bedeutenden  Arbeit  von  Enneper:  ^^Untersuchungen  über  die  Flächen  mit 
planen  und  sphärischen  Krümnwngslinien'\  Gott.  Abh.  XXIII  u.  XXVI,  1880. 
VgL  auch  G.  Darboux:  ,,Sur  la  sur  face  des  centres  de  courbure  de  Vellipsoide 
et  sur  les  coordonnies  elliptiques^^  Darboux  Bull.  III,  122 — 128,   1872. 

Das  Problem  der  Bestimmung  der  kürzesten  Linien  auf  dem  £1- 
lipsoid  kann  als  ein  Problem  der  Mechanik  aufgefasst  und,  wie  Jacob! 
(Vorlesungen  über  Dynamik^ p.  167J  gezeigt  hat,  durch  dieJacobi-Hamilton'- 
sehe  Theorie  der  Differentialgleichungen  gelöst  werden.  Die  Lösung  führt 
nämlich  auf  dieselben  Differentialgleichungen,  welche  fOr  die  Bewegung 
eines  materiellen  Punctes  von  der  Masse  Eins  gelten,  der  sich,  ohne  dass 
weitere  Kräfte  auf  ihn  wirken,  infolge  einer  gewissen  Anfangsgeschwindigkeit 
auf  der  Oberfläche  des  EUipsoids  bewegt.  Die  laufenden  Ooordinaten  und 
der  Bogen  dieser  kürzesten  Linien  lassen  sich  im  allgemeinen  durch  hyper- 
elliptische Functionen  und  Transcendenten  bestimmen,  in  gewissen  Fällen 
aber  durch  elliptische.  Die  Theorie  ist  behandelt  in  den  Arbeiten  von 
Weierstrass:  „Ueber  die  geodätischen  Linien  auf  dem  dreiaxigen  Ellipsoid'^ 
Berl.  Monatsber.  1861,  995  und  A.  Cayley:  „0«  the  geodesic  lines  on  an 
ellipsoid*^,  Monthl.  Not.  XXXII  35—36,  187 1,  Meni.  R.  Asir.  Soc.  XXXIX. 
p.  II f  31 — 53.  Die  einschlägige  Litteratur  findet  man  in  den  beiden  Pro- 
grammen von  R.  Noske:  f^Die  kürzesten  Linien  auf  dem  EUipsoids* f  Königs- 
berg i.jl^.  1886  u.  1887.  Dass  die  Thetafunctionen  zur  directen  Berech- 
nung geodätischer  Strecken  und  Winkel  auf  einem  Rotationsellipsoid  sehr 
geeignet  sind,  zeigt  R.  Hoppe:  ,tAnwendung  der  Thetafunctionen  auf  geo- 
dätische Strecken  und   Winkel**,  Grüner t  Arch.  (2)  III,  75—83,   1885. 

Bei  dieser  Gelegenheit  darf  nicht  unerwähnt  bleiben,  dass  das  Lehrbuch 
von  Schellbach:  „Die  Lehre  von  den  elliptischen  Integralen  und  den  Theta- 
functionen**, das  wir  schon  Öfter  anzufahren  Gelegenheit  hatten,  als  geo- 
metrische Anwendungen  folgende  giebt:  „Die  Oberfläche  des  EUipsoids,  die 
Oberfläche  des  schiefen  Kegels,  die  geodätische  Linie^^  Desgleichen  enthält 
das  oben  (S.  12)  ebenfalls  genannte  Lehrbuch  von  Laurent:  ,yThiorie  iUmen- 
taire  des  fonctions  elliptiques**  eine  Reihe  geometrischer  Anwendungen.  Von  der 
Weierstras  s'schen  Theorie  giebt  mehrere  geometrische  Anwendungen :  G  r  e  e  n  - 
hill  in  den  beiden  Aufsätzen:  yfSome applications  of  Weierstrass'  elliptic functions**, 
Lond.  M.  S.  Proc.  XVII,  355 — 379,  und  „AW<f  on  the  Weierstrass  elliptic 
functions  and  their  applications"*,  Lond.  M.  S.  Proc.  XVI  11  263—288,   1887. 
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imd  G.  H.  Halphcn:   y^Traiti  des  fonctions  elliptiques  et  de  leurs  applicatians**, 
//,   1888,  eh.   VI   VII,  X,  XL 

Eine  interessante  Anwendung  der  elliptischen  Functionen  ergiebt  das 
Problem,  dnrch  ein  von  vier  geraden  Strecken  gebildetes  Vierseit  die  kleinste 
Fläche  zu  legen,  das  in  der  Preisschrift  von  H.  A.  Schwarz:  tyBesitmmung 
einer  spedellen  Minimalfläche^^  Berlin  187 1,  behandelt  worden  ist  Auf  el- 
liptische Integrale  erster  und  zweiter  Gattung,  die  durch  die  Weierstrass'- 
sehen  Functionen  ausgedrückt  werden,  ftlhrt  eine  Untersuchung  von  G.  Her- 
mann: ^^Untersuchung  über  die  Grenzen^  zwischen  welchen  Unduloide  und  No^ 
doide^  die  von  zwei  festen  Parallelkreisflächen  begrenzt  sind,  hei  gegebenem  Vo^ 
lumen  ein  Minimum  der  Oberfläche  besitzen'*,  Pr.  Gdttingen  1887. 

Wir  schliessen  die  Litteratur  der  geometrischen  Anwendungen  der  el- 
liptischen Functionen  mit  Anfiihrung  der  wichtigsten  Arbeiten  über  diejeni- 
gen Abbildungsaufgaben,  bei  denen  die  elliptischen  Transcendenten  ver- 
wertet werden.  Eine  zusammenhängende  Darstellung  der  Resultate  dieser 
Arbeiten  findet  sich  in  dem  ausgezeichneten  Werke  von  G.  Holzmüller: 
,,Einführung  in  die  Theorie  der  isogonalen  Verwandtschaften  und  der  conf armen 
Abbildungen,  verbunden  mit  Anwendungen  auf  mathematische  Physih^\  Leipzig 
1882,  namentlich  Cap.  XV,  2^t — 281.  Wir  begütigen  uns,  die  einschlägige 
Litteratur  anzuführen,  indem  wir  wegen  des  genaueren  Inhaltes  auf  dieses 
Werk  verweisen.  Sieb  eck:  ^^Ueber  eine  Gattung  von  Curven  vierten  Grades  ^ 
welche  mit  den  elliptischen  Functionen  zusammenhängen^*,  Grelle  f  LVII,  1860 
u.  LIX,  1861,  Th.  Berner:  ,^Ueber  eine  geometrische  Erzeugung  von  confo^ 
calen  Curven  4'«»  Grades,  Schlömilch  Z.  IX,  1864;  Christoffel:  „Sul pro- 
blema  delle  temperature  stazionare  e  la  rappresentatione  di  una  data  superfici^^ 
Brioschi  Ann,  I,  1867/  H.  A.  Schwarz:  „Üeber  einige  Abbildungsaufgaben'*, 
Grelle  f,  LXX,  105 — 121,  1869,  „Conforme  Abbildung  der  Oberfläche  eines 
Tetraeders  auf  die  Oberfläche  einer  Kugef*,  Grelle  f.  LXX,  I2l  — 137,  1869, 
,,Notizia  sulla  rappresentazione  di  utC  ellisse  sopra  un  circolo^\  Brioschi  Ann. 
(2)  III,  166,  1870/  E.  Jochmann:  „Zur  Abbildung  des  Rechtecks  auf  der 
Kreisfläche^^  Schlömilch  Z.  XIV,  532 — 540,  1869;  H,  Am  st  ein:  „Ueber 
die  conforme  Abbildung  der  Oberfläche  eines  regulären  Oktaeders  auf  die  Ober-' 
fläche  einer  Kugel\  Wolf  Z.  XVI,  297—341,  187 1;  0.  Hentschel:  „Ueber 
einige  conforme  Abbildungen'''',  fena  1871  und  Schlömilch  Z.  XVII^  39 — 66, 
1872.-  H.  Durege:  „Ueber  Curven  dritter  Ordnung  und  ihre  Abbildung  auf 
einem  Kreise'"';  Schlömilch  Z.  XVII,  433 — 445,  1872;  J.  Thomae:  „Eine 
Abbildungsaufgabe'',  Schlömilch  Z.  XVIII,  401  —  406,  1873;  6.  Holzmüller: 
„Beiträge  zur  Theorie  der  isogonalen  Verwandtschaften*',  Schlömilch  Z.  XVIII, 
227 — 251,  1873/  H.  A.  Schwarz:  „Ueber  ebene  algebraische  Isothermen^\ 
Grelle  f  LXXVII,  38-- 46,  1874;  A.  Wangerin:  „Reductum  der  Poten- 
tialgleichung für  gewisse  Rotationskörper  auf  eine  gewöhnliche  Differential' 
gleichung"-,  Preissghrift  d,  fablon,  Ges,  Leipzig  1875;  G.  Holzmüller:  „Wei- 
tere  Beiträge  zur  Theorie  der  isogonalen  Verwandtschaften^'',  Schlömilch  Z.  JOT, 
I — 16,  1875;  L.  Eönigsberger:  ,JReferate  aus  den  hinterlassenen  Papieren 
von  F,  Richelot"',  Königsberger  Rep,  I,  340 — 348,  1877;  C.  8.  Peirce: 
„A  quincuncial  projection  ofthe  spher^\  Amer,  f.  II,  394 — 397,  1879/  Th. 
Craig:  „Orthomorphic  projection  of  an  eUipsoid  upon  a  spher^'',  Amer.  f  III, 
114 — 128,  1880/  H.  Herrmann:  „Geometrische  Untersuchungen  Ober  den 
Verlauf  der  elliptischen  Transcendenten  im  complexen  Gebiete^\  Diss.  Leipzig  u. 
Schlömüch  Z.  XXVIII,  193—210,  257—273,  1883. 
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Note  VI. 

Litterarische  Notizen  über  Bezieiiungen   der  elliptischen  Functionen  zur 

Höheren  Arithmetik  und  Algebra. 

Das  Werk  von  Bngaieff:  ^^Qiulqtus  applications  dt  la  thiorie  des  /onC" 
iions  elliptiques  ä  la  thiorie  des  foncHons  discontinues^\  Moscou  1884,  in  nusi- 
scher  Sprache,  enthält,  wie  wir  ans  einem  Referate  über  dasselbe  in  Darhaux 
Bull,  (2)  IX^  89 — 103,  ersehen,  eine  znsammenh&ngende  Darstellong  einer 
grossen  Zahl  von  zahlentheoretischen  Gesetzen,  die  sich  ans  der  Theorie  der 
elliptischen  Transcendenten  ergeben. 

In  der  Theorie  der  elliptischen  Functionen  sind  es  besonders  zwei 
Gattungen  von  Entwickelnngen  in  Sinns-  oder  Cosinnsreihen,  welche  für  die 
Höhere  Arithmetik  von  Bedentang  sind.  Einmal  hat  Jacobi  ans  den  Ent- 
wickelnngen der  elementaren  doppeltperiodischen  Functionen  snz/,  cni/,  dnti  etc. 
(Fundam,  §  ^q)  seine  schönen  Sätze  über  die  Zerlegung  einer  Zahl  in  2, 
4,  6  und  8  Quadrate  hergeleitet.  Die  zweite  Art  der  Entwickelnngen  bildet 
die  der  Quotienten  von  6-Producten  und  d-Potenzen,  in  denen  die  Anzahl 
der  Factoren  im  Zähler  verschieden  von  der  im  Nenner  ist,  und  die  die 
Periode  ^K  haben  und  bei  der  Aenderung  des  Ai^mentes  um  \K'i  bis  anf 
einen  Exponentialfactor   denselben  Wert   annehmen.     Aus  den  Formeln  für 

— ,  als  Function  von  ^,  die  Jacobi  (Fundam,  §  40^  gegeben,  hat  er  selbst 

den  Fer manschen  Satz,  dass  jede  Zahl  sich  als  Summe  von  vier  Quadraten 
darstellen  lasse,  gefolgert ;  vgl.  den  Schlusssatz  der  Fundamenta^  Ges.  Werke 
/,  239  und  die  Notiz:  ^^Nole  sur  la  dicomposition  d*un  nombre  dontU en  guaire 
quarris^\  Grelle  J,  III^   191,  Ges,    Werke  /,  247. 

Die  oben  erwähnte  zweite  Art  der  zahlentheoretisch  wichtigen  Func- 
tionen hat  Ch.  Her  mite  (Liouville  J,  (2)  VII)  untersucht  und  gezeigt, 
dass  sie  auf  mehrere  von  Kronecker  (Grelle  y.  LVII)  gefundene  Sätze 
über  die  Summen  der  Klassenzahlen  der  quadratischen  Formen  mit  nega- 
tiver Determinante  führt.  In  einer  neueren  Arbeit:  ^^emarques  arithmitiqtus 
sur  quelques  formules  de  la  thiorie  des  fonctions  elliptiques''^  Grelle  /,  C,  51  — 
65,  1886,  wendet  Her  mite  andere  doppeltperiodische  Functionen  dritter 
Gattung  auf  Sätze  der  Höheren  Arithmetik  an.  Kronecker  hat  ans  der 
Untersuchung  derjenigen  elliptischen  Functionen,  fiir  welche  complexe  Multi- 
plication  stattfindet,  Summen  von  Reihen  von  Klassenzahlen  gewonnen.  Vgl. 
auch:  ^^Ueber  quadratische  Formen  von  negativer  Determinante''^  BerL  Monatsber, 
1875,  233 — 236,  Hermite:  „»S'wr  quelques  consiquences  arithmitiques  des  for^ 
mules  de  la  thiorie  des  fonctions  elliptiques''\  Petersb.  Bull.  XXIX  n.  Act, 
Math,    V,  297 — 330,   1884. 

Im  Anschluss  an  die  von  Oauchy  zuerst  aus  der  linearen  Transfor- 
mation der  Thetareihen  abgeleitete  Wertbestimmung  der  Ganss'schen  Sum- 
men wird  in  einer  Arbeit  von  Kronecker:  ^^Ueber  den  vierten  Gauss* sehen 
Beweis  des  Reciprocitätsgesetzes  für  die   quadratischen  Reste''\  BerL  Monatsber, 
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1880,  686 — 698,  854 — 860,  der  genaue  Nachweis  dieses  Znsammenhanges 
nnd  somit  einer  Aeqnivalenz  der  Reciprocitätsgleichnng  fOr  die  quadratischen 
Reste  nnd  der  Transformationsgleichnng  fftr  die  Thetareihen  gegeben.  Die 
Prodnctentwickelung  nnd  die  allgemeine  Transformation  der  Thetareihen 
lässt  sich  so  auf  die  einfachste  Weise  ableiten.  Dass  dieser  Ganchy'sche 
Integralsatz  als  die  alleinige  Quelle  der  ganzen  Theorie  der  elliptischen 
Functionen  angesehen  werden  kann,  zeigt  Eronecker  in  einem  zweiten 
Aufsatze:  ^Zur  Theorie  der  elliptischen  Functionen^* ^  Berl,  Monatsher.  1881, 
II 65 — II 72.  Als  besonderer  Fall  erscheint  am  Schluss  dieser  Abhandlung ' 
der  Fermat'sche  Satz  rein  arithmetisch  hergeleitet. 

In  einer  Reihe  anderer  Abhandlungen  verwertet  Eronecker  die  Theorie 
der  Association  algebraischer  Formen,  die  er  in  seiner  Festschrift :  ^Grund^ 
Züge  einer  arithmetischen  Theorie  der  algebraischen  Grössen*',  Berlin,  G.  Reimer^ 
u.  Crelk  /.  XCIL  I — 123,  gegeben,  um  wichtige  Resultate  fttr  die  Theorie 
der  elliptischen  Functionen  zu  gewinnen.  In  den  ^^Bemerkungen  über  du 
Multiplication  der  elliptischen  Functionen**^  BerL  Monatsber.  1883,  717 — 729, 
949 — 956  werden  die  von  Abel  (Oeuvres,  2.  id.  /,  263^/  aus  dem  Addi- 
tionstheorem inductiv  hergeleiteten  Mnltiplicationsformeln  von  dem  gemein- 
samen Factor  im  Zähler  und  Nenner  befreit,  also  in  ihrer  reducirten  Form 
hergeleitet.  Eine  fernere  Abhandlung:  „Zwr  Theorie  der  elliptischen  Func- 
tionen''^  BerL  Monatsber,  1885,  761 — 784,  enthält  u.  a.  Folgerungen  aus  der 
arithmetischen  Theorie  der  quadratischen  Formen.  Endlich  wird  in  einer 
von  Jacobi  (^Suite  des  notices  sur  les  fonctions  elliptiques^*,  Crelle  J,  IVt  185, 
Ges,  Werke  /,  266^  zur  Bestimmung  der  bei  der  Transformation  auftretenden 
Goefficienten  gegebenen  Recursionsformel  das  beste  Fundament  für  die  arith- 
metische Behandlung  der  singulären  Moduln  und  der  zugehörigen  ellipti- 
schen Functionen  nachgewiesen  in  der  Abhandlung  „Zur  Theorie  der  ellip' 
tischen  Functionen^'',  Berl,  Monatsber,   1886,  701 — 780. 

Die  D i rieh  let'sche  Formel  ftlr  die  Elassenzahl  der  quadratischen  For- 
men mit  complexen  Goefficienten  (Cr eile  J,  XXIV)  wird  mit  Hlilfe  der 
elliptischen  Functionen  behandelt  von  P.  Bachmann:  y,Ergänzung  zu  einer 
Untersuchung  van  Dirichlet**,  Qebsch  Ann,  XVI,  537 — 550,  1880.  Auf 
Elein'schen  Principien  ftlr  die  Theorie  der  Modulfunctionen  basirt  die  Ar- 
beit von  J.  Gierster:  „lieber  Relationen  zwischen  Classenzahlen  binärer  bi- 
quadratischer  Formen  von  negativer  Determinante**,  Erl,  Ber,  1880,  Clebsch 
Ann,  XVII,  71—84,   1880. 

Formeln  för  die  Summe  der  Divisoren  einer  Zahl  werden  mit  Hlilfe 
von  Formeln  aus  der  Theorie  der  elliptischen  Functionen  gewonnen  von 
Lipschitz:  „Sur  les  sommes  des  diviseurs  des  nambres**^  C,  R,  C,  845 — 847, 
1885,  und  weitere  zahlentheoretische  Sätze  enthält  die  Note:  „Sur  unefor^ 
mute  de  M,  Hermite'\  Grelle  J.  C,  66—70,  1886.  Die  bereits  im  Früheren 
(S.  481)  erwähnten  Abhandlungen  von  H.  Weber:  ^^Zur  Theorie  der  eü^ti- 
schen  Functionen''^  Act,  Math,  VI,  329-- 416,  1885,  XI,  333—390,  1888,  be- 
zwecken lediglich  umfangreiche  zahlentheoretische  Anwendungen  der  Theorie 
der  Transformation  der  elliptischen  Functionen. 

Was  nun  die  Anwendungen  der  elliptischen  Functionen  auf  Algebra  be- 
triflPt,  so  ist  zunächst  ein  Aufsatz  von  A.  G.  Greenhill:  „Solution  0/  the 
cubic  und  quadric  equations  by  means  of  Weierstras^  elliptic  functions^\  Land, 
M,  Soc,  Proc,  XVII,  202 — 287,    1886,  zu  erwähnen,  der  eine  klare  Dar- 
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Stellung  dor  Lösung  der  cnbischen  und  biquadratischen  Gleichungen  mit 
Hülfe  der  Function  pu  giebt.  Von  früheren  Arbeiten  über  die  Liösang 
dieser  Gleichungen  nennen  wir  A.  Enneper:  „No/iz  über  die  hiquadraitsche 
Gleichung'',  Schlömilch  Z,  XVIII,  93—96,  1873/  G.  Darboux:  ,,Sur  la 
risolution  de  Viquation  du  quairi^me  degrt\  Liouville  J,  (2)  XVIII,  220 — 235, 
1873;  A.  Cayley:  „O«  ihe  elUptic^fttncHon  Solution  of  the  equaHon  x^-\'y^ — 1 
=  0,  Cambridge  Proc,  IV,  106— 109,  1881,  A.  G.  Greenhill:  „Note  on 
Prof.  Cayley* s paper  on  ihe  elliptic-function  Solution  etü\  ib,  IV,  22^ — 228,  1882. 

Schon  am  Schlüsse  des  §  52  (S.  469)  erwähnten  wir,  dass  die  Theorie 
der  Modulargleichungen  auf  das  engste  verknüpft;  ist  mit  wichtigen  al- 
gebraischen Fri^en.  Anwendungen  der  Modulargleichungen,  besonders  auf 
die  Lösung  der  Gleichungen  fftuften  Grades,  enthalten  folgende  Schriften: 
H  e  r  m  i  t  e :  „Sur  la  risolution  de  tiquation  du  cinquiime  degrt^,  C.  R,  XL  VI,  508 — 
515, 1858,  ,^ur  la  risolution  du  quatrüme  degrt\  ib.  715 — 722,  961 — 967,  „Lettre 
de  M.  Kronecker'',  ib.  1150 — 1152/  Hermite:  „Sur  la  throne  des  iquations 
modulaire^\  C.  R.  XL  VIII,  940 — 947,  1079 — 1084,  1095 — 1102/  XUX, 
16 — 24,  110 — 118,  141 — 144,  1859.  Diese  Aufsätze  wurden  gesammelt 
unter  dem  Titel:  „Sur  la  thiorie  des  iquations  modulaires  et  la  risolution  de 
Viquation  du  cinquihne  degr^\  Paris  1859. 

In  der  ersten  der  genannten  Abhandlungen :  „Sur  la  risolution  de  Viquü' 
Hon  du  cinquihne  degrt'  löst  Hermite  die  Jerrard'sche  Normalform  der 
Gleichung  5*«**  Grades,  x^ — x — a  =  0,  mit  Hülfe  der  elliptischen  Functionen. 
Eine  zusammenhängende  Darstellung  der  He rmit ersehen  Lösung  und  der 
nötigen  Hülfssätze  findet  sich  in  Schlömilch  Z.  XXV,  129 — 146,  von  Krey: 
„lieber  Hermitis  Auflösung  der  Gleichung  fünflen  Grades''.  Kronecker  er- 
reicht die  Lösung  der  Gleichung  5^^  Grades  dadurch,  dass  er  eine  Resolvente 
6*«"  Grades  derselben  mit  der  Modulargleichung  der  Transformation  5*«'  Ord- 
nung der  elliptischen  Functionen  in  unmittelbare  Beziehung  bringt.  Eine 
geometrische  Interpretation  des  Zusammenhangs  zwischen  den  Gleichungen 
5tea  Grades  'und  ihren  Resolventen,  insbesondere  des  Zusammenhanges  mit 
der  Jerrard'schen  Form  und  der  Modulargleichung,  giebt  die  Abhandlung 
von  Clebsch:  „lieber  die  Anwendung  der  quadratischen  Substitution  au/  die 
Gleichungen  5*®**  Grades  und  die  geometrische  Theorie  des  ebenen  Fünfseits", 
Clebsch  Ann.  IV,  284 — 345,  1871  u.  „Bemerkungen  zu  der  Theorie  der 
Gleichungen  fünflen  und  sechsten  Grades",  Gott.  Nachr,   1871,   103—108. 

In  Verbindung  hiermit  stehen  folgende  Arbeiten:  Joubert:  „Sur  les 
iquations  qui  se  rencontrenl  dans  la  thiorie  de  la  transformation  des  fonctions 
elliptiques^*,  Paris  1876/  Hermite:  ,,Sur  la  thiorie  des  fonctions  elliptiques", 
C.  R.  LVII,  1863,  worin  die  Transformation  2^«»»  Grades  ausfahrlich  be- 
handelt ist;  Joubert:  „Sur  la  thiorie  des  fonctions  elliptiques"^  Paris  1860 
und  C.  R.  L.  Hier  wird  die  Transformation  vierten  Grades  zur  Herstel- 
lung gewisser  in  der  Theorie  der  complexen  Multiplication  auftretenden 
Gleichungen  benutzt  und  ein  specieller  Satz  für  den  Transformations- 
grad 2^  angefahrt;  Krause:  „lieber  die  Discriminante  der  Modular- 
gleichungen der  elliptischen  Functionen"^  Clebsch  Ann.  VIII,  539 — 554/  IX, 
554 — 572,  „lieber  die  Modulargleichungen  der  elliptischen  Functionen  und  ihre 
Anwendung  auf  die  Zahlentheorie",  Clebsch  Ann.  XII,  419 — 434,  worin  die 
Modulargleichungen  fttr  einen  paaren  Transformationsgrad  behandelt  und 
zur  Herleitung  einiger  von  Kronecker  (Grelle  f.  LVII,  247^  gegebenen 
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Snmmenfonneln  fär  die  Elassenzahl  von  Formen  mit  negativer  Determinante 
benatzt  werden.  Jonbert:  „&/r  divers  iqtiations  analögues  aux  iquations  mo* 
dulaires^  dans  la  thiorie  des  fondions  elliptique^\  C.  R.  1858,  JCLVII^  341 — 
345;  Schlaf li:  ^fiewds  der  Hermite* sehen  Verwandlungstafeln  für  die  el- 
liptischen Modularfunctionen.'*  Grelle  /.  LXXII,  360 — 369. 

Die  Modnlargleichnngen  sind  femer  behandelt  in  Jordan:  ^^Notes  sur 
les  iquations  modulaires,''  CR.  LXVI,   1868,  308—312. 

Die  von  Kronecker  (Extrait  d'une  lettre  ä  M,  Hermite^  C,  R,  1858, 
6.  funij  nnd  Hermite  im  Jahre  1858  gleichzeitig  anfgestellte  Lösnng  der 
allgemeinen  Gleichung  ftlnfiien  Grades  hat  eine  Anzahl  von  Arbeiten  hervor- 
gerufen, welche  mit  den  Modnlargleichnngen  oder  Multiplicatorgleichungen 
in  enger  Verbindung  stehen.  Hiervon  ist  noch  zu  nennen:  Kronecker: 
,,[/eber  die  Gleichungen  fünf ten  Grades'',  Berl.  Ber.  1861  u.  Grelle  /  UX. 
Joubert:  ^^Note  sur  la  risolution  de  Viquation  du  anquüme  degr^^  G,  R, 
1859,  XLVIII^  290 — 294,  Brioschi:  ^^Sulle  equazioni  del  moltiplicatore 
per  la  transformazione  dtlle  funzifmi  ellittich^',  Tortolini  Ann,  I^  1858,  175 — 
177/  y^Sulla  risoluzione  deW  equazioni  del  quinto  grado'^  ib,  /,  256 — 259, 
326 — 328;  „Ä/r  diverses  iquations  analögues  aux  iquations  modulaires  dans 
la  thiorie  des  fonctions  elliptiques'\  G,  R.  1858,  2.  /.  337  —  340/  „Sopra 
alcune  nuove  relazioni  modulari'\  Att,  d.  R,  Acc,  Nap,  1866/  „Ä/r  une  classe 
d' iquations  du  quatrikme  degr^\  G,  R.  i^- jöuillet  1863;  Joubert:  „Ar 
Piquation  du  sixiime  degr^\  G.  R,  1867,  LXIV,  IO25— 1028,  1081— 1085, 
1237 — 1240/  Brioschi:  ,,Sur  Viquation  du  cinquüme  degr^\  CR.  1871, 
LXXVIII,  1470— 1472,  ib.  1875,  LXXX.ni—lhl^  815—819.  Brioschi 
hat  eine  zusammenhängende  Darstellung  seiner  Untersuchungen  gegeben  in 
dem  Aufsatze:  ^^Ueher  die  Auflösung  der  Gleichungen  vom  fünften  Grad^'^ 
Qehsch  Ann,  XIII,  109 — 160.  Er  nennt  alle  Gleichungen,  welche,  wie 
die  Multiplicatorgleichungen,  die  Eigenschaft  haben,  dass  zwischen  den  Qua- 

n+1 
dratwurzeln  ihrer  n+1  Wurzeln  —~— lineare  Relationen  bestehen,  Jacobi'- 

sche  Gleichungen.  F.  Klein  untersucht  in  dem  Aufsatze:  ^^Binäre 
Formen  mit  linearen  Transformationen  in  sich  selhst'\  Glehsch  Ann,  IX,  183 — 
208,  eine  solche  Form  12****  Grades,  welche  durch  die  Ecken  eines  regu- 
lären IkosaSder's  vorgestellt  wird.  Aus  der  Uebereinstimmung  der  er- 
haltenen Formeln  mit  denen,  welche  in  den  Untersuchungen  über  die  Lö- 
sung der  allgemeinen  Gleichung  5*®°  Grades  von  Brioschi,  Hermite  und 
Kronecker  vorkommen,  erhellt,  dass  die  Gleichung  6*«°  Grades,  welche 
die  Punctepaare  des  Ikosaäders  trennt,  und  also  die  Ikosaädergleichung 
selbst  durch  elliptische  Functionen  gelöst  werden  kann.  Siehe  auch  F. 
Klein:  ,,SulV  equazioni  delf  icosaedro  nella  risoluzione  delle  equazioni  del  quinto 
grado'\  Rend,  Ist.  Lomb,  (zj  X,  253 — 255;  F.  Brioschi:  ,,Sopra  alcuni 
recenti  resultati  öttenuti  del  sig.  Klein  nella  risoluzione  delle  equazioni  del  quinto 
grado'\  Acc.  R.  d,  L.  (i)  /,  31—54,  1877;  F.  Klein:  ..Weitere  Unter- 
suchungen  über  das  Ikosaeder'\  Erl,  Ber,  1877,  Clebsch  Ann,  XII,  503 — 561, 
1877.-  L.  Kiepert:  „Auflosung  der  Gleichungen  5.  Grades'\  Gott,  Nachr,  1878, 
424—443/  Brioschi  Ann,  (2)  /X.  119— 123,  Grelle  f.  LXXXVII,  114— 
133»  1878/  F.  Brioschi:  „Sur  la  risolution  de  t iquation  du  cinquiime  degre\ 
C  R,  LXXXV,  ICXX) — 1002,  1877/  „Sopra  una  classe  di  equazioni  modu- 
lare'\  Brioschi  Ann,  (2)  IX^  167 — 172,  1878.    Die  Wurzeln  der  Gleichung 
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fünften  Grades  werden  explicite  durch  die  Ikosa^derirrationalitftt  musgedrflckt 
von  P.  Gordan:  ^^Ueher  die  Auflösung  der  Gleichungen  vom  fünßen  Grad^y 
Clebsch  Ann,  XIII^  374 — 404,   1878. 

Die  Bedeutung  der  elliptischen  Functionen  für  die  Auflösung  der  Glei- 
chungen fünften  Grades  ist  dalm  ausführlich  behandelt  in  dem  Aufsätze  von 
F.  Klein:  ^^Ueber  die  Transformation  der  elliptischen  Functionen  und  die  Auf- 
lösung  der  Gleichungen  fünften  Grades  (Clebsch  Ann,  X/V,  iil — i?^^,  worin 
hauptsächlich  die  Rolle,  welche  die  Invarianten  der  biquadratischen  biniren 
Form  des  elliptischen  Integrales  bei  der  Transformation  einnehmen,  daige- 
than  wird.  Einen  ähnlichen  Ausgangspunct  für  eine  neue  Theorie  der  el- 
liptischen Modulfunctionen  nimmt  R.  Dedekind  in  dem  ^^Schreiben  an  Herrn 
Borchardt  über  die  Theorie  der  elliptischen  Modulfunctionen^  (Grelle  J.LXXXIII^ 
265 — 292^.  Weitere  interessante  Beziehungen  zwischen  Algebrm  nnd  ellip- 
tischen Functionen  enthalten  die  Arbeiten  von  F.  Klein:  ^^Ueber  die  Er^ 
niedrigung  der  Modulargleichungen^^  (Clebsch  Ann.  XIV^  417 — 427^  nnd 
yyUeber  die  Transformation  siebenter  Ordnung  der  elliptischen  Functümert*'  (A, 
428 — 471^,  und  von  Gi erster:  ^^Notiz  über  Modulargleichungen  bei  zusammen- 
gesetztem Transformationsgrad"-  (ib.  ^n — 544/^-  Zu  erwähnen  ist  noch  Königs- 
b erger:  ^^Algebraische  Untersuchungen  aus  der  Theorie  der  elliptischen  Func- 
tionen^"-  (Grelle  f.  LXXII^  176 — 254^.  Hier  wird  die  allgemeine  Theorie 
der  Gleichungen  für  das  Product  des  transformirten  Moduls  in  dessen  comple- 
mentären  und  der  Gleichungen  für  die  Multiplicatoren  der  Transformation 
gegeben.  Beide  Gattungen  von  Gleichungen  sind  für  zahlentheoretische  und 
algebraische  Untersuchungen  ebenso  wichtig,  wie  die  Modulargleichungen, 
und  ihre  Kenntnis  ist  vor  allem  zur  Bestinmiung  der  Integralmodnln  der 
complexen  Multiplication  erforderlich.  M.  Krause:  ^algebraische  Unter» 
suchungen  aus  der  Theorie  der  elliptischen  Functionen^\  Clebsch  Ann.  Xlfly  I — 22, 
giebt  eine  Untersuchung  der  Discriminante  der  eben  genannten  Gleichungen. 

Endlich  sei  noch  bemerkt,  dass  A.  Oayley  eine  rein  algebraische 
Theorie  der  Transformation  der  elliptischen  Functionen  entwickelt  hat  in 
folgenden  Aufsätzen :  „^4  memoir  on  the  transformation  of  eüiptic  functions^ 
Trans,  of  Lond  CLXIV,  397—^57,  1874,  CLXIV,  397—456,  1885, 
CLXIXy  419 — 425,  1878,  und  „(9;i  the  transformation  of  elliptic  functions^^ 
Newcomb.  Amer.  f.  /JT,   193 — 224,  X^  71 — 93,   1887. 

Dass  die  Algebra  der  binären  Formen  auf  die  Theorie  der  ellip- 
tischen Functionen  angewendet  wurde,  haben  wir  im  Früheren  mehrfach  zu 
bemerken  Gelegenheit  gehabt.  In  dem  Werke  von  C.  Jordan:  „2Vöi//  des 
substitutions  et  des  iquations  algebriques^ ^  Paris  1870,  enthält  Livre  II J  ^  II 
die  Teilung  der  elliptischen  Functionen,  die  TeiluDg  der  Perioden  und  ver- 
schiedene Sätze  über  Modulargleichungen.  Anwendungen  auf  die  Transfor- 
mation giebt  auch  das  Buch  von  A.  Clebsch:  ^^Theorie  der  binären  o/- 
gebraischen  Formen''^  Leipzig  1872.  Die  Transformation  3.  Ordnung  der  el- 
liptischen Functionen  ist  zuerst  direct  auf  eine  Invariantenrelation  der  bi- 
quadratischen Formen  zurückgeführt  von  Cayley  (Phil.  Mag.  (^J  XV^  363^, 
und  Her  mite  (Grelle  f.  LX^  ZO^^J.  Die  typische  Darstellung  der  binären 
Formen,  wie  sie  Clebsch  und  Gordan  (Brioschi  Ann.  (2J  I^  23 — 79,  1868^ 
gegeben,  wird  auf  die  Modulargleichungen  angewendet  von  Gordan:  ^^Appli' 
cazione  della  Memoria  Sulla  rappresentazione  tipica  delle  forme  binar ie  alV  equa^ 
zione   modulare   della   trasformazione   di  quinto  ordine^\  Brioschi  Ann.    (2)   /, 
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367 — 372,  1868.  üeber  den  Zusammenhang  der  Theorie  der  Transformation 
mit  der  TTieorie  der  binären  Formen  vergleiche  man  femer  F.  Brioschi: 
^^Sopra  tm  nuovo  punto  dt  correlaztone  fra  le  forme  hinarie  del  quarto  grado 
e  h  ternarie  cubich^\  Brioschi  Ann.  (2)  VII,  52 — 60,  1875,  nnd  „Ä/r  une  pro- 
priiU  du  paramktre  de  la  transformic  canonique  des  formes  cubiques  iernaires^\ 
Land,  M.  S,  Proc.  XXII,  58—63,  1881.  Eine  Darstellung  der  Elemente 
der  elliptischen  Functionen  mittelst  der  absoluten  Invariante  der  binären 
biquadratischen  Form  enthält  die  schon  erwähnte  Abhandlung  von  F.  Klein: 
,,Ueher  die  Transformation  der  elliptischen  Functionen''^  Clebsch  Ann,  XI V^ 
III — 172.  Eine  ähnliche  Darstellung  giebt  F.  de  Bruno:  ,,Que1ques  appli- 
cations  de  la  thiorie  des  formes  binaires  aux  fonctions  elliptiques^\  Sylv.  Amer, 
f.  V,  I — 25,  1882.  Vgl.  auch  L.  Wedekind:  ,,Das  Doppelverhältnis  und 
die  absolute  Invariante  binärer  biquadratischer  Formen^\  Clebsch  Ann,  XVII, 
I — 20,  1880. 

Die  ftindamentale  Bedeutung  der  Teilungsgleichung  fär  algebraische 
und  arithmetische  Untersuchungen  liegt  darin,  dass  ihre  Discrijminante  nur 
wesentliche  Factoren  enthält,  während  die  Discriminante  abgeleiteter  Glei- 
chungen, wie  die  der  Modulargleichung  und  der  Multiplicatorgleichung,  noch 
ausserwesentliche  Factoren  enthält.  Diese  Teilungsgleichungen  sind  Gegen- 
stand folgender  Arbeiten:  L.  Sylow:  ,ßm  den  Gruppe  af  Substitutioner,  der 
tilhorer  Ligninger  for  Division  aj  Perioderne  ved  de  elliptiske  Funktioner^\ 
Christiania  Vidensk.  Selskab.  187 1,  u.  L.  Sylow:  ,JSur  le groupe  de  Piquation 
pour  la  drvision  des  piriodes  des  fonctions  elliptiques^\  Forh,  af  Christ,  1871/ 
L.  Eronecker:  „lieber  die  algebraischen  Gleichungen,  von  denen  die  Teilung 
der  elliptischen  Functionen  abhängt'',  Berl,  Monatsber,  1875,  498 — 507,  und 
„Entwickelungen  aus  der  Theorie  der  algebraischen  Gleichungen'',  BerL  Monatsber, 
1879,  205 — 229/  EL  Engel:  „Ueber  die  AbeV sehen  Relationen  für  die  Teil'' 
werte  der  elliptischen  Functionen",  Leipz,  Ber,  32 — 51,  1884. 

Schlussbemerkung.  Mehrere  fundamentale  Abhandlungen,  in  denen 
die  elliptischen  Functionen  auf  Probleme  der  Mechanik  und  der  mathe- 
matischen Physik  angewendet  werden,  sind  gelegentlich  im  Früheren  er- 
wähnt worden.  Eine  ausführliche  litterarische  Uebersicht  über  die  zahl- 
reichen Werke  und  Abhandlungen,  welche  derartige  Anwendungen  enthalten, 
wUrde  die  Grenzen  dieses  Buches  überschreiten.  Wir  begnügen  uns  des- 
halb, zum  Schluss  auf  folgende  Werke  hinzuweisen:  J.  Thomae:  „Sammlung 
von  Formeln,  welche  bei  Anwendung  der  elliptischen  und  Rosenhain* sehen  Func^ 
tionen  gebraucht  werden,**  Halle y  Neber  t  1876,  und  Ch.  Her  mite:  „Ar  quel" 
ques  applications  des  fonctions  elliptiques'*,  L,  R.  LXXXV — XCIII,  u.  Paris, 
Gauthier-Villars,  1885.  Die  oben  (S.  12)  genannten  Lehrbücher  der  ellip- 
tischen Functionen  bringen  zum  teil  auch  Anwendungen  auf  Mechanik,  z.  B. 
die  von  Durege,  Schellbach,  Laurent  und  Halphen,  letzteres  in 
Band  II,  1888,  chap.  /-  V,    VIII  und  XII 
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